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INTRODUÇÃO

Este livro teve origem em cursos de Topologia Geral e de Introdução à
Análise Funcional que o autor teve ocasião de lecionar durante vários anos mas,
como é habitual nestas situações, acabou por abordar bastante mais assuntos do
que aqueles que é possível examinar nesses cursos. O livro está dividido em três
capítulos: O primeiro envolve a Topologia Geral; no segundo examinamos os
espaços de Banach e os espaços de Hilbert, incluindo a definição e as
propriedades básicas das respetivas topologias fracas; no terceiro estudamos o
Cálculo Diferencial, no sentido de Fréchet, no contexto dos espaços de Banach,
seguido do estudo, no mesmo contexto, do integral das aplicações contínuas de
variável real, de uma aplicação às propriedades básicas das equações diferenciais
ordinárias lineares e do exame das propriedades elementares das aplicações
holomorfas. Mais do que apontar o conteúdo detalhado de cada um dos
capítulos, conteúdo que facilmente se pode reconhecer pelo exame do índice,
vamos em seguida descrever as opções básicas que tomámos no desenvolvi-
mento de cada um deles.

No primeiro capítulo, após examinarmos a definição e propriedades básicas
dos espaços métricos, escolhemos introduzir os espaços topológicos como
espaços para os quais são fixadas convenientemente quais as vizinhanças de
cada ponto. Apesar de os axiomas que as vizinhanças devem satisfazer não
serem tão simples como os que aparecem quando se toma por exemplo a noção
de conjunto aberto como primitiva, esta via parece-nos ter o mérito de permitir
uma introdução das diferentes noções topológicas de uma forma mais próxima
da que se segue no caso dos espaços métricos. As primeiras noções topológicas
que abordamos são a de ponto aderente a um subconjunto e a de limite de uma
aplicação num ponto aderente ao seu domínio, as restantes noções de limite mais
comuns, os limites de sucessões indexadas em  ou, mais geralmente, de
sucessões generalizadas aparecendo como o caso particular do limite em _
para uma topologia conveniente na união do conjunto dos índices com ,_
topologia que no caso dos índices em  é a induzida pela topologia usual da reta
estendida . As restantes noções topológicas básicas, que‘  Ö_ß_×
incluem as de conjunto fechado e de conjunto aberto, são estudadas em seguida,
não deixando naturalmente de se provar, por exemplo no caso dos abertos, que a
fixação a priori de uma classe de subconjuntos como candidatos a conjuntos
abertos determina univocamente uma topologia desde que se suponham verifi-
cadas as propriedades habituais, ficando assim construída a ponte com a
definição de espaço topológico que é mais frequentemente utilizada. A conti-
nuidade de uma aplicação num ponto é definida a partir da noção de limite, não
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deixando naturalmente de examinar as caracterizações habituais da continuidade
global em termos de conjuntos abertos e de conjuntos fechados. Os espaços
topológicos compactos são definidos como aqueles onde existe sublimite para
qualquer aplicação num ponto aderente ao seu domínio, onde os sublimites são
definidos como os limites de uma aplicação composta, condição que se prova ser
equivalente à noção habitual de valor de aderência (“cluster point”). Como caso
particular da noção de sublimite de uma aplicação num ponto aderente ao
domínio, damos o nome de sublimites estritos àqueles em que podemos tomar
como aplicação composta a restrição da aplicação a um subconjunto do domínio
e mostramos que as noções de sublimite e sublimite estrito são equivalentes no
caso em que os espaços de partida e de chegada são ambos metrizáveis, em
particular no caso das sucessões indexadas em  e com valores num espaço
metrizável. Provamos a equivalência da compacidade, definida pela existência
de sublimites, com a caracterização habitual pela propriedade das coberturas
abertas mas é a caracterização pelos sublimites que é utilizada para estabelecer a
maioria das propriedades dos espaços compactos, incluindo o teorema de
Tichonoff sobre a compacidade de um produto, finito ou infinito, de espaços
compactos. De volta aos espaços métricos, definimos a completude pelo
condição de existir limite para qualquer aplicação num ponto aderente ao
domínio desde que esta verifique a condição de Cauchy e provamos que uma
condição suficiente para a completude é a existência de limite para qualquer
sucessão de Cauchy indexada em . No contexto dos espaços completos
provamos o teorema do ponto fixo para aplicações contratantes, que é aplicado
mais tarde no estudo das funções implícitas e no das equações diferenciais
lineares, e incluímos uma versão paramétrica deste que garante a continuidade
do ponto fixo relativamente a um parâmetro, versão essa que é aplicada adiante
na prova da continuidade da função implícita. Ainda no contexto dos espaços
métricos referimos outras caracterizações de compacidade, nomeadamente a
compacidade sequencial e a conjunção da precompacidade com a completude e
estudamos as propriedades de continuidade uniforme na presença da
compacidade, incluindo a noção de “continuidade uniforme nos pontos de um
subconjunto” que é estritamente mais forte que a continuidade uniforme da
restrição.

No segundo capítulo estudamos os espaços normados e os espaços pre-hil-
bertianos, simultaneamente os que têm  e os que têm  como corpo dos‘ ‚
escalares, e as respetivas versões que são completas, os espaços de Banach e os
espaços de Hilbert, nestes últimos sem fazer qualquer hipótese de base contável.
Partindo da observação trivial de que qualquer espaço vetorial normado
complexo pode ser considerado trivialmente também como um espaço vetorial
normado real, tomámos o cuidado de apontar as relações das diferentes noções
que são estudadas quando consideradas nos contextos complexo e real, especial-
mente nos casos em que essa relação não seja trivial. A fim de podermos falar de
somas infinitas, no contexto dos espaços de Banach, sem ficar necessariamente
limitados às séries, utilizámos a noção de família somável, com um conjunto
arbitrário de índices, e estudámos as suas propriedades básicas. As famílias
somáveis são aplicadas, em particular, à construção dos espaços de Banach j ÐMÑ:
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com  conjunto arbitrário e à definição de aplicação bilinear de dualidadeM
envolvendo os espaços  e , com  e  expoentes conjugados. Estesj ÐMÑ j ÐMÑ : ;: ;

espaços, juntamente com o espaço  e com subespaços importantes deste,j ÐMÑ_

por exemplo quando  é um espaço topológico compacto, são os exemplos maisM
básicos que teremos ocasião de examinar, juntamente com os espaços de
aplicações lineares e multilineares contínuas e com os espaços normados
quociente. Uma omissão notável, ao nível dos exemplos, é o estudo dos espaços
análogos ao espaços  com  substituído por um espaço de medida, estudoj ÐMÑ M:

que pressupõe conhecimentos de Teoria da Medida que não quisémos admitir
como conhecidos. No contexto dos espaços vetoriais normados, examinamos a
versão analítica do teorema de Hahn-Banach que é aplicada, em particular, à
construção do mergulho isométrico usual no bidual topológico, o qual é utilizado
para construir um completado para os espaços vetoriais normados e para definir
os espaços de Banach reflexivos. Por razões de comodidade, o estudo das
propriedades dos espaços de Banach reflexivos, que inclui a prova da
reflexividade dos subespaços vetoriais fechados e dos espaços quociente de
espaços reflexivos, a da equivalência entre a reflexividade dum espaço de
Banach e a do seu dual topológico e a prova da reflexividade dos espaços j ÐMÑ:

com , é feito com recurso à noção de forma bilinear dualizante na"  :  _
primeira ou na segunda variável. No contexto dos espaços de Banach são ainda
examinados o teorema de Banach da aplicação aberta, o teorema do gráfico
fechado, a prova da completude dos espaços quociente e o teorema da limitação
uniforme. As famílias somáveis de vetores dum espaço de Banach referidas atrás
são ainda utilizadas para estabelecer as propriedades básicas dos elementos
invertíveis de uma álgebra de Banach, que incluem o facto de o conjunto destes
ser aberto e a continuidade da aplicação inversão. Ainda neste capítulo abor-
damos a definição da topologia fraca de um espaço vetorial normado e da topo-
logia fraca-estrela do seu dual e as propriedades de compacidade no respetivo
contexto, que incluem as ligadas à caracterização da reflexividade, aproveitando
para examinar outro exemplo importante de topologia vetorial não normada,
nomeadamente a da convergência uniforme nos compactos, no contexto das
aplicações contínuas definidas em espaços localmente compactos.

O último capítulo debruça-se sobre o Cálculo Diferencial, no sentido de
Fréchet, no contexto dos espaços vetoriais normados assim como de assuntos
relacionados que incluem o integral das aplicações contínuas definidas num
intervalo compacto de  e com valores num espaço de Banach, de um ponto de‘
vista alternativo a existência de primitivas para as aplicações contínuas nesse
contexto, e a generalização mais próxima das primitivas, nomeadamente a exis-
tência de solução, com uma condição inicial dada, para as equações diferenciais
ordinárias lineares. As propriedades das soluções das equações diferenciais
ordinárias lineares são utilizadas, em particular, para definir a aplicação
exponencial de uma álgebra de Banach, e em particular de , e estabelecer as‚
suas propriedades básicas; no contexto destas equações diferenciais examinamos
também o teorema de Frobenius sobre a existência de soluções para equações
diferenciais totais que verificam uma certa “condição de integrabilidade”. Tal
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como no segundo capítulo, os espaços vetoriais com que se trabalha poderão
normalmente ser reais ou complexos, o que nos leva por vezes a falar de
diferenciabilidade no sentido real e de diferenciabilidade no sentido complexo,
embora nas secções em que se estuda simultaneamente a diferenciabilidade nos
dois sentidos fique de fora o estudo das propriedades especiais da diferenciabili-
dade no sentido complexo. Abordamos na última secção o estudo elementar das
aplicações diferenciáveis no sentido complexo definidas em domínios abertos de
‚ ou, mais geralmente de um espaço vetorial normado complexo (aplicações
holomorfas), que inclui o facto de essas aplicações serem necessariamente de
classe  e a sua representabilidade como soma da série de Taylor. NoG_

tratamento da versão mais geral da fórmula integral de Cauchy, para domínios
abertos em , privilegiámos a utilização de combinações lineares formais de‚
caminhos de classe , com coeficientes inteiros, relativamente à consideraçãoG"

mais habitual de caminhos seccionalmente de classe G Þ"

Quando se estuda o Cálculo Diferencial no contexto das funções de variável
real é habitual considerar dois tipos de domínios: Para a definição das derivadas,
incluindo as de ordem superior e para o estudo das propriedades elementares
desta noção, que incluem o teorema de derivação da função composta, é
suficiente exigir que os domínios envolvidos tenham a propriedade de todos os
seus elementos serem pontos de acumulação; Para as propriedades mais
profundas, que exigem a utilização do “teorema da média” torna-se necessário
supor que os domínios são intervalos não triviais (de qualquer tipo) ou,
eventualmente, uniões de tais intervalos. Já quando se passa ao contexto das
aplicações de várias variáveis ou, mais geralmente de variável vetorial, é comum
exigir-se que os domínios sejam conjuntos abertos. Essa opção usual tem algo de
constrangedor, seja por não fazer aparecer o estudo das aplicações de uma
variável como caso particular do das de várias variáveis, seja por implicar
soluções  quando se é levado a considerar, por exemplo, aplicações doad hoc
tipo , com  variável real com um intervalo fechado  como:Ð>Ñ0ÐBÑ > Ò+ß ,Ó
domínio e  variável vetorial com domínio aberto. Para ultrapassar o constran-B
gimento referido, fomos levados a desenvolver o estudo da diferenciabilidade no
contexto dos domínios localmente convexos e totais, contexto que inclui tanto os
conjuntos abertos quanto os intervalos não triviais de  de qualquer tipo e que é‘
fechado para a formação de produtos cartesianos.

O estudo da diferenciabilidade neste contexto não implica dificuldades
suplementares essenciais relativamente ao estudo que se faz habitualmente no
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contexto dos domínios abertos. Como exemplo típico de um domínio do tipo que
consideramos, temos, no caso de , o sugerido graficamente na figura atrás. Há‘#

naturalmente situações em que o facto de certos domínios serem abertos é
essencial, situações que incluem o teorema das funções implícitas (do lado do
espaço de chegada destas, mas não do seu domínio) e o estudo das propriedades
especiais das aplicações holomorfas.

A Bibliografia que apresentamos no fim tem como único objetivo apontar as
obras que influenciaram mais diretamente o modo como abordámos os diferentes
assuntos, não tendo assim nenhuma pretensão de identificar os autores originais
nem de sugerir aproximações alternativas.



CAPÍTULO 1
Topologia Geral

§1. Generalidades sobre espaços métricos.

A noção de espaço métrico unifica várias situações que o estudante já
encontrou, em que está definida uma noção de distância entre elementos
de um dado conjunto a partir da qual outros conceitos, entre como o de
limite, podem ser estudados. Estas situações incluem pelo menos o estudo
dos números reais, onde se define a distância por  e o.ÐBß CÑ œ lC  Bl
estudo dos espaços cartesianos  e  (e, mais geralmente ) onde uma‘ ‘ ‘# $ 8

das noções de distância que se utiliza é a que corresponde a considerar a
distância geométrica entre os pontos do plano ou do espaço que
correspondem a dois elementos daqueles espaços quando se consideram
referenciais ortonormados fixados. Definimos em seguida a noção geral
de espaço métrico e estudaremos então de forma geral muitas das noções
que foram estudadas nos casos particulares referidos.

1.1.1 Um  é um conjunto , no qual se definiu uma , istoespaço métrico métrica\
é uma aplicação  verificando as propriedades seguintes:.À\ ‚\ Ä Ò _Ò!ß

a)
b)
c)
d)

 ;
 ;
 ;
 Se , então .

.ÐBß BÑ œ !

.ÐBß CÑ œ .ÐCß BÑ

.ÐBß DÑ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ

.ÐBß CÑ œ ! B œ C

À propriedade c), que é a única que, na maioria dos casos, necessita de uma
atenção mais cuidada, é costume dar-se o nome de .desigualdade triangular
Quando se considera uma métrica  num conjunto  é costuma referir o. \
valor  como sendo a  dos elementos  e ..ÐBß CÑ B Cdistância
Com frequência, e para simplificar os enunciados, referimo-nos simples-
mente a um espaço métrico , omitindo a referência à métrica  que se\ .
considera implícita.

1.1.2 (Generalização da desigualdade triangular) No contexto dum espaço
métrico, dados elementos B ß B" #ßá ß B 8   #8 (onde ), tem-se

.ÐB ß B Ñ Ÿ .ÐB ß B Ñ  .ÐB ß B Ñ â .ÐB ß B Ñ" 8 " # # $ 8" 8 .

Dem: Pode justificar-se esta propriedade por indução em , começando por8
reparar que o caso  se reduz à igualdade .8 œ # .ÐB ß B Ñ œ .ÐB ß B Ñ" # " #
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Admitindo que o resultado vale para um certo , podemos escrever, quando8
temos pontos ,B ß B ßá ß B" # 8"

.ÐB ß B Ñ Ÿ .ÐB ß B Ñ  .ÐB ß B Ñ Ÿ

Ÿ .ÐB ß B Ñ â .ÐB ß B Ñ  .ÐB ß B Ñ
" 8" " 8 8 8"

" # 8" 8 8 8" . 

1.1.3 (Uma desigualdade útil) Sejam  um espaço métrico e .\ Bß Cß D − \
Tem-se então

l.ÐDß BÑ  .ÐDß CÑl Ÿ .ÐBß CÑ.

Dem: Pela desigualdade triangular, podemos escrever

.ÐDß BÑ Ÿ .ÐDß CÑ  .ÐCß BÑ œ .ÐDß CÑ  .ÐBß CÑ

.ÐDß CÑ Ÿ .ÐDß BÑ  .ÐBß CÑ

,
,

donde

.ÐDß BÑ  .ÐDß CÑ Ÿ .ÐBß CÑ

.ÐDß CÑ  .ÐDß BÑ Ÿ .ÐBß CÑ.

Uma vez que l.ÐDß BÑ  .ÐDß CÑl é um dos dois primeiros membros das desi-
gualdades precedentes, podemos concluir a desigualdade enunciada. 

1.1.4 (A métrica usual de )  No conjunto  dos números reais fica definida‘ ‘
uma métrica pela igualdade

.ÐBß CÑ œ lC  BlÞ

É esta a métrica que se considera implicitamente quando se encara ‘ como
um espaço métrico. Podemos referir-nos a ela como sendo a  demétrica usual
‘.
Dem: As propriedades a) e d) da definição em  resultam de  ser o1.1.1 !
único número real cujo módulo é  e a propriedade b) resulta do facto de um!
número real e o seu simétrico terem o mesmo módulo. Quanto a c), dados
números reais , vemBß Cß D

.ÐBß DÑ œ lD  Bl œ lÐC  BÑ  ÐD  CÑl Ÿ lÐC  BÑl  lÐD  CÑl œ

œ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ. 

O modo como se definiu a métrica precedente em , a partir do valor‘
absoluto, pode ser generalizado a situações em que em vez de  temos um‘
espaço vetorial e em vez do valor absoluto temos aquilo a que se constu-
ma chamar uma norma.

1.1.5 (Norma num espaço vetorial real) Seja  um espaço vetorial (real).I
Chama-se  em  a uma aplicação , notada frequen-norma I I Ä Ò!ß_Ò
temente B È mBm, que verifique as seguintes propriedades:
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a) , quaisquer que sejam  (subaditividade);mB  Cm mBm mCmŸ  Bß C − I
b) , quaisquer que sejam  e ;m+Bm mBmœ l+l B − I + − ‘
c) .mBm œ ! Í B œ !
Repare-se que a aplicação , definida em , é uma norma em ,B È lBl ‘ ‘
considerado como espaço vetorial de dimensão  (a que se pode chamar"
também o nome de  de ).norma usual ‘
Chama-se  a um espaço vetorial no qual consideraespaço vetorial normado
uma norma.

1.1.6 (A métrica associada a uma norma) Se  é um espaço vetorial normadoI
então pode definir-se uma métrica  em , dita ,. I métrica associada à norma
por

.ÐBß CÑ œ mC  Bm.

Repare-se que, quando , com o módulo como norma considerada, aI œ ‘
métrica associada é a métrica usual referida em .1.1.4
Repare-se também que a norma pode ser “recuperada” a partir da métrica
associada, uma vez que se tem .mBm œ .Ð!ß BÑ
Dem: As propriedades a) e d) da definição em  resultam da propriedade1.1.1
c) da definição de norma e a propriedade b) resulta de podermos escrever

.ÐBß CÑ œ mC  Bm œ mÐB  CÑm œ l"lmB  CÑm œ .ÐCß BÑ.

Quanto à propriedade c) vem, como no caso particular examinado em ,1.1.4

.ÐBß DÑ œ mD  Bm œ mÐC  BÑ  ÐD  CÑm Ÿ mÐC  BÑm  mÐD  CÑm œ

œ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ. 

Vários exemplos importantes de espaço métrico são definidos a partir de
normas pelo processo atrás descrito. Vamos referir dois, notando que o
primeiro que examinamos é aquele que terá possivelmente um significado
geométrico mais rico, apesar de ser aquele em que é um pouco mais
artificioso verificar as propriedades das normas.

1.1.7 (A norma euclidiana) Se  é um conjunto não vazio de índices, notamosM
E:ÐMß‘ ‘Ñ M o conjunto de todas as aplicações de  em , que será cómodo
serem encaradas como famílias  indexadas em , e recordemos queÐB Ñ M3 3−M

E:ÐMß‘Ñ tem uma estrutura natural de espaço vetorial, em que a soma e a
multiplicação pelos reais são definidas “coordenada a coordenada”. No caso
em que  é finito, com  elementos,  tem dimensão finita  eM 8   " Ñ 8E:ÐMß‘
pode definir-se uma norma  neste espaço, dita , pormm# norma euclidiana

mÐB Ñ m œ B3 3−M #

3−M
3
#Ê"  ,

à métrica associada a esta norma, que se pode notar , dando-se o nome de.#
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métrica euclidiana. Repare-se no caso particular em que ,M œ Ö"ß #ßá ß 8×
caso em que  é o mesmo que  e a definição da norma pode serE:ÐMß‘ ‘Ñ 8

reescrita na forma

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ B  B â B" # 8 # "
# #

# 8
#É  .

Dem: Vamos provar que, no caso em que  tem um número finito  deM 8   "
elementos, fica efetivamente definida uma norma pela fórmula no enunciado.
Nessa prova vamos subentender que todos os somatórios se referem ao índice
3 M a variar em . A propriedade c) em  resulta do facto de uma soma de1.1.5
números maiores ou iguais a  ser igual a  se, e só se, aqueles forem todos! !
iguais a . A propriedade b) resulta de que se  e  tem-se! + − B œ ÐB Ñ‘ 3 3−M

m+Bm œ Ð+B Ñ œ + B œ + ‚ B œ

œ l+l B œ l+lmBm

# 3
# # #

3 3
# #

3
#

#

É É É" " "È
É" .

Antes de provar a propriedade c) começamos por estabelecer uma desigual-
dade auxiliar (conhecida como ),desigualdade de Cauchy-Schwartz
nomeadamente que se tem, quaisquer que sejam  e ,B œ ÐB Ñ C œ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M

¹ ¹"B C Ÿ mBm ‚ mCm3 3 # #.   (1)

Uma vez que a desigualdade (1) é trivialmente verificada se  (ambos osC œ !
membros são ) vamos verificar apenas o que sucede quando , portanto! C Á !
também . Reparamos então que, para cada número real , tem-semCm Á ! >#

! Ÿ ÐB  >C Ñ œ ÐB  > C  #>B C Ñ œ

œ mBm  > mCm  #> B C

" "
"3 3 3 3

# # # #
3 3

# #
# # #

3 3

e, tomando, em particular, , a desigualdade precedente toma> œ  B C"
mCm 3 3

#
#
!

a forma

! Ÿ mBm   # œ mBm 
B C B C B C

mCm mCm mCm# #
# #3 3 3 3 3 3

# # #

# # #
# # #

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰! ! !
,

da qual deduzimos sucessivamente

ˆ ‰!
ˆ ‰"

B C

mCm
Ÿ mBm

B C Ÿ mBm mCm

3 3
#

#
# #

#

3 3
#

# #
# #

 ,

 ,

esta última desigualdade implicando trivialmente a desigualdade (1)
pretendida. Podemos agora utilizar (1) para provar a propriedade c): Dados
B œ ÐB Ñ C œ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M e , vem
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mB  Cm œ ÐB  C Ñ œ B  C  # B C Ÿ

Ÿ mBm  mCm  # B C Ÿ

Ÿ mBm  mCm  # mBm ‚ mCm œ ÐmBm  mCm Ñ

# 3 3
# # # #

3 3 3 3

# #
# #

3 3

# #
# # #

# # # #

" " " "
¹ ¹"

 ,

donde .mB  Cm Ÿ mBm  mCm# # # 

A riqueza do significado geométrico que referimos reside nos casos em
que  e , casos em que, identificando elementos de  e 8 œ # 8 œ $ ‘ ‘# $

com ponto dum plano ou do espaço onde se fixaram referenciais
ortonormados, a distância  fica a corresponder à distânciamB  Cm#
geométrica no sentido usual. Observe-se também que, no caso , 8 œ " ‘"

identifica-se naturalmente com  e a norma euclidiana fica a corresponder‘

ao valor absoluto de  (já que ).‘ ÈB œ lBl#

O exemplo a seguir apresenta outra norma, no mesmo espaço que
considerámos anteriormente, com um significado geométrico menos rico
mas, em compensação, muito mais fácil de manejar.

1.1.8 (A norma do máximo) No espaço E:ÐMß‘Ñ, considerado em , é1.1.7
possível definir uma norma , dita , pormm_ norma do máximo

mÐB Ñ m œ lB l3 3−M _ 3
3−M

max

e à métrica associada a esta norma, que se pode notar , dá-se o nome de._
métrica do máximo. Repare-se no caso particular em que ,M œ Ö"ß #ßá ß 8×
caso em que  é o mesmo que  e a definição da norma pode serE:ÐMß‘ ‘Ñ 8

reescrita na forma

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ ÐlB lß lB lßá ß lB lÑ" # 8 _ " # 8max  .

Dem: A propriedade c) em  resulta do facto de o máximo de uma1.1.5
família de números maiores ou iguais a  ser igual a  se, e só se, aqueles! !
forem todos iguais a . A propriedade b) é trivial no caso em que ! + œ !
(ambos os membros da igualdade são ); provemo-la no caso em que :! + Á !
Sendo , o facto de se ter, para cada ,  implicaB œ ÐB Ñ 3 − M lB l Ÿ mBm3 3−M 3 _

que se tem, para cada ,3 − M

l+B l œ l+l lB l Ÿ l+l mBm3 3 _

e portanto , que é um dos números , verifica .m+Bm l+B l m+Bm Ÿ l+l mBm_ 3 _ _

Quanto à desigualdade oposta, aplicando o que acabamos de ver, com  no+B
lugar de  e  no lugar de , obtemosB +"

+

l+l mBm œ l+l m ‚ +Bm Ÿ l+l m+Bm œ m+Bm
" "

+ +
_ _ _ _¸ ¸ .

Quanto à propriedade a), agora com justificação muito mais elementar do que
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no caso da norma euclidiana, notamos que, dados  e ,B œ ÐB Ñ C œ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M

do facto de se ter, para cada ,  e , deduzimos3 − M lB l Ÿ mBm lC l Ÿ mCm3 _ 3 _

que, para cada ,3 − M

lB  C l Ÿ lB l  lC l Ÿ mBm  mCm3 3 3 3 _ _

e portanto, por  ser um dos números ,mB  Cm lB  C l_ 3 3

mB  Cm Ÿ mBm  mCm_ _ _. 

Como no caso da norma euclidiana, no caso em que ,  identi-8 œ " ‘"

fica-se naturalmente com  e a norma do máximo fica a corresponder ao‘
valor absoluto de , em particular coincide com a norma euclidiana.‘
As métricas associadas a normas estão sempre definidas em espaços veto-
riais. É possível, no entanto, obter indiretamente, a partir destas, métricas
sobre conjuntos sem estrutura vetorial (embora contidos em espaços
vetoriais) com o auxílio da observação trivial que referimos em seguida.

1.1.9 (Subespaços métricos) Consideremos um espaço métrico  definido por\
uma métrica  e seja . \w § \ um conjunto arbitrário. Obtém-se então uma
métrica sobre  considerando a restrição a  da métrica\ \ \w w w‚
.À\ ‚\ Ä Ò!ß_Ò, por outras palavras, definindo a distância de dois
elementos de  como sendo o mesmo que a sua distância enquanto\w

elementos de . Dizemos que esta métrica é a  em  pela métrica\ induzida \w

de partida e que , com a métrica induzida, é um  do\w subespaço métrico
considerado inicialmente. Quando outra métrica não é explicitada é a métrica
induzida a que se considera implicitamente sobre um subconjunto de um
espaço métrico.

Por exemplo, qualquer subconjunto de  pode ser considerado como‘8

espaço métrico quer com a métrica induzida pela métrica euclidiana quer
com a induzida pela métrica do máximo (cf.  e ).1.1.7 1.1.8

1.1.10 (A métrica discreta) Se  é um conjunto arbitrário pode-se definir uma\
métrica  em , a que se dá o nome de , por. \ métrica discreta

.ÐBß CÑ œ
" B Á C
! B œ Cœ , se 

, se .

Dem: As propriedades a), b) e d) da definição em  decorrem1.1.1
imediatamente da caracterização de . Quanto a c), dados ,. Bß Cß D − \
examinamos separadamente dois casos: Se  e , tem-se tambémB œ C C œ D
B œ D e portanto

.ÐBß DÑ œ ! œ !  ! œ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ.
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Se  ou , então na soma  uma das parcelas é  e aB Á C C Á D .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ "
outra é  ou  pelo que a soma toma um dos valores  ou  e daqui con-! " " #
cluímos que

.ÐBß DÑ Ÿ " Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ. 

Vamos agora examinar algumas noções que se podem definir sempre que
estamos no contexto de um espaço métrico.

1.1.11 (Distância de um ponto a um conjunto) Seja  um espaço métrico.\
Dados  e um conjunto não vazio + − \ F § \ +, define-se a  de  adistância
F .Ð+ßFÑ, notada , por

.Ð+ßFÑ œ .Ð+ß BÑinf
B−F

.

É claro que se tem sempre  e que, se , tem-se .Ð+ßFÑ   ! + − F .Ð+ßFÑ œ !
(o ínfimo é, neste caso, um mínimo atingido para ).B œ +
Repare-se que, no caso em que  é um conjunto unitário, tem-seF œ Ö,×
.Ð+ß Ö,×Ñ œ .Ð+ß ,Ñ (mais uma vez, o ínfimo é um mínimo).

Pelo contrário, pode acontecer que a distância de um ponto a um conjunto
seja  sem que o ponto pertença ao conjunto. Por exemplo, no espaço!
métrico , a distância de  ao conjunto  é  apesar de se ter‘ ! Ó!ß_Ò !
! Â Ó!ß_Ò.

1.1.12 (Variante da desigualdade triangular)  Seja  um espaço métrico.\
Dados  e um conjunto não vazio Bß C − \ G § \, tem-se então

.ÐBßGÑ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß GÑ. 1

Dem: Seja  arbitrário. Podemos então escreverD − G

.ÐBßGÑ Ÿ .ÐBß DÑ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ,

e portanto

.ÐBßGÑ  .ÐBß CÑ Ÿ .ÐCß DÑ.

Tendo em conta o facto de  ser o ínfimo dos  com ,.ÐCß GÑ .ÐCß DÑ D − G
podemos agora concluir que

.ÐBßGÑ  .ÐBß CÑ Ÿ .ÐCß GÑ,

desigualdade que é equivalente à do enunciado. 

1Ver o exercício , no final da secção, para moderar o entusiasmo quanto à eventual1.1.2
validade de outras versões da desigualdade triangular.
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1.1.13 (Generalização de ) 1.1.3 Nas hipóteses anteriores, tem-se

l.ÐBß GÑ  .ÐCß GÑl Ÿ .ÐBß CÑ. 2

Dem: Aplicando duas vezes , obtemos1.1.12

.ÐBßGÑ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß GÑ

.ÐCß GÑ Ÿ .ÐCß BÑ  .ÐBßGÑ œ .ÐBß CÑ  .ÐBßGÑ

,
,

donde

.ÐBßGÑ  .ÐCß GÑ Ÿ .ÐBß CÑ

.ÐCß GÑ  .ÐBßGÑ Ÿ .ÐBß CÑ.

Uma vez que l.ÐBß GÑ  .ÐCß GÑl é um dos dois primeiros membros das
desigualdades anteriores, concluímos a desigualdade do enunciado. 

1.1.14 (Distância entre conjuntos) Seja  um espaço métrico. Dados conjuntos\
não vazios E § \ F § \ E F e , define-se a  de  a , notadadistância
.ÐEßFÑ, por

.ÐEßFÑ œ .ÐBß CÑinf
B−E
C−F

.

É claro que se tem sempre  e que, no caso em que ,.ÐEßFÑ   ! E  F Á g
tem-se  (o ínfimo é neste caso um mínimo atingido em qualquer.ÐEßFÑ œ !
ÐBß BÑ B − E  F . com ). A propriedade de simetria da métrica  arrasta
trivialmente a propriedade de simetria  para a distância.ÐEßFÑ œ .ÐFßEÑ
entre conjuntos.
Repare-se que, no caso em que  é um conjunto unitário, tem-seE œ Ö+×
.Ð+ßFÑ œ .ÐÖ+×ßFÑ (os dois membros são ínfimos do mesmo conjunto de
números reais).

1.1.15 (Caracterização alternativa da distância entre conjuntos)  Nas condi-
ções anteriores tem-se também

.ÐEßFÑ œ .ÐBßFÑinf
B−E

. 3

Dem: Dado  arbitrário, tem-se  para todo o B − E .ÐEßFÑ Ÿ .ÐBß CÑ C − F
pelo que, lembrando que o ínfimo é o maior dos minorantes, concluímos que
.ÐEßFÑ Ÿ .ÐBßFÑ B − E; tendo em conta a arbitrariedade de , concluímos
do mesmo modo que

2Repare-se que a desigualdade em  resulta de aplicar esta desigualdade com1.1.3
G œ ÖD×.
3Repare-se que esta caracterização sugere uma assimetria aparente entre os papéis de  eE
F. É claro que, conhecida esta simetria ficamos a saber que também vale a caracterização
alternativa ..ÐEßFÑ œ .ÐCßEÑinf

C−F
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.ÐEßFÑ Ÿ .ÐBßFÑinf
B−E

.

A desigualdade oposta tem uma justificação análoga: Dados  e B − E C − F
arbitrários, tem-se  e portanto.ÐBßFÑ Ÿ .ÐBß CÑ

inf
B−E

.ÐBßFÑ Ÿ .ÐBßFÑ Ÿ .ÐBß CÑ

donde, pela arbitrariedade de  e , .B C .ÐBßFÑ Ÿ .ÐEßFÑinf
B−E



Recordemos que no contexto do estudo dos números reais se chamavam
limitados os conjuntos  que são simultaneamente majorados eE § ‘
minorados e que se mostrava que os conjuntos limitados  podem serE
caracterizados de forma equivalente pela existência de uma constante V
maior ou igual aos módulos de todos os elementos de .  Nenhuma destasE 4

caracterizações pode servir para definir a noção de conjunto limitado no
contexto de um espaço métrico, uma vez que não fará em geral sentido
falar de majorantes ou minorantes assim como poderá não haver nada que
subsitua o papel do módulo. Vamos ver que, no entanto, é possível definir
os subconjuntos limitados de um espaço métrico por uma outra caracteri-
zação que se vai revelar equivalente quando o espaço métrico for .‘

1.1.16 (Conjuntos limitados e o seu diâmetro) Seja  um espaço métrico.\
Diz-se que um conjunto E § \ Q   ! é  se existir  em  tal quelimitado ‘
.ÐBß CÑ Ÿ Q Bß C − E para quaisquer , por outras palavras, se for majorado o
conjunto dos números reais da forma  com . Quando  é.ÐBß CÑ Bß C − E E
limitado e não vazio define-se o seu  diam  como sendo odiâmetro ÐEÑ
supremo das distâncias  com . No caso em que  é limitado,.ÐBß CÑ Bß C − E \
enquanto subconjunto de , dizemos simplesmente que  é um \ \ espaço
métrico limitado.
Repare-se que, apesar de não definirmos o diâmetro do conjunto vazio , esteg
é evidentemente limitado. Analogamente, um conjunto unitário  éÖ+× § \
evidentemente limitado e com diam .ÐÖ+×Ñ œ !

1.1.17 (Caracterização alternativa dos conjuntos limitados) Sejam  um\
espaço métrico e  um elemento fixado. Um conjunto , − \ E § \ é limitado
se, e só se, existir  tal que se tenha  para todo o . <   ! .Ð,ß BÑ Ÿ < B − E 5

Dem: Se  então  é um conjunto limitado e a condição do enunciado éE œ g E
verificada para um  arbitrário. Examinemos então o que se passa<   !
quando , começando por escolher um elemento . Se  é umE Á g + − E E
conjunto limitado podemos considerar  tal que Q   ! .ÐBß CÑ Ÿ Q

4Se  para cada  então  é um majorante e  é um minorante de . Se lBl Ÿ V B − E V V E E
admite um majorante  e um minorante  então o maior dos dois números  e  majora, + l+l l,l
o módulo de qualquer elemento de .E
5Uma das características importantes deste resultado é a possibilidade de utilizar o
elemento  que nos for mais conveniente para testar a condição do enunciado., − \
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quaisquer que sejam , em particular, qualquer que seja ,Bß C − E B − E
.Ð+ß BÑ Ÿ Q , donde

.Ð,ß BÑ Ÿ .Ð,ß +Ñ  .Ð+ß BÑ Ÿ .Ð,ß +Ñ Q ,

o que mostra que a condição do enunciado se verifica com .< œ .Ð,ß +Ñ Q
Suponhamos, reciprocamente, que existe  tal que  para cada<   ! .Ð,ß BÑ Ÿ <
B − E Bß C − E. Quaisquer que sejam , tem-se então

.ÐBß CÑ Ÿ .ÐBß ,Ñ  .Ð,ß CÑ Ÿ <  < œ #<,

o que mostra que  é limitado (tomar ).E Q œ #< 

1.1.18 (Corolário) Seja  um espaço vetorial munido de uma norma I mm e
consideremos a métrica  associada a esta. Um conjunto  é limitado. E § I
se, e só se, existe  tal que  para todo o .<   ! mBm Ÿ < B − E
Em particular, considerando em  a métrica usual, um conjunto é limitado,‘
no sentido que estamos a utilizar, se e só se, for limitado no sentido ad hoc
utilizado nesse contexto.
Dem: Temos um caso particular da condição em  desde que conside-1.1.17
remos como elemento  escolhido em  o elemento , uma vez que se, I , œ !
tem ..Ð!ß BÑ œ mB  !m œ mBm 

1.1.19 (Propriedades dos conjuntos limitados) Seja  um espaço métrico.\
Tem-se então:
a) Se E § \ F § E F é um conjunto limitado e , então  é também limitado e,
no caso em que , diam diam .F Á g ÐFÑ Ÿ ÐEÑ
b) Se  e  são subconjuntos limitados de , então  é tambémE F \ E F
limitado. Em consequência, a união de uma família finita de conjuntos
limitados é ainda um conjunto limitado.
c) Todo o subconjunto finito de  é limitado.\
Dem: A propriedade a) é de justificação trivial. Quanto a b), e afastando já o
caso trivial em que , será cómodo utilizar a caracterização em ,\ œ g "Þ"Þ17
depois de fixar um ponto : Ora, considerando  e  tais que, − \ <   ! <   !" #

.Ð,ß BÑ Ÿ < B − E .Ð,ß BÑ Ÿ < B − F" # para cada  e  para cada , podemos
chamar  ao maior dos dois números  e  e então tem-se  para< < < .Ð,ß BÑ Ÿ <" #

todo o . A conclusão de c) resulta, por exemplo, de que umB − E  F
conjunto finito é a união de uma família finita de conjuntos unitários,
conjuntos esses que sabemos serem limitados. 

A noção de conjunto limitado intervém na definição de um “espaço
funcional” importante, onde está definida uma métrica que generaliza a
métrica do máximo de  (cf. ).‘8 1.1.8

1.1.20 (O espaço das aplicações limitadas) Sejam  um conjunto não vazio e M \
um espaço métrico. Diz-se que uma aplicação , que, por comodidade,M Ä \
encararemos como uma família , é  se o seu contradomínioÐB Ñ3 3−M limitada
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ÖB × \ ÐMß\Ñ3 3−M  é um subconjunto limitado de . No conjunto  de todas as
aplicações limitadas  pode então definir-se uma métrica  porM Ä \ ._

. ÐÐB Ñ ß ÐC Ñ Ñ œ .ÐB ß C Ñ_ 3 3−M 3 3−M 3 3
3−M
sup .   (1)

Por um razão que será clara mais adiante, diz-se que esta é a métrica da
convergência uniforme em .ÐMß\Ñ
Repare-se que, tanto no caso em que  é um espaço métrico limitado como\
naquele em que  é arbitrário mas  é finito,  coincide com o\ M ÐMß\Ñ
conjunto  de todas as aplicações E:ÐMß\Ñ E Ä \.
No caso em que  é finito o supremo em (1) é mesmo um máximo e, se forM
\ œ .‘, constata-se que a métrica  é a métrica do máximo encontrada no_

exemplo .1.1.8
Dem: Comecemos por notar que, dadas aplicações limitadas  e ,ÐB Ñ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M

deduzimos de  que a união dos respetivos contradomínios é um1.1.19
subconjunto limitado de , o que implica que o conjunto não vazio das\
distâncias .ÐB ß C Ñ   !3 3 , que está contido no conjunto das distâncias entre
pares de elementos da união referida, é um conjunto majorado, tendo por
esse motivo um supremo finito e maior ou igual a . A igualdade em (1)!
define assim uma aplicação  e resta-nos mostrar que. À\ ‚\ Ä Ò!ß_Ò_

se verificam as propriedades das métricas referidas nas alíneas a) a d) de
1.1.1. As propriedades em a) e b) são triviais a a afirmação em d) resulta de
que se o supremo dos  for  então tem que ser, para cada ,.ÐB ß C Ñ ! 3 − M3 3

.ÐB ß C Ñ œ ! B œ C B œ ÐB Ñ3 3 3 3 3 3−M ou seja . Quanto a c), dadas três famílias ,
C œ ÐC Ñ D œ ÐD Ñ 3 − M3 3−M 3 3−M e , tem-se, para cada ,

.ÐB ß D Ñ Ÿ .ÐB ß C Ñ  .ÐC ß D Ñ Ÿ . ÐBß CÑ  . ÐCß DÑ3 3 3 3 3 3 _ _

donde, pela caracterização dum supremo como o menor dos majorantes,

. ÐBß DÑ Ÿ . ÐBß CÑ  . ÐCß DÑ_ _ _ . 

1.1.21 (Versão vetorial do anterior) Sejam  um conjunto não vazio e  umM I
espaço vetorial normado. Tem-se então que o conjunto  de todas asÐMß IÑ
aplicações limitadas  é um subespaço vetorial do espaço  deM Ä I E:ÐMßIÑ
todas as aplicações  e fica definida uma norma M Ä I mm_ naquele espaço
vetorial por

mÐB Ñ m œ mB m3 3−M _ 3
3−M
sup ,   (1)

norma essa cuja métrica associada é a métrica  definida em  a partir._ 1.1.20
da métrica de  associada à norma considerada.I
Repare-se que, no caso em que  é finito e , tem-se M I œ ‘ ‘ÐMß Ñ œ
E:ÐMß Ñ‘  e a norma aqui referida coincide com a norma do máximo referida
em .1.1.8
Dem: Comecemos por reparar que o facto de o segundo membro de (1) ser
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finito e maior ou igual a  resulta do que foi visto em , uma vez que se! 1.1.20
tem , onde a família identicamente nula é limitada. EstamB m œ .ÐB ß !Ñ3 3

observação também implica trivialmente que se tem  se, e sómÐB Ñ m œ !3 3−M _

se,  para cada  Sejam agora  e  e  em .B œ ! 3Þ + − ÐB Ñ ÐC Ñ ÐMß IÑ3 3 3−M 3 3−M‘ 
Tem-se, para cada ,3

mB  C m Ÿ mB m  mC m Ÿ mÐB Ñ m  mÐC Ñ m3 3 3 3 3 3−M _ 3 3−M _

o que, lembrando a caracterização dos conjuntos limitados em , implica1.1.18
que  também pertence a  e queÐB  C Ñ ÐMß IÑ3 3 3−M 

mÐB  C Ñ m Ÿ mÐB Ñ m  mÐC Ñ m3 3 3−M _ 3 3−M _ 3 3−M _.

Analogamente, tem-se, para cada ,3 − M

m+B m œ l+l mB m Ÿ l+l mÐB Ñ m3 3 3 3−M _

o que implica que  e queÐ+B Ñ − ÐMßIÑ3 3−M 

mÐ+B Ñ m Ÿ l+l mÐB Ñ m3 3−M 3 3−M _.

Os membros da desigualdade anterior são ambos  no caso em que  e,! + œ !
quando , podemos provar que a desigualdade anterior também é uma+ Á !
igualdade visto que a desigualdade oposta resulta de se poder escrever

l+l mÐB Ñ m œ l+l mÐ +B Ñ m Ÿ
"

+

Ÿ l+l mÐ+B Ñ m œ mÐ+B Ñ m
"

+

3 3−M _ 3 3−M _

3 3−M _ 3 3−M _¸ ¸ .

O facto de a métrica em  ser a métrica ÐMß IÑ associada à norma mm ._ _

resulta de se ter

mÐC  B Ñ m œ mC  B m œ .ÐB ß C Ñ3 3 3−M _ 3 3 3 3
3−M 3−M
sup sup . 

1.1.22 (Bolas abertas e bolas fechadas)  Seja  um espaço métrico. Dados\
+ − \ <  ! + < e , definem-se as  e  de centro  e raio ,bolas aberta fechada
F Ð+Ñ F Ð+Ñ< < e , por

F Ð+Ñ œ ÖB − \ ± .ÐBß +Ñ  <× F Ð+Ñ œ ÖB − \ ± .ÐBß +Ñ Ÿ <×< <, .

Repare-se que, para cada , as bolas  e  não são vazias, por<  ! F Ð+Ñ F Ð+Ñ< <

incluirem, pelo menos, o ponto  e tem-se . Repare-se+ F Ð+Ñ F Ð+Ñ< <§
também que para  tem-seBß C − F Ð+Ñ<

.ÐBß CÑ Ÿ .ÐBß +Ñ  .Ð+ß CÑ Ÿ <  < œ #<,

pelo queas bolas abertas e as bolas fechadas de raio  são conjuntos limitados<
com diâmetro menor ou igual a .#<
Repare-se ainda que, no caso do espaço métrico  com a métrica usual,‘
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tem-se

F Ð+Ñ œ Ó+  <ß +  <Ò F Ð+Ñ œ Ò+  <ß +  <Ó< <, ,

em particular a bola aberta de centro  e raio  não é mais do que o que é+ <  !
frequente ser notado  e ser chamado  do número real .Z Ð+Ñ < +< vizinhança-

1.1.23 (Propriedade de Hausdorff) Sejam  um espaço métrico e  dois\ + Á ,
elementos de . Existe então  tal que . \ <  ! F Ð+Ñ  F Ð,Ñ œ g< <

6

Dem: Consideremos . Se, por absurdo, existisse  em< œ .Ð+ß ,Ñ  ! B"
#

F Ð+Ñ  F Ð,Ñ< < , podíamos escrever

.Ð+ß ,Ñ Ÿ .Ð+ß BÑ  .ÐBß ,Ñ  <  < œ .Ð+ß ,Ñ,

o que é impossível. 

No contexto geral dos espaços métricos, e tendo em vista a noção mais
geral de espaço topológico que será estudada a partir da próxima secção, é
conveniente dar à palavra “vizinhança” um significado mais geral, que se
aplica às bolas abertas mas também a outros conjuntos.

1.1.24 (Vizinhanças num espaço métrico) Se  é um espaço métrico e ,\ + − \
diz-se que um conjunto Z § \ + <  ! é uma vizinhança de  se existir  tal
que .F Ð+Ñ § Z<

Note-se que, para cada  tanto a bola aberta  como a bola fechada<  ! F Ð+Ñ<

F Ð+Ñ + F Ð+Ñ< < são vizinhanças de , já que ambos estes conjuntos contêm .

Repare-se que a noção anterior de vizinhança, quando é encontrada pela
primeira vez, choca um pouco com a ideia que estamos habituados a
associar a essa palavra: Uma vizinhança de  não é um conjunto “cujos+
elementos estão todos próximos de ”, mas sim um conjunto que “contém+
todos os elementos que estão suficientemente próximos de ”, podendo+
conter também elementos “que estão muito longe”. Vamos agora verificar
algumas das propriedades das vizinhanças num espaço métrico, que
estarão na base da definição de espaço topológico que apresentaremos
mais tarde.

1.1.25 (Propriedades das vizinhanças)  Seja  um espaço métrico. Tem-se\
então:
a)  é vizinhança de todos os seus elementos;\
b) Se  é uma vizinhança de  e se  é uma parte de , contendo , entãoZ + Z \ Zw

Z +w é também uma vizinhança de ;
c) Se  é uma vizinhança de , então ;Z + + − Z

6Repare-se que, no caso do espaço métrico  com a métrica usual, é possível, e habitual,‘
afirmar mais: Se  em , então existe  tal que  para cada +  , <  ! B  C B − F Ð+Ñ œ‘ <

Ó+  <ß +  <Ò C − F Ð,Ñ œ Ó,  <ß ,  <Ò e .<
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d) Se  e  são vizinhanças de , então  é também vizinhança de ;Z Z + Z  Z +w w

e) Se  é uma vizinhança de , então existe uma vizinhança  de  tal que,Z + [ +
para cada ,  também é vizinhança de .B − [ Z B
Dem: As propriedades a), b) e c) são consequências imediatas da definição.
Para verificarmos d), basta repararmos que, se  contém uma bola abertaZ
F Ð+Ñ Z F Ð+Ñ Z  Z< <

w w e se  contém uma bola aberta , então  contém uma dasw

duas bolas,  ou , a saber, aquela que tiver o menor dos dois raios.F Ð+Ñ F Ð+Ñ< <w

Resta-nos verificar a condição e) que é, porventura, a que pode parecer mais
confusa. Suponhamos então que  é uma vizinhança de , e portanto que Z + Z
contém uma certa bola aberta . Tomemos como  a bola abertaF Ð+Ñ [<

F Ð+Ñ +<Î# , que é, em particular, uma vizinhança de . Vamos ver que, para
cada ,  contém , o que provará que  é uma vizinhança deB − [ Z F ÐBÑ Z<Î#

B C − F ÐBÑ .ÐBß CÑ  <Î#. Ora, para cada , tem-se  pelo que, uma vez que<Î#

.Ð+ß BÑ  <Î#, vem

.Ð+ß CÑ Ÿ .Ð+ß BÑ  .ÐBß CÑ  <Î#  <Î# œ <,

isto é, .C − F Ð+Ñ § Z< 

O leitor já encontrou decerto anteriormente o facto de, para muitos
efeitos, a utilização da métrica euclidiana ou da métrica do máximo em
‘8 ser indiferente. Nalgumas dessas situações a explicação dessa indife-
rença reside no facto de os conceitos envolvidos poderem ser caracteri-
zados por condições em que apenas se faz apelo às vizinhanças dos
pontos, sem precisar assim de referir explicitamentes as métricas que as
determinaram (por uma razão que será clara na próxima secção
costuma-se dizer que esses  são ). Verificamos emconceitos topológicos
seguida que, de facto, as vizinhanças de um ponto de  (ou, mais geral-‘8

mente, de , onde  é um conjunto finito não vazio) são asE:ÐMß Ñ M‘
mesmas quer se considere a métrica euclidiana ou a métrica do máximo,
apesar de as bolas para essas duas métricas não serem as mesmas (por
esse facto, pode-se dizer que estas duas métricas são topologicamente
equivalentes). Começamos por reparar que, de facto, as duas métricas
referidas verificam uma condição mais forte que a equivalência
topológica.

1.1.26 Sejam  e . .w duas métricas sobre um mesmo conjunto .\
Diz-se que as métricas são  se para cada topologicamente equivalentes + − \
as vizinhanças de  relativamente à métrica  são as mesmas que as+ .
vizinhanças de  relativamente à métrica + . Þw

Diz-se que as métricas são  se existirem constantesLipschitz-equivalentes
Q  ! Q  ! Bß C − \ e  tais que, quaisquer que sejam ,w

. ÐBß CÑ Ÿ Q .ÐBß CÑ .ÐBß CÑ Ÿ Q . ÐBß CÑw w w, .

Duas métricas  e  sobre  que sejam Lipschitz-equivalentes são também. . \w

topologicamente equivalentes.
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Dem: Sejam  e  duas constantes nas condições da definição eQ  ! Q  !w

notemos  e  as bolas abertas para as métricas  e F Ð+Ñ F Ð+Ñ . .<
w w
<

respetivamente. Se  for uma vizinhança de  para a métrica  então existeZ + .
<  ! F Ð+Ñ § Z Z + tal que  e então  também é uma vizinhança de  para a<

métrica  por ser , uma vez que se  vem. F Ð+Ñ § Z B − F Ð+Ñw w w
<ÎQ <ÎQw w

.Ð+ß BÑ Ÿ Q . Ð+ß BÑ  Q œ <
<

Q
w w w

w
,

donde  e portanto . Reciprocamente, se  for umaB − F Ð+Ñ B − Z Z<

vizinhança de  para a métrica  então existe  tal que  e+ . <  ! F Ð+Ñ § Zw w
<

então  também é uma vizinhança de  para a métrica  por serZ + .
F Ð+Ñ § Z B − F Ð+Ñ<ÎQ <ÎQ, uma vez que se  vem

. Ð+ß BÑ Ÿ Q .Ð+ß BÑ  Q œ <
<

Q
w ,

donde  e portanto .B − F Ð+Ñ B − Zw
< 

1.1.27 (Equivalência topológica das métricas euclidianas e do máximo)
Sejam  um conjunto finito não vazio e consideremos no conjunto M E:ÐMß‘Ñ
das aplicações  as métricas euclidianas  e do máximo . EstasM Ä . .‘ # _

métricas são Lipschitz-equivalentes, em particular, são topologicamente
equivalentes.
Dem: Começamos por examinar as normas que dão origem a estas métricas.
Ora, sendo  o número de elementos de  e  arbitrário em8 M B œ ÐB Ñ3 3−M

E:ÐMß‘Ñ 3, tem-se, por um lado, para cada ,

lB l œ B Ÿ B œ mBm3 #3 3
# #

3−M

É Ê" ,

o que implica que

mBm œ lB l Ÿ mBm_ 3 #
3−M

max   (1)

e, por outro lado, para cada , , o que implica que3 − M lB l Ÿ mBm3 _

mBm œ B Ÿ 8mBm œ 8mBm# _

3−M
3
#

_
#Ê" È È .   (2)

Resulta daqui, para as métricas,

. ÐBß CÑ œ mC  Bm Ÿ mC  Bm œ . ÐBß CÑ

. ÐBß CÑ œ mC  Bm Ÿ 8mC  Bm œ 8. ÐBß CÑ

_ _ # #

# # _ _

,

,È È
o que mostra que elas são efetivamente Lipschitz-equivalentes (as constantes
na definição podem ser  e )." 8È 
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Vamos agora examinar o modo como algumas noções que já conhecemos
no contexto dos números reais podem ser generalizadas naturalmente ao
contexto dos espaços métricos, verificando também que estamos na
presença de noções topológicas.

1.1.28 Sejam  um espaço métrico,  e \ + − \ E § \ +. Diz-se que  é  aoaderente
conjunto  se, qualquer que seja , existe  tal que ,E <  ! B − E .Ð+ß BÑ  <
dito de outro modo,  (todas as bolas abertas de centro F Ð+Ñ  E Á g +<

contêm algum elemento de ).E
Como propriedades triviais da noção de ponto aderente, podemos referir
desde já que:
a) O conjunto vazio  não tem pontos aderentes ( );g F Ð+Ñ  g œ g<

b) Se  é aderente a  e , então  é também aderente a  (se+ E E § F § \ + F
F Ð+Ñ  E Á g F Ð+Ñ  F Á g< < então também ).
c) Se , então  é aderente a  ( );+ − E + E + − F Ð+Ñ  E<

Não aprofundamos de momento muitas propriedades da noção de ponto
aderente uma vez que as vamos reencontrar num contexto mais geral
quando estudarmos os espaços topológicos. Apresentamos no entanto
desde já duas caracterizações alternativas desta noção, a primeira com um
caráter essencialmente métrico e a segunda implicando que estamos na
presença de uma noção topológica.

1.1.29 Sejam  um espaço métrico e \ E § \ E Á g + − \. Se , então um ponto 
é aderente a  se, e só se, .E .Ð+ßEÑ œ !
Dem: Se , então pondo , tem-se  para.Ð+ßEÑ  ! < œ .Ð+ßEÑ .Ð+ß BÑ   <
cada , por outras palavras,  não tem nenhum elemento na bola ,B − E E F Ð+Ñ<

o que implica que  não é aderente a . Reciprocamente, se  não é aderente+ E +
a , existe  tal que  não tem nenhum elemento de , por outrasE <  ! F Ð+Ñ E<

palavras  para cada , condição que implica que.Ð+ß BÑ   < B − E
.Ð+ßEÑ   < .Ð+ßEÑ  !, em particular . 

1.1.30 (A aderência é uma noção topológica) Sejam  um espaço métrico,\
+ − \ E e § \ + E. Tem-se então que  é aderente a  se, e só se, qualquer que
seja a vizinhança  de ,  (dito de outro modo, todas as vizi-Z + Z  E Á g
nhanças de  contêm algum elemento de ).+ E
Dem: Se qualquer vizinhança de  tiver algum elemento de , em particular+ E
qualquer bola aberta  tem algum elemento de  pelo que  é aderente aF Ð+Ñ E +<

E + E Z. Reciprocamente, se  é aderente a , dada uma vizinhança arbitrária  de
+ <  ! F Ð+Ñ § Z F Ð+Ñ, podemos considerar  tal que  e então o facto de  ter< <

algum elemento  implica que  também tem o elemento .B − E Z B − E 

A noção de limite duma aplicação num ponto pode ser também apresen-
tada no contexto dos espaços métricos de uma forma que generaliza
trivialmente a que é utilizada no contexto dos números reais. Como no
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caso da noção de ponto aderente, examinamos apenas a definição e
algumas propriedades básicas, uma vez que um estudo mais aprofundado
dos limites vai ser encontrado no contexto mais geral dos espaços
topológicos.

1.1.31 (A noção de limite no contexto dos espaços métricos)  Sejam  e \ ]
espaços métricos, E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E,  uma aplicação e  aderente a .!

Diz-se que um elemento  é um  de  quando , ou que, − ] 0 BpBlimite !

0 ÐBÑp , BpB 0ÐBÑ qp , quando , escrevendo-se também  se, qualquer que!
BpB!

seja , existe  tal que  para cada  com$ & $ !  ! .Ð0ÐBÑß ,Ñ  B − E
.ÐBß B Ñ ! &, dito de outro modo, tal que

0ÐF ÐB Ñ  EÑ § F Ð,Ñ& $! . 7

1.1.32 (Unicidade do limite) Sejam  e  espaços métricos, \ ] E § \ 0ÀE Ä ], 
uma aplicação e  aderente a . A função  não pode então ter maisB − \ E 0!

que um limite quando  (embora nada garanta que tenha limite), porBpB!

outras palavras, se  quando  e  quando  então0ÐBÑp , BpB 0ÐBÑp , BpB! !
w

, œ ,w. Por esse motivo, quando existe limite, podemos usar uma notação
para designar esse limite: A notação habitual é

lim
BpB!

0 ÐBÑ.

Dem: Suponhamos, por absurdo, que  admitia limites distintos 0 , Á ,w

quando . Tendo em conta a propriedade de Hausdorff referida emBpB!

1.1.23, podíamos considerar  tal que as bolas abertas  e $  ! F Ð,Ñ F Ð, Ñ$ $
w

não tivessem nenhum elemento comum. Tendo em conta a definição de
limite podíamos então considerar  e  tais que & & !  ! 0ÐBÑ − F Ð,Ñw

$

sempre que  verifica  e  sempre que B − E .ÐB ß BÑ  0ÐBÑ − F Ð, Ñ B − E!
w& $

verifica . Notando  o menor dos dois números  e ,.ÐB ß BÑ   !!
w ww w& & & &

podíamos então escolher  tal que  (aqui é que intervém aB − E .ÐB ß BÑ !
ww&

hipótese de  ser aderente a ) e então, por ser simultaneamenteB E!

.ÐB ß BÑ  .ÐB ß BÑ  0ÐBÑ − F Ð,Ñ! !
w& & e , tinha-se simultaneamente  e$

0ÐBÑ − F Ð, Ñ$
w , contrariando o facto de estas duas bolas abertas não terem

nenhum elemento comum. 

1.1.33 (O limite num ponto do domínio) Sejam  e  espaços métricos,\ ]
E § \ 0ÀE Ä ] B − E B,  uma aplicação e  (em particular  é aderente a! !

E 0 BpB). Se  tiver limite quando , então esse limite é necessariamente!

0 ÐB Ñ! .
Dem: Suponhamos que . Tendo em conta, mais uma vez, a, Á 0ÐB Ñ!

7A importância de pedir que  seja aderente a  está na possibilidade de garantir que,B E!

para cada  existe algum  com . Se isso não acontecesse, a escolha& & ! B − E .ÐBß B Ñ !

de  para o qual um tal  não existisse permitia deduzir que qualquer elemento de  era& B ]
limite, o que seria certamente uma situação indesejável.
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propriedade de Hausdorff referida em , podemos considerar  tal1.1.23 $  !
que as bolas abertas  e  não tenham nenhum elementoF Ð,Ñ F Ð0ÐB ÑÑ$ $ !

comum, em particular tal que . Uma vez que  pertence a  e0ÐB Ñ Â F Ð,Ñ B E! !$

a qualquer bola  com , não pode assim existir  tal queF ÐB Ñ  !  !& ! & &
0ÐF ÐB Ñ  EÑ § F Ð,Ñ , 0ÐBÑ& $! , o que mostra que  não é limite de  quando
BpB!. 

1.1.34 (A noção de limite é topológica) Sejam  e  espaços métricos,\ ]
E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E,  uma aplicação e  aderente a . Tem-se então que!

um elemento  é limite de  quando  se, e só se, qualquer que, − ] 0ÐBÑ BpB!

seja a vizinhança  de , existe uma vizinhança  de  tal que Z , Z B 0ÐBÑ − Zw w
!

para cada .B − Z  E
Dem: Comecemos por supor que se tem  quando . Dada a0ÐBÑp , BpB!

vizinhança  de , podemos considerar  tal que  e entãoZ ,  ! F Ð,Ñ § Zw w$ $

escolher  tal que  para cada . Tomando&  ! 0ÐBÑ − F Ð,Ñ B − F ÐB Ñ  E$ & !

então , vemos que  é uma vizinhança de  tal que, par cadaZ œ F ÐB Ñ Z B& ! !

B − Z  E 0ÐBÑ − F ÐFÑ § Z, .$
w

Suponhamos, reciprocamente, que a condição no enunciado é verificada.
Dado  arbitrário, podemos considerar a vizinhança  de  e$  ! Z œ F Ð,Ñ ,w

$

escolher então uma vizinhança  de  tal que  para cadaZ B 0ÐBÑ − Z!
w

B − Z  E  ! F ÐB Ñ § Z. Sendo  tal que  tem-se, em particular& & !

0 ÐBÑ − Z œ F Ð,Ñw
$  para cada

B − F ÐB Ñ  E § Z  E& ! ,

o que mostra que  quando .0ÐBÑp , BpB! 

Note-se que a noção de conjunto limitado não é uma noção topológica,
isto é, não pode ser definida exclusivamente em termos de vizinhanças.
Com efeito, como veremos no exercício  adiante, pode acontecer1.1.10
que para duas métricas topologicamente equivalentes os conjuntos
limitados não sejam os mesmos. O resultado a seguir mostrar que, se duas
métricas forem Lipschitz-equivalentes, então já podemos garantir que os
conjuntos limitados para cada uma delas são os mesmos.

1.1.35 (Métricas Lipschitz-equivalentes e conjuntos limitados) Se  e . .w são
duas métricas Lipschitz-equivalentes sobre um conjunto , então um\
subconjunto  é limitado relativamente à métrica  se, e só se, forE § \ .
limitado relativamente à métrica ..w

Dem: Sejam  e  duas constantes tais que, quaisquer que sejamQ  ! Q  !w

Bß C − \,

. ÐBß CÑ Ÿ Q .ÐBß CÑ .ÐBß CÑ Ÿ Q . ÐBß CÑw w w, .

Se  é limitado para a métrica  então existe  tal que quaisquerE § \ . V   !
que sejam ,  e então, quaisquer que sejam ,Bß C − E .ÐBß CÑ Ÿ V Bß C − E
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. ÐBß CÑ Ÿ Q .ÐBß CÑ Ÿ Q Vw ,

o que mostra que  é também limitado para a métrica . Reciprocamente, seE .w

E § \ . V   ! é limitado para a métrica  então existe  tal que quaisquer quew

sejam ,  e então, quaisquer que sejam ,Bß C − E . ÐBß CÑ Ÿ V Bß C − Ew

.ÐBß CÑ Ÿ Q . ÐBß CÑ Ÿ Q Vw w w ,

o que mostra que  é também limitado para a métrica .E . 

Terminamos esta secção com algumas observações triviais sobre o modo
como se comportam algumas das noções que estudámos quando consi-
deramos um subespaço métrico daquele com que estamos a trabalhar.

1.1.36 (O contexto dos subespaços métricos) Sejam  um espaço métrico e\
\w § \ um subconjunto sobre o qual se considera naturalmente a métrica
induzida (cf. ). Do facto de a distância de dois pontos de  para a1.1.9 \w

métrica induzida ser a mesma que a sua distância enquanto pontos de \
decorrem trivialmente relações entre as noções que temos vindo a estudar
quando consideradas no contexto do espaço métrico  e no contexto do\
subespaço métrico . Por exemplo:\w

a) Se  e  é não vazio, a distância  é a mesma quer se+ − F § .Ð+ßFÑ\ \w w

considere o contexto do espaço métrico  ou o do subespaço métrico . O\ \w

mesmo acontece, dados conjuntos não vazios  e , à distânciaE § F §\ \w w

.ÐEßFÑ.
b) Um conjunto  é limitado no contexto de  se, e só se, for limitadoE § \\w

no contexto de  e, quando o conjunto for limitado e não vazio, o diâmetro\w

diam  é o mesmo nos dois contextos.ÐEÑ
c) Se  e , o ponto  é aderente a  no contexto de  se, e sóE § B − B E \\ \w w

! !

se, o for no contexto de . \w 8

d) Sejam também  um espaço métrico e  um subconjunto sobre o qual se] ] w

considera a métrica induzida. Sejam  e  uma aplicação talE § \ 0ÀE Ä ]w

que . Dados  e , tem-se que  no contexto0ÐEÑ § ] B − \ , − ] 0ÐBÑqp ,w w w
!

BpB!

dos espaços métricos  e  se, e só se, issso acontecer no contexto dos\ ]
espaços métricos  e . \ ]w w 9

e) Pelo contrário, se  e , as bolas aberta e fechada de centro B − \ <  ! B! !
w

e raio  no contexto de , notemo-las  e , não coincidem< \ F ÐB Ñ F ÐB Ñ< ! < !

necessariamente com as correspondentes bolas no contexto de , que\w

8Observe-se, no entanto, que não afastamos a possibilidade de existirem pontos de \
aderentes a  que não pertençam a  (para os quais não se põe portanto a questão deE \w

serem ou não aderentes a  no contexto de ).E \w

9Analogamente ao referido a propósito de c), não afastamos a possibilidade de existirem
pontos  que não pertençam a  para os quais  no contexto de  e , − ] ] 0ÐBÑ qp , \ ]w

BÄB!

(não fazendo sentido considerar um contexto que inclua ).] w
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podemos notar  e , uma vez que as primeiras, ao contrário dasF ÐB Ñ F ÐB Ñw
< ! < !

w

últimas, podem conter elementos que não pertencem a . O que podemos\w

trivialmente afirmar é que

F ÐB Ñ œ F ÐB Ñ  \ F ÐB Ñ œ F ÐB Ñ  \w w w
< ! < ! < ! < !

w, .

Exercícios

Ex 1.1.1 No mesmo espírito que em  e  verificar que se pode definir uma norma1.1.7 1.1.8
mm E:ÐMß Ñ" em  (a ) pondo‘ norma da soma

mÐB Ñ m œ lB l3 3−M " 3

3−M

" .

Reparar que, quando  tem um único elemento, esta norma coincide tanto com aM
norma euclidiana como com a do máximo.

Ex 1.1.2 Consideremos um espaço métrico . Encontrar um exemplo que mostre que,\
dados  e  não vazios, não se tem necessariamente+ − \ FßG § \

.Ð+ß GÑ Ÿ .Ð+ßFÑ  .ÐFßGÑ.

Ex 1.1.3 Consideremos um espaço métrico . Mostrar que, se  são conjuntos\ EßF § \
limitados e não vazios, então

diam diam diam .ÐE  FÑ Ÿ ÐEÑ  ÐFÑ  .ÐEßFÑ

Ex 1.1.4 Verificar que num espaço métrico  as bolas abertas e fechadas verificam a\
condição

diam diamÐF Ð+ÑÑ Ÿ ÐF Ð+ÑÑ Ÿ #<< <

e encontrar um exemplo de espaço métrico onde, para um certo  e  se+ − \ <  !
tenha diam , em particular diam .ÐF Ð+ÑÑ œ ! ÐF Ð+ÑÑ  #<< <

Ex 1.1.5 Seja  um espaço vetorial normado, sobre o qual consideramos a métricaI
associada. Mostrar que, se  é um subespaço vetorial de dimensão  entãoJ § I 8   "
J I não é um subconjunto limitado de .

Ex 1.1.6 Sejam  um espaço vetorial onde se consideram duas normas, que notamos  eI mm
mm . .w w e sejam  e  as métricas associadas.
a) Adaptando a demonstração de , mostrar que, se existir uma constante 1.1.26 Q  !
tal que, para cada , , então toda a vizinhança de um ponto B − I mBm Ÿ QmBm + − Iw

para a métrica  também é vizinhança de  para a métrica  (Mnemónica: À norma. + .w

menor correspondem mais vizinhanças).
b) Mostrar que, reciprocamente, se qualquer vizinhança de  para a métrica  for! .w

também vizinhança de  para a métrica , então existe uma constante  tal que,! . Q  !
para cada , .  Começar por mostrar que existe  talB − I mBm Ÿ QmBm <  !w Sugestão:
que a bola fechada  esteja contida na bola aberta  e verificar em seguidaF Ð!Ñ F Ð!Ñ<

w
"
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que se pode tomar , reparando que cada  se pode escrever como umaQ œ B Á !"
<

constante vezes um vetor de norma .<
c) Deduzir, em particular, que, se  e  forem topologicamente equivalentes então. .w

são também Lipschitz-equivalentes (portanto, para métricas associadas a normas
serem topologicamente equivalentes é o mesmo que serem Lipschitz-equivalentes ).10

Ex 1.1.7 Seja  um conjunto. Verificar que a noção de métricas Lipschitz-equivalentes\
sobre  corresponde a uma relação de equivalência no conjunto das métricas sobre\
\.

Ex 1.1.8 Verificar que, se  é um conjunto finito não vazio, a métrica de M E:ÐMß Ñ‘
associada à norma da soma (cf. o exercício ) é Lipschitz-equivalente, em1.1.1
particular topologicamente equivalente, às métricas associadas às normas euclidiana e
do máximo (cf.  e ).1.1.7 1.1.8

Ex 1.1.9 Seja  um conjunto sobre o qual consideramos a métrica discreta  (cf. ).\ . 1.1.10
a) Verificar que as vizinhanças de um ponto  para esta métrica sãoB − \!

exactamente os conjuntos  com .E § \ B − E!

b) Mostrar que um ponto  é aderente a um conjunto  se, e só se,B − \ E § \!

B − E! .
c) Sendo agora  outro espaço métrico e , mostrar que  é limite de] B − E § \ 0ÐB Ñ! !

0ÐBÑ B B quando .p !

Ex 1.1.10 Seja  um espaço métrico, com a métrica , e considere-se uma nova aplica-\ .
ção , definida por .. À\ ‚\ Ä Ò!ß_Ò . ÐBß CÑ œ Ö"ß .ÐBß CÑ×w w min
a) Mostrar que a aplicação  é também uma métrica sobre  e que as métricas  e . \ . .w w

são topologicamente equivalentes, no sentido que as vizinhanças de cada  para+ − \
as duas métricas são as mesmas.
b) Supondo que o espaço  com a métrica  não é limitado (por exemplo, \ . \ œ ‘
com a métrica usual), verificar que o espaço  com a métrica  é limitado e concluir\ .w

que as métricas  e  não são Lipschitz-equivalentes e que a noção de conjunto. .w

limitado num espaço métrico não é uma noção topológica.
c) Supondo agora que o espaço , com a métrica  é limitado, mostrar que as\ .
métricas  e  são Lipshitz-equivalentes.. .w

Ex 1.1.11 Sejam  um espaço métrico,  e . Verificar que  é aderente a \ E § \ + − \ + E
se, e só se, o complementar  não é vizinhança de . Utilizar esta equivalência\ Ï E +
para verificar que as seguintes propriedades da noção de ponto aderente são
consequências de propriedades das vizinhanças referidas em :1.1.25
a) Não existem pontos aderentes ao conjunto vazio (facto já referido na alínea a) de
1.1.28);
b) Se  é aderente a  e , então  é aderente a  (facto já referido na+ E E § F § \ + F
alínea b) de 1.1. );28
c) Se , então  é aderente a  (facto já referido na alínea c) de ).+ − E + E 1.1.28
d) Se  é aderente a , então  é aderente a  ou a ;+ E  F + E F

10Como veremos no exercício  adiante, isto já não é verdade para métricas não1.1.10
necessariamente associadas a normas.
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No estudo de várias noções topológicas no contexto dos números reais
constatou-se a comodidade de em várias situações alargar o contexto
incluindo de forma unificada os números reais e mais dois objetos mate-
máticos designados por  e . Ao fazer esse alargamento consta-_ _
tou-se que quando os elementos envolvidos eram os dois novos objetos
deixava de ser a noção de distância que intervinha nas definições. A pos-
sibilidade de eliminar este tipo de assimetrias é uma das razões que
conduzem ao interesse em introduzir um contexto mais geral, o dos
espaços topológicos que estudaremos a seguir, em que as noções em causa
podem ser estudadas.

1.2.1 Se  é um conjunto, chama-se  sobre  a uma aplicação que\ \topologia
associa, a cada , um conjunto  de partes de , chamadas+ − \ \i+

vizinhanças de , de modo que se verifiquem as propriedades:+

a)
b)
c)
d)
e)

 ;
 Se  e , então ;
 Se , então ;
 Se  e , então ;
 Para cada , existe  

\ −

Z − Z § Z § \ Z −

Z − + − Z

Z − Z − Z  Z −

Z − [ −

i

i i

i

i i i

i i

+

+ +
w w

+

+ + +
w w

+ + tal que , para cada .Z − B − [iB

Chama-se  a um conjunto  no qual se fixou uma topo-espaço topológico \
logia.
Repare-se que de d) decorre facilmente por indução em  que se8
Z ß Z" #ßá ß Z + Z  Z â Z8 " # 8 são vizinhanças de  então  é também vizi-
nhança de .+
É claro que, dado um espaço métrico , podemos olhá-lo como espaço\
topológico, utilizando a definição das vizinhanças dada em , sendo1.1.24
essa a topologia que consideraremos sobre  sempre que não explicitarmos\
outra (cf. ). Dizemos que um espaço topológico  é  se a1.1.25 \ metrizável
sua topologia for a associada a alguma métrica sobre \Þ

Por outras palavras, dar uma topologia sobre  corresponde a dizer, para\
cada , quais são as partes de  que nós queremos que sejam+ − \ \
vizinhanças de , de modo a que se verifiquem para estas vizinhanças as+
mesmas propriedades que verificámos serem válidas no caso dos espaços
métricos. Como primeiro exemplo de espaço topológico, cuja topologia
não é definida à partida através de alguma métrica, temos a recta esten-
dida:
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1.2.2 (Topologia da reta estendida)  Vamos notar  o conjunto cujos elementos‘
são os números reais e mais dois, notados respectivamente  e ,_ _
conjunto a que damos o nome de  ou . Esten-reta estendida reta acabada
demos naturalmente a  a relação de ordem usual sobre , o que nos permite‘ ‘
considerar também intervalos com extremidades infinitas, que sejam
fechados nessas extremidades. Pode então definir-se em  uma topologia‘ 11

que é a que se considera salvo aviso em contrário, através da seguinte
definição das vizinhanças:
a) Para cada , as vizinhanças de  são os subconjuntos  que,+ − + Z §‘ ‘
para algum , contêm o conjunto<  !

Z Ð+Ñ œ Ó+  <ß +  <Ò< ,

conjunto este que sabemos coincidir com a bola aberta  de centro  eF Ð+Ñ +<

raio  para a métrica usual de .< ‘ 12

b) As vizinhanças de  são os subconjuntos  que, para algum_ Z § ‘
<  !, contêm o conjunto

Z Ð_Ñ œ Ò_ß Ò
"

<
< .

c) As vizinhanças de  são os subconjuntos  que, para algum_ Z § ‘
<  !, contêm o conjunto

Z Ð_Ñ œ Ó ß_Ó
"

<
< .

Dem: Comecemos por observar que as definições aparentemente artificiais
de  e  se destinam a garantir que, analogamente ao queZ Ð_Ñ Z Ð_Ñ< <

acontece trivialmente com os  para , continua a ter-se, paraZ Ð+Ñ + −< ‘
+ œ „_ Z Ð+Ñ § Z Ð+Ñ !  < Ÿ <,  sempre que . A propriedade d) da< <

w
w

definição de topologia em  decorre desta observação uma vez que,1.2.1
quando  é de qualquer dos tipos e  e  são vizinhanças de , podemos+ Z Z +w

então considerar  e  tais que  e  e então<  ! <  ! Z Ð+Ñ § Z Z Ð+Ñ § Zw w
< <w

Z Ð+Ñ § Z  Z < œ Ð<ß < Ñ<
w ww w

ww , para . A propriedade c) resulta de se ter,min
para todos os tipos de ponto ,  para cada . As+ − + − Z Ð+Ñ <  !‘ <

propriedades a) e b) resultam trivialmente da definição das vizinhanças.
Resta-nos mostrar a validade da propriedade e), para o que será útil distinguir
as três hipóteses sobre o ponto  envolvido.+
1) No caso em que  temos uma consequência de já sabermos que essa+ − ‘
propriedade é válida nos espaços métricos, em particular em : Com efeito,‘

11Embora a topologia que vamos definir sobre  não resulte naturalmente de nenhuma‘
métrica, veremos adiante em  que é possível definir uma métrica neste espaço que1.4.44
defina esta topologia, por outras palavras, esta topologia é metrizável. Trata-se, no
entanto, de uma métrica pouco natural e que não prolonga a métrica usual de .‘
12Em particular, se ,  é vizinhança de  na topologia de  se, e só se, o for naZ § Z +‘ ‘
topologia de espaço métrico de  (cf. a definição em ).‘ 1.1.24
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se  é vizinhança de  em , podemos considerar  tal que  eZ + <  ! Z Ð+Ñ § Z‘ <

então, como  é uma vizinhança de  no espaço métrico ,Z Ð+Ñ œ F Ð+Ñ +< < ‘
podemos considerar uma vizinhança  de  em , e portanto também em ,[ + ‘ ‘
tal que  seja vizinhança de todos os ponto  de  no espaço métrico ,Z Ð+Ñ = [< ‘
e portanto também em , o que implica que , que contém , também é‘ Z Z Ð+Ñ<

vizinhança em  de todos os pontos de .‘ [
2) Suponhamos agora que  é vizinhança de . Seja  tal queZ _ <  !

Ò_ß Ò œ Z Ð_Ñ § Z
"

<
< .

Consideremos a vizinhança

[ œ Z Ð_Ñ œ Ò_ß Ò
#

<
<
#

de . Por hipótese,  é vizinhança de  e vemos que, para cada _ Z _ B − [
distinto de ,_

B    œ 
" # " "

< < < <

e portanto

Z ÐBÑ œ ÓB  ß B  Ò § Ò_ß Ò § Z
" " "

< < <
"
<

.

Verificámos assim que  é efetivamente vizinhança de todos os pontos deZ
[ .
3) Suponhamos por fim que  é vizinhança de . Seja  tal queZ _ <  !

Ó ß_Ó œ Z Ð_Ñ § Z
"

<
< .

Consideremos a vizinhança

[ œ Z Ð_Ñ œ Ó ß_Ó
#

<
<
#

de . Por hipótese,  é vizinhança de  e vemos que, para cada _ Z _ B − [
distinto de ,_

B   œ
" # " "

< < < <

e portanto

Z ÐBÑ œ ÓB  ß B  Ò § Ó ß_Ó § Z
" " "

< < <
"
<

.

Verificámos assim que  é efetivamente vizinhança de todos os pontos deZ
[ . 



§2. Espaços topológicos; aderência e limites 25

1.2.3 (A topologia canónica de )‘8  Sejam  um conjunto finito não vazio eM
consideremos o conjunto E:ÐMß‘ ‘Ñ M Ä das aplicações . Considerando as
métricas euclidianas  e do máximo  neste conjunto, o que examinámos. .# _

em  diz-nos que, apesar de, em geral, definirem espaços métricos1.1.27
distintos, estas métricas definem a mesma topologia (a que se costuma dar o
nome de ). Em particular, no caso emtopologia canónica topologia usual ou 
que ,  é o mesmo que  e falamos da M œ Ö"ßá ß 8× ÑE:ÐMß‘ ‘8 topologia
canónica de . ‘8 13

1.2.4 (Exemplos extremais de topologia)  Repare-se que nada nos impede de
considerarmos mais que uma topologia sobre um mesmo conjunto . Dadas\
duas topologias sobre  cujas classes de vizinhanças notaremos  e ,\ i i+

w
+

dizemos que a primeira é  que a segunda (ou que a segunda é mais fina menos
fina que a primeira) se se tem i w

+ +§ + − \i  para cada .  É claro que duas14

topologias sobre  coincidem se, e só se, cada uma delas for mais fina que a\
outra. Os exemplos extremais de topologia que referimos a seguir vão ser
respetivamente a mais fina e a menos fina de todas as topologias que se
podem considerar em .\
a) (A topologia discreta) Dado um conjunto , pode-se considerar em \ \
uma topologia (dita ) definida pela condição de astopologia discreta
vizinhanças de um ponto  serem todas os conjuntos que contêm  (a+ +
verificação das propriedades a) a e) em  é muito simples; repare-se que,1.2.1
para a propriedade e), dada a vizinhança  de , pode tomar-se comoZ +
vizinhança  seja o próprio  seja o conjunto unitário ).[ Z Ö+×
Tendo em conta a propriedade c) na definição de topologia, vemos que a
topologia discreta é mais fina que qualquer topologia que se considere em .\
Repare-se também que, se considerarmos no conjunto  a métrica discreta,\
referida em , a topologia associada é a topologia discreta. Com efeito,1.1.10
da definição da métrica discreta decorre imediatamente que  eF Ð+Ñ œ Ö+×"

portanto todo o conjunto que contém  contém  e é assim uma+ F Ð+Ñ"

vizinhança de .+
b) (A topologia caótica) Dado um conjunto , pode-se considerar em \ \
uma topologia (dita  ou ) definida pelatopologia caótica topologia grosseira
condição de a única vizinhança de um ponto  ser o conjunto total  (mais+ \
uma vez, a verificação das propriedades a) a e) da definição é muito simples).
Tendo em conta a propriedade a) na definição de topologia, vemos que a
topologia caótica é menos fina que qualquer topologia que se considere em
\.

13Para além de a noção geral de topologia nos permitir estudar situações em que se pode
falar de vizinhanças de um ponto sem estarmos no contexto de um espaço métrico (cf. o
exemplo em ), encontrámos agora outra utilidade desta noção, a possibilidade de1.2.2
considerarmos como um mesmo objeto matemático dois objetos que no contexto métrico
eram distintos.
14Em linguagem mais sugestiva, a topologia mais fina é a que tem mais vizinhanças.
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A forma como as vizinhanças têm sido caracterizadas nos diferentes
exemplos de espaços topológico encontrados até agora conduz-nos
naturalmente a apresentar a seguinte definição.

1.2.5 (Sistemas fundamentais de vizinhanças num espaço topológico)  Dados
um espaço topolóco  e , diz-se que uma classe  de subconjuntos\ + − \ U+

de  é um  de  se as vizinhanças de \ + +sistema fundamental de vizinhanças
são exatamente os subconjuntos de  que contêm algum conjunto perten-\
cente à classe . É claro que os conjuntos na classe  são então, em parti-U U+ +

cular, vizinhanças de , uma vez que, se , tem-se .+ [ − [U+ ¨ [
Repare-se que, tendo em conta a propriedade das vizinhanças na alínea b) de
1.2.1, para verificar que uma certa classe  de partes de  é um sistemaU+ \
fundamental de vizinhanças de  basta verificar que os conjuntos de  são+ U+

vizinhanças de  e que qualquer vizinhança de  contém algum conjunto em+ +
U+.

1.2.6 (Exemplos naturais de sistemas fundamentais de vizinhança)  Um
exemplo trivial de sistema fundamental de vizinhanças de  num espaço+
topológico é a classe  de todas as vizinhanças de . Como exemplos menosi+ +
triviais (que mostram, em particular, que para uma dada topologia pode haver
vários sistemas fundamentais de vizinhanças de um dado ponto) temos
aqueles que nos aparecem naturalmente associados às caracterizações das
diferentes topologias encontradas até agora:
a) Se  é um espaço métrico, então a classe  de todas as bolas abertas\ U+

F Ð+Ñ <  !< , com , é um sistema fundamental de vizinhanças da topologia
associada à métrica, tal como o é, dado , o conjunto das bolas abertas<  !!

F Ð+Ñ !  <  << ! com .
b) Relativamente à reta acabada ‘ ‘ U, para cada , a classe  dos conjun-+ − +

tos , com , referidos nas alíneas a) a c) de , é um sistemaZ Ð+Ñ <  !< 1.2.2
fundamental de vizinhanças de . Lembrar que ,+ Z Ð_Ñ œ Ò_ß Ò<

"
<

Z Ð_Ñ œ Ó ß_Ó + − Z Ð+Ñ œ Ó+  <ß +  <Ò< <
"
<  e, se , .‘

c) Relativamente à topologia discreta de um conjunto , dado , a\ + − \
classe constituída pelo único conjunto  é um sistema fundamental deÖ+×
vizinhanças de .+
d) Relativamente à topologia caótica de um conjunto , a classe constituída\
pelo único conjunto  é um sistema fundamental de vizinhanças\
simultaneamente de todos os pontos .+ − \

1.2.7 (Outros exemplos de sistemas fundamentais de vizinhanças) a)  Se  é\
um espaço métrico e , a classe da bolas abertas , com + − \ F Ð+Ñ 8 −"

8
, é

um sistema fundamental de vizinhanças de . Com efeito, cada um destes+
conjuntos, como qualquer bola aberta de centro , é uma vizinhança de  e,+ +
dada uma vizinhança arbitrária  de , existe  tal que ,Z + <  ! Z ¨ F Ð+Ñ<

tendo-se então também  para qualquer natural  tal que  (aZ ¨ F Ð+Ñ 8  <"
8

"
8

existência de tais naturais  decorre do facto de se ter  em ).8 p!"
8 ‘



§2. Espaços topológicos; aderência e limites 27

b) Se  é um espaço métrico e , a classe das bolas fechadas ,\ + − \ F Ð+Ñ<

com  é um sistema fundamental de vizinhanças de . Com efeito, cada<  ! +
um destes conjuntos é vizinhança de  por conter a correspondente bola+
aberta  e, dada uma vizinhança arbitrária  de , existe  tal queF Ð+Ñ Z + <  !<

F Ð+Ñ § Z F Ð+Ñ< < e então, embora a correspondente bola fechada  não tenha
que estar contida em , isso já acontece com as bolas fechadas  comZ F Ð+Ñ<w

!  <  < < œw w <
#, por exemplo com .

c) Com justificação análoga à dada para o exemplo referido na alínea b), se
+ − Z Ð+Ñ œ Ò+  <ß +  <Ó <  !‘, a classe dos intervalos fechados , com  é<

um sistema fundamental de viznhanças de  para a topologia que conside-+
ramos na reta estendida . Do mesmo modo, a classe dos intervalos fechados‘
Z Ð_Ñ œ Ò_ß Ó Z Ð_Ñ œ Ò _Ó< <

" "
< < (respetivamente , ) constitui um

sistema fundamental de vizinhanças de  (respetivamente de  na reta_ _Ñ
estendida ‘Þ
d) Começamos por reparar que se tivermos um sistema fundamental de
vizinhanças  de um ponto  num espaço topológico  e se considerarmosU+ + \
uma classe  contendo  e constituída por vizinhanças de  então a classeU Uw

+ + +
Uw
+ é também um sistema fundamental de vizinhanças de .+

Como aplicação desta observação trivial, constatamos que a classe  deUw
_

partes da reta estendida  constituída pelos intervalos , com ,‘ ‘Ò_ß7Ò 7 −
é um sistema fundamental de vizinhanças de , uma vez que contém a_
classe  das vizinhanças  e que cada  éU_ <

"
<Z Ð_Ñ œ Ò_ß Ò Ò_ß7Ò

uma vizinhança de , no caso em que  por coincidir com a_ 7  !
vizinhança  e no caso em que  por conter, por exemplo, aZ Ð_Ñ 7   ! "

7

vizinhança .Z Ð_Ñ œ Ò_ß"Ò"

Analogamente,  a classe  de partes da reta estendida  constituída pelosU ‘w
_

intervalos , com , é um sistema fundamental de vizinhançasÓ7ß_Ó 7 − ‘
de , uma vez que contém a classe  das vizinhanças _ Z Ð_Ñ œU_ <

Ó ß_Ó Ó7ß_Ó _"
<  e que cada  é uma vizinhança de , no caso em que
7  ! Z Ð_Ñ 7 Ÿ ! por coincidir com a vizinhança  e no caso em que  por"

7

conter, por exemplo, a vizinhança .Z Ð_Ñ œ Ó"ß_Ó"

Um dos interesses dos sistemas fundamentais de vizinhanças resulta de
que, como veremos a seguir, muitos do conceitos topológicos que estuda-
remos, definidos naturalmente a partir das vizinhanças, admitem uma
caracterização alternativa, com frequência mais fácil utilizar, em que, em
vez de considerar todas as vizinhanças, se encaram apenas aquelas que
pertencem a um sistema fundamental de vizinhanças à nossa escolha. A
primeira noção topológica que examinaremos é a de ponto aderente a um
conjunto.

1.2.8 (Pontos aderentes)  Sejam  um espaço topológico e \ E § \. Diz-se que
um ponto  é  a  se qualquer que seja a vizinhança  de ,+ − \ E Z +aderente
Z  E Á g + (dito de outro modo, todas as vizinhanças de  contêm algum
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elemento de ).E
Se  é um espaço topológico e \ E § \ E chamamos  de  aoaderência
conjunto, que notamos ad  ou , dos pontos de  aderentes a .ÐEÑ E \ E 15

Repare-se que, tendo em conta , no caso em que  é um espaço1.1.30 \
métrico a noção de ponto aderente é equivalente à referida em .1.1.28
Em geral, o que nos dá também uma justificação alternativa da afirmação
precedente, se  é um sistema fundamental de vizinhanças de  no espaçoU+ +
topológico ,  é aderente a  se, e só se, qualquer que seja ,\ + E [ − U+

[  E Á g.
Dem: Se  é aderente a , então, para cada ,  é vizinhança de  e+ E [ − [ +U+

portanto . Suponhamos, reciprocamente, que  para[ E Á g [ E Á g
cada . Para cada vizinhança  de , podemos considerar  tal[ − Z + [ −U U+ +

que  e então um elemento  também pertence a , o[ § Z B − [ E Z  E
que mostra que . Provámos assim que  é aderente a .Z  E Á g + E 

1.2.9 (Caracterização alternativa dos pontos aderentes) Sejam  um espaço\
topológico, E § \ + − \ + E e . Tem-se então que  é aderente a  se, e só se,
\ Ï E + não é vizinhança de .
Dem: Suponhamos que  não é vizinhança de . Então, para cada \ Ï E + Z
vizinhança de ,  não está contido em , por outras palavras, existe+ Z \ Ï E
B − Z \ Ï E E que não pertence a , ou seja, que pertence a . Concluímos
assim que  é aderente a . Reciprocamente, se  é aderente a , então, uma+ E + E
vez que o conjunto  não tem nenhum elemento de ,  não pode\ Ï E E \ Ï E
ser vizinhança de .+ 

1.2.10 (Propriedades dos pontos aderentes) Seja  um espaço topológico.\
Tem-se então:
a) Se  então  não é aderente ao conjunto vazio . Por outras palavras,+ − \ + g
ad .ÐgÑ œ g
b) Se  aderente a E § G § \ G, então cada  também é aderente a , por+ E
outras palavras, ad ad .ÐEÑ § ÐGÑ
c) Se , então cada   é aderente a , por outras palavras,E § \ + − E E
E § ÐEÑad .
d) Se  e  então um ponto  é aderente a  se, e só se,E § \ F § \ + − \ E F
é aderente a  ou é aderente a , por outras palavrasE F

ad ad ad .ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐFÑ

Dem: Tendo em conta a caracterização dos pontos aderentes em , as1.2.9
propriedades resultam das propriedade homónimas das vizinhanças em :1.2.1
A alínea a) resulta de que  é vizinhança de ; A alínea b) resulta\ Ï g œ \ +
de que, se  não é aderente a , então  é vizinhança de  e então, por+ G \ Ï G +
ser , concluímos que  é vizinhança de , portanto \ Ï G § \ Ï E \ Ï E + +

15A notação  para designar a reta estendida não entra em contradição com a notação ‘ E
para designar a aderência de  uma vez que, relativamente à topologia que consideramosE
na reta estendida, a aderência de  é , como será referido adiante em .‘ ‘ 1.2.13
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não é aderente a ; A alínea c) resulta de que, se  não é aderente a , entãoE + E
\ Ï E + + − \ Ï E + Â E é vizinhança de , portanto , isto é, ; Quanto a d),
uma das implicações resulta de b) e, quanto à outra, se  não é aderente a+
nenhum dos conjuntos  e , então  e  são vizinhanças de , oE F \ Ï E \ Ï F +
que implica que

\ Ï ÐE  FÑ œ Ð\ Ï EÑ  Ð\ Ï FÑ

é vizinhança de  ou seja  não é aderente a .+ + E  F 

1.2.11 (Generalização às uniões finitas) Mais geralmente, sejam  um espaço\
topológico,  um conjunto finito de índices e, para cada , M 3 − M E3 § \. Um
ponto  é aderente à união , se, e só se, existe  tal que  seja+ − \ E 3 − M +-

3−M
3

aderente a . Por outras palavras,E3

ad ad .Š ‹. .
3−M 3−M

3 3E œ ÐE Ñ

Dem: Trata-se de uma consequência da conclusão da alínea d) de 1.2.10
através de uma indução no número de elementos do conjunto de índices .M
Note-se que no caso trivial em que , e portanto a união é igual a , aM œ g g
conclusão também vale pela alínea a) do mesmo resultado. 

1.2.12 (Os pontos aderentes determinam a topologia) Seja  um conjunto\
sobre o qual consideramos duas topologias.
a) A primeira topologia é mais fina que a segunda se, e só se, para cada
conjunto E § \ E, todo o ponto aderente a  para a primeira topologia é
também aderente a  para a segunda topologia.E 16

b) Em particular, as duas topologias coicidem se, e só se, para cada conjunto
E § \ E, os pontos aderentes a  para a primeira topologia coincidem com os
pontos aderentes a  para a segunda topologia.E
Dem: Temos uma consequência simples de : Dizer que a primeira1.2.9
topologia é mais fina que a segunda é o mesmo que dizer que, para cada
+ − \ + toda a vizinhança de  para a segunda topologia  é também vizinhança
de  para a primeira, o que pode ser caracterizado de forma equivalente+
dizendo que todo o conjunto que não é vizinhança de  para a primeira+
topologia também não é vizinhança de  para a segunda. Uma vez que cada+
subconjunto de  é da forma  para um certo  (nomeadamente o\ \ Ï E E § \
seu complementar), vemos assim que a primeira topologia é mais fina que a
segunda se, e só se, para cada , se  não é vizinhança de  para a+ − E \ Ï E +
primeira topologia também não o é para a segunda, por outras palavras, se +
é aderente a  para a primeira topologia também o é para a segunda.E 

1.2.13 (Pontos aderentes na reta estendida) Consideremos a reta estendida ‘
com a sua topologia usual (cf. ). Tem-se então:1.2.2

16Em linguagem mais sugestiva, a topologia mais fina é a que tem menos pontos ade-
rentes.
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a) Se  e , então  é aderente a  para a topologia de  se, e só+ − E § + E‘ ‘ ‘
se,  é aderente a+

E  œ E Ï Ö_ß_×‘

para a topologia usual de espaço métrico de . Em particular, no caso em‘
que ,  é aderente a  em  se, e só se, for aderente a  em .E § + E E‘ ‘ ‘
b) O ponto  é aderente a um conjunto  se, e só se,  não admite_ E § E‘
minorante real. Em particular,  é aderente a ._ ‘
c) O ponto  é aderente a um conjunto  se, e só se,  não admite_ E § E‘
majorante real. Em particular,  é aderente a ._ ‘
d) Se  não é vazio, então o supremo  é aderente a  e qualquerE § ÐEÑ E‘ sup
+ E + Ÿ ÐEÑ aderente a  verifica . sup 17

e) Se  não é vazio, então o ínfimo  é aderente a  e qualquer E § ÐEÑ E +‘ inf
aderente a  verifica . E ÐEÑ Ÿ +inf 18

Dem: a)  Temos uma consequência da caracterização dos pontos aderentes a
um conjunto a partir de sistemas fundamentais de vizinhanças arbitrários
desses pontos (cf. ) uma vez que, tanto para a topologia usual de 1.2.8 ‘
como para a de , a classe dos subconjuntos‘

F Ð+Ñ œ Z Ð+Ñ œ Ó+  <ß +  <Ò< <

constitui um sistema fundamental de vizinhanças de  e que cada um+ − ‘
destes conjuntos interseta  se, e só se, intersetar .E E  ‘
b) Aplicamos a caracterização de  ser ponto aderente a  que utiliza o_ E
sistema fundamental de vizinhanças referido na alínea d) de : O ponto1.2.7
_ E 7 − Ò_ß7Ò  E Á g será aderente a  se, e só se, para cada , ,‘
condição que é equivalente a afirmar que, para cada ,  não é7 − 7‘
minorante de .E
c) Aplicamos a caracterização de  ser ponto aderente a  que utiliza o_ E
sistema fundamental de vizinhanças referido na alínea d) de : O ponto1.2.7
_ E 7 − Ó7ß_Ó  E Á g será aderente a  se, e só se, para cada , ,‘
condição que é equivalente a afirmar que, para cada ,  não é7 − 7‘
majorante de .E
d) Se  então, uma vez que  não é vazio, tem que sersupÐEÑ œ _ E
E œ Ö_× E _ E e portanto o supremo de  é  que é aderente a  e é o único
ponto aderente a  uma vez que tanto os números reais como  possuemE _
vizinhanças que não contêm . Se  então para cada _ ÐEÑ œ _  !sup $
existe  com , portanto , o que mostra que  éB − E B  B − Z Ð_Ñ _"

$ $

aderente a , sendo naturalmente maior ou igual a qualquer ponto aderente aE
E ÐEÑ −. Suponhamos enfim que sup ‘ $. Para cada  existe  tal que ! B − E
sup sup supÐEÑ   B B Ÿ ÐEÑ  ÐEÑ $ $ e, como , vemos que
B − Z Ð ÐEÑÑ ÐEÑ E ,$ sup sup, o que mostra  é aderente a . Além disso, qualquer 
aderente a  verifica  visto que se  então, ou E , Ÿ ÐEÑ ,  ÐEÑ , œ _sup sup

17O supremo é o maior ponto aderente.
18O ínfimo é o menor ponto aderente.
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e  é uma vizinhança de  sem pontos de , ou  e, sendoÓ ÐEÑß_Ó , E , −sup ‘
& &œ ,  ÐEÑ  ! Z Ð,Ñ œ Ó ÐEÑß ,  Ò ,sup sup,  é uma vizinhança de  sem&

pontos de , em qualquer dos casos  não é aderente a E , EÞ
e) Se  então, uma vez que  não é vazio, tem que serinfÐEÑ œ _ E
E œ Ö_× E _ E e portanto o ínfimo de  é  que é aderente a  e é o único
ponto aderente a  uma vez que tanto os números reais como  possuemE _
vizinhanças que não contêm . Se  então para cada _ ÐEÑ œ _  !inf $
existe  com , portanto , o que mostra que  éB − E B   B − Z Ð_Ñ _"

$ $

aderente a , sendo naturalmente menor ou igual a qualquer ponto aderente aE
E ÐEÑ −. Suponhamos enfim que inf ‘ $. Para cada  existe  tal que ! B − E
B  ÐEÑ  ÐEÑ   ÐEÑ Ÿ Binf inf inf$ $ e, como , vemos que
B − Z Ð ÐEÑÑ ÐEÑ E ,$ inf inf, o que mostra  é aderente a . Além disso, qualquer 
aderente a  verifica  visto que se  então, ou E ÐEÑ Ÿ , ,  ÐEÑ , œ _inf inf
e  é uma vizinhança de  sem pontos de , ou  e, sendoÒ_ß ÐEÑÒ , E , −inf ‘
& &œ ÐEÑ  ,  ! Z Ð,Ñ œ Ó,  ß ÐEÑÒ ,inf inf,  é uma vizinhança de  sem&

pontos de , em qualquer dos casos  não é aderente a E , EÞ 

1.2.14 (Outros exemplos de pontos aderentes) a) Seja  um conjunto sobre o\
qual consideramos a topologia discreta (cf. a alínea a) de ). Para cada1.2.4
E § \ E, tem-se então que os pontos aderentes a  são apenas os elementos
de . Com efeito, como para qualquer topologia, os pontos de  sãoE E
aderentes a  e, neste caso, se , o conjunto  é uma vizinhança de E + Â E Ö+× +
sem nenhum elemento em , o que mostra que  não é aderente a .E + E
b) Seja  um conjunto sobre o qual consideramos a topologia caótica\  (cf. a
alínea b) de ). Para cada 1.2.4 E § \ E Á g, com , tem-se então que os
pontos aderentes a  são todos os elementos de . Com efeito, a únicaE \
vizinhança de um elemento arbitrário  é o próprio , conjunto esse+ − \ \
que interseta . É claro que, se ,  não tem pontos aderentes, tal comoE E œ g E
acontece relativamente a qualquer topologia.

1.2.15 (Conjuntos fechados e conjuntos densos)  Diz-se que o conjunto
E § \ ÐEÑ œ E é  se se tem ad  ou seja, tendo em conta o facto de afechado
inclusão ad  ser sempre verificada, se todo o ponto aderente a E § ÐEÑ E
pertence a .E
Diz-se que um conjunto  é  se se tem ad .E § \ ÐEÑ œ \denso

1.2.16 (A aderência é fechada) Sejam  um espaço topológico e \ E § \ um
subconjunto arbitrário. Tem-se então que ad  é um conjunto fechado, istoÐEÑ
é, ad ad ad .Ð ÐEÑÑ œ ÐEÑ 19

Dem: Temos que mostrar que todo o ponto  aderente a ad  pertence a+ ÐEÑ
ad , isto é, é aderente a . Passando ao contrarrecíproco, suponhamosÐEÑ E
então que  não é aderente a . Podemos considerar assim uma+ − \ E
vizinhança  de  que não tenha nenhum elemento de  e, tendo em conta aZ + E
propriedade e) em , uma vizinhança  de  tal que  também seja1.2.1 [ + Z

19Repare-se que este é o primeiro resultado em cuja demonstração utilizaremos a
propriedade e) das vizinhanças, na definição de topologia em .1.2.1
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vizinhança de todos os pontos . O facto de  ser uma vizinhança deB − [ Z
todos os pontos  que não tem nenhum elemento de  implica que osB − [ E
pontos  não são aderentes a , por outras palavras, a vizinhança  deB − [ E [
+ ÐEÑ + não tem nenhum elemento de ad . Podemos assim concluir que  não é
aderente a ad .ÐEÑ 

1.2.17 (Outra caracterização da aderência) Sejam  um espaço topológico e\
E § \ um subconjunto. Tem-se então que, para cada conjunto fechado
G § \ E § G ÐEÑ § G tal que , tem-se também ad . De forma mais
sugestiva, e lembrando  e a alínea c) de , podemos assim dizer1.2.16 1.2.10
que, de entre os conjuntos fechados que contêm , há um que é mínimo (noE
sentido de estar contido em todos os outros), nomeadamente ad .ÐEÑ
Dem: Sendo  com  fechado, concluímos da alínea b) de  queE § G G 1.2.10

ad ad .ÐEÑ § ÐGÑ œ G 

1.2.18 (Os fechados determinam a topologia) Seja  um conjunto sobre o\
qual consideramos duas topologias.
a) A primeira topologia é mais fina que a segunda se, e só se, todo o conjunto
fechado para a segunda topologia é também fechado para a primeira.20

b) Em particular, as duas topologias coincidem se, e só se, têm os mesmos
conjuntos fechados.
Dem: Notemos ad  e ad  as aderências de um conjunto  para aÐEÑ ÐEÑ Ew

primeira e a segunda topologias respetivamente. Comecemos por supor que a
primeira topologia é mais fina que a segunda. Se  for fechado para aE § \
segunda topologia deduzimos de  que ad ad , o que1.2.12 ÐEÑ § ÐEÑ œ Ew

mostra que o conjunto  também é fechado para a primeira topologia.E
Suponhamos, reciprocamente, que todo o conjunto fechado para a segunda
topologia também é fechado para a primeira. Para cada , o conjuntoE § \
ad  é fechado para a segunda topologia, e portanto também para awÐEÑ
primeira pelo que, por , tem-se ad ad . Aplicando de novo1.2.17 ÐEÑ § ÐEÑw

1.2.12, concluímos que a primeira topologia é mais fina que a segunda. 

1.2.19 (Propriedades dos fechados) Seja  um espaço topológico. Então:\
a) Os subconjuntos  e  são fechados;g \
b) Se  e  são conjuntos fechados então  é também fechado. MaisE F E F
geralmente, se  é um conjunto finito  de índices a  é uma família deM ÐE Ñ21

3 3−M

subconjuntos fechados, então  é também um conjunto fechado.-E3

20Em linguagem mais sugestiva, a topologia mais fina é aquela que tem mais conjuntos
fechados.
21Repare-se que se o conjunto de índices  for infinito já não podemos tirar a mesmaM
conclusão: por exemplo, como referimos adiante em , num espaço métrico  todo1.2.20 \
o conjunto unitário  é fechado e, no entanto, qualquer conjunto , fechado ouÖB× E § \
não, pode ser escrito como união de uma família de conjuntos unitários, nomeadamente
E œ ÖB×-

B−E

.
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c) Se  é um conjunto não vazio , finito ou infinito, de índices e se  éM ÐE Ñ22
3 3−M

uma família de subconjuntos fechados, então  é também um conjunto+E3

fechado. Em particular, se  e  são subconjuntos fechados, também E F E F
é fechado.
Dem: As afirmações de a) resultam respetivamente de o conjunto  não terg
pontos aderentes e de todos os pontos de  pertencerem a . A primeira\ \
afirmação em b) resulta de se ter ad ad ad  e a segundaÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐFÑ
decorre da primeira por indução no número de elementos do conjunto de
índices  (repare-se que, mesmo quando  a conclusão é válida por aM M œ g
união ser o conjunto vazio ). Quanto a c), se  é aderente a , então  ég + E ++ 3

aderente a cada um dos  (por este conter a interseção), pelo que E + − E3 3

para cada , ou seja .3 + − E+ 3 

1.2.20 (Exemplos de conjuntos fechados e de conjuntos densos)
a) Sejam  um espaço métrico,  e . São então fechados o\ + − \ <  !
conjunto unitário  e a bola fechada .Ö+× F Ð+Ñ<

Com efeito, se  podemos considerar , Â Ö+× $ œ .Ð+ß ,Ñ  !, tendo-se então
que a bola  não contém , ou seja, não contém nenhum elemento deF Ð,Ñ +$

Ö+× , Â e, para o segundo caso, se F Ð+Ñ<  podemos considerar

$ œ .Ð+ß ,Ñ  <  !,

tendo-se então que a bola  não contém nenhum elemento de  jáF Ð,Ñ F Ð+Ñ$ <

que, se contivesse um tal elemento , obtínhamos o absurdoB

.Ð+ß ,Ñ Ÿ .Ð+ß BÑ  .ÐBß ,Ñ  $  < œ .Ð+ß ,Ñ.

b) Relativamente ao espaço métrico ‘ ‘, para , os conjuntos  e+ß , − Ó_ß ,Ó
Ò+ß_Ò + Ÿ , são fechados, e portanto o mesmo acontece, no caso em que , a

Ò+ß ,Ó œ Ó_ß ,Ó  Ò+ß_Ò.

Com efeito, se , tomando , a bolaB Â Ó_ß ,Ó œ B  ,  !$

F ÐBÑ œ ÓB  ß B  Ò œ Ó,ß B  Ò$ $ $ $

não tem nenhum elemento de  e, se , tomandoÓ_ß ,Ó B Â Ò+ß_Ò
$ œ +  B  !, a bola

F ÐBÑ œ ÓB  ß B  Ò œ ÓB  ß +Ò$ $ $ $

não tem nenhum elemento de .Ò+ß_Ò
Ainda relativamente ao espaço métrico , o conjunto  dos números‘ 
racionais é denso, como decorre do facto de entre dois números reais existir

22A razão por que se exige  é simplesmente a dificuldade em definir a interseção deM Á g
uma família vazia de conjuntos. Num contexto em que esteja claro que só se está a
considerar subconjuntos de  essa interseção pode ser considerada como sendo igual a \ \
(os elementos de  que pertencem a todos os …) e a conclusão vale ainda por  ser\ E \3

um conjunto fechado.
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sempre um número racional.
c) Relativamente ao espaço topológico , e com justificação totalmente‘
análoga à dada em b), vemos que, para , são fechados os conjuntos+ß , − ‘
Ò_ß ,Ó Ò+ß_Ó + Ÿ , e  e portanto também, no caso em que , o conjunto

Ò+ß ,Ó œ Ò_ß ,Ó  Ò+ß_Ó.

Também com a mesma justificação que em b), o conjunto  dos números
racionais é denso em ‘Þ
d) Considerando um conjunto  com a topologia discreta, já referimos em\
1.2.14 que, para cada , os únicos pontos aderentes a  são osE § \ E
elementos de  pelo que podemos dizer que todos os subconjuntos  sãoE E
fechados e que o único subconjunto denso de  é o próprio .\ \
e) Considerando um conjunto  com a topologia caótica, já referimos em\
1.2.14 que, para cada  com , todos os pontos de  sãoE § \ E Á g \
aderentes a  pelo que podemos dizer que todos os conjuntos não vazios sãoE
densos e que os únicos conjuntos fechados são  e  (aqueles que tinhamg \
que ser…).
f) Mais uma vez relativamente ao espaço topológico , o conjunto  dos‘ ™
números inteiros é fechado. Com efeito, se  e  então podemos+ − + Â‘ ™
considerar um inteiro  (a parte inteira de ) tal que  e então,: + :  +  :  "
sendo  o menor dos dois números  e , tem-se que$  ! +  : :  "  +

F Ð+Ñ œ Ó+  ß +  Ò § Ó:ß :  "Ò$ $ $

não contém nenhum elemento de .™
Repare-se que, tendo em conta o referido nas alíneas a), b) e c) de , a1.2.13
aderência de  relativamente ao espaço  é , em™ ‘ ™ ™œ  Ö_ß_×

particular este último conjunto é fechado em .‘

Como referimos em , quando temos um espaço métrico  e um1.1.9 \
subconjunto , podemos olhar de modo natural para  como\ § \ \w w

espaço métrico, referindo então este como um subespaço métrico do
primeiro. Antes de estudarmos outras noções topológicas no contexto
geral dos espaços topológicos será útil verificarmos que se pode proceder
de maneira análoga quando temos um espaço topológico  e um\
subconjunto . Para justificar a solução encontrada recordamos a\ § \w

propriedade dos subespaços métricos referida na alínea c) de .1.1.36

1.2.21 (Subespaços topológicos)  Sejam  um espaço topológico e \ \w § \ um
subconjunto. Então:
a) Existe uma única topologia sobre , a que chamaremos \w topologia
induzida pela de , com a seguinte propriedade: Quaisquer que sejam\
E § \ + − \ + E \w w w e ,  é aderente a  para a topologia de  se, e só se, for
aderente a  para a topologia de . Esta topologia é a que se consideraE \
implicitamente em qualquer subconjunto de um espaço topológico e diz-se
que um conjunto , com a topologia induzida, é um \ § \w subespaço
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>opológico de .\
b) A topologia induzida pode ser explicitamente caracterizada pela condição
de as vizinhanças de  serem exatamente o conjuntos que se podem+ − \w

escrever  na forma  com  vizinhança de  na topologia de .23 Z  \ Z + \w

c) Mais geralmente, se  for um sistema fundamental de vizinhanças deU+

+ − \ \ [ \w w w
+ para a topologia de , então a classe , das intersecções U

com , constitui um sistema fundamental de vizinhanças de  para a[ − +U+

topologia induzida.
Dem: O facto de não poder haver mais que uma topologia em  com a\w

propriedade referida em a) é uma consequência direta do que estabelecemos
em . Consideremos agora, para cada , a classe  dos1.2.12 + − \w w

+i
subconjuntos de  que se podem escrever na forma  com \ Z \ Zw w

vizinhança de  em . Verifiquemos que se obtém uma topologia em + \ \w

cujas vizinhanças de cada  são os conjuntos pertencentes a , ou+ − \w w
+i

seja, testemos a validade das propriedades na alíneas a) a e) de .1.2.1
A propriedade a) resulta de se ter , com  vizinhança de  em\ œ \ \ \ +w w

\ Z § \ Z \ Z. Quanto a b), se  contém um conjunto da forma  com w w w

vizinhança de  em  então o conjunto  é vizinhança de  em , por+ \ Z  Z + \w

conter , e tem-se , o que mostra que . AZ Z œ ÐZ  Z Ñ  \ Z −w w w w w
+i

propriedade c) resulta de que, para cada  vizinhança de  em , tem-seZ + \
+ − Z + − Z  \, e portanto também . A propriedade d) resulta de que, sew

Z [ + \ Z [ e   são vizinhanças de  em , então o mesmo acontece a  e
tem-se

ÐZ  \ Ñ  Ð[ \ Ñ œ ÐZ [Ñ  \w w w.

Por fim, quanto a e), dada uma vizinhança  de  em , podemos considerarZ + \
uma vizinhança  de  em  tal que, para cada ,  seja vizinhança[ + \ B − [ Z
de  em  e então, em particular, para cada  no conjunto  em ,B \ B [ \w w

+i
Z  \ −w w

Bi .
Reparemos agora que, dados  e , o facto de se ter, para cadaE § \ + − \w w

vizinhança  de  em ,Z + \

Z  E œ ÐZ  \ Ñ  Ew

mostra-nos que  é aderente a  para a topologia de  se, e só se, for+ E \w

aderente a  para a topologia de , por outras palavras a topologia definidaE \
em  verifica a propriedade apontada em a).\w

Quanto à afirmação de c), começamos por reparar que, uma vez que os
conjuntos  são vizinhanças de  em , os conjuntos de , que são[ − + \U U+

w
+

da forma  são vizinhanças de  em . Reparamos enfim que, para[ \ + \w w

cada vizinhança de  em , portanto da forma  com  vizinhança de+ \ Z \ Zw w

+ \ [ − [ § Z em , podemos considerar  com  e então tem-seU+

[ \ § Z \ [ \ −w w w w
+, com .U 

23Em geral de mais que uma maneira.
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1.2.22 (O caso especial em que o subespaço é vizinhança de um ponto)  Sejam
\ \ um espaço topológico, w § \ sobre o qual se considera a topologia
induzida e  tal que  seja vizinhança de . Tem-se então:+ − \ \ +w w

a) Um conjunto  é vizinhança de  para a topologia induzida de Z § \ + \w w

se, e só se, for vizinhança de  para a topologia de .+ \
b) Se  for um sistema fundamental de vizinhanças de  para a topologia deU+ +
\ então a classe  dos conjuntos pertencente a  que estão contidos emU Uww

+ +

\ +w é um sistema fundamental de vizinhanças de  para a topologia induzida
de .\w

Dem: a) Se  for vizinhança da  na topologia de  então o facto de se terZ + \
Z œ Z \ Z +w mostra que  também é vizinhança de  na topologia induzida
(isto mesmo sem a hipótese de  ser vizinhança de ). Reciprocamente, se\ +w

Z + for vizinhança de  na topologia induzida então pordemos escrever
Z œ Z \ Z + \ Zs sw com  vizinhança de  na topologia de  e portanto  sendo a
interseção de duas vizinhanças de  na topologia de  é também uma+ \
vizinhança de  na topologia de .+ \
b) O que vimos em a) mostra que os conjuntos de  são vizinhanças de Uww

+ +
para a topologia induzida e que se  for uma vizinhança de  para a[ § \ +w

topologia induzida  também é vizinhança de  para a topologia de  pelo[ + \
que existe  tal que , tendo-se necessariamente .Z − Z § [ [ −U U+

ww
+ 

O facto de a topologia induzida ser univocamente determinada pela
propriedade apontada na alínea a) de  permite-nos justificar com1.2.21
frequência propriedades das topologias induzidas sem ter que recorrer à
definição explícitas das vizinhanças relativas a esta. Encontramos a seguir
alguns exemplos desta situação.

1.2.23 (Aplicação aos subespaços métricos)  Sejam  um espaço métrico,\
sobre o qual se considera naturalmente a topologia associada, e \w § \.
Coincidem então em  a topologia induzida pela de  e a associada à\ \w

métrica induzida em  pela de . \ \w 24

Dem: Basta atender a que, tendo em conta a alínea c) de , para as duas1.1.36
topologias os pontos de  aderentes a um dado conjunto  são os\ E § \w w

mesmos. 

1.2.24 (Transitividade das topologias induzidas)  Sejam  um espaço\
topológico e \ww w ww§ \ § \ \. Coincidem então em  a topologia induzida
pela de  e a induzida pela topologia de  induzida pela de .\ \ \w

Dem: Basta reparar que, para ambas as topologias, os pontos de \ww

aderentes a um subconjunto  são aqueles que são aderentes a  paraE § \ Eww

a topologia de .\ 

24Felizmente…Senão teríamos problemas de compatibilidade com as nossas convenções
sobre as topologias a considerar implicitamente num espaço métrico e as métricas ou
topologias a considerar implicitamente numa parte dum espaço métrico ou topológico.
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1.2.25 (Outros exemplos de subespaços topológicos) a) A topologia induzida
em ‘ ‘ pela topologia da reta estendida  definida em  é a sua topologia1.2.2
de espaço métrico. Com efeito, como referimos na alínea a) de , os1.2.13
pontos de  aderentes a um conjunto  para a topologia de espaço‘ ‘E §
métrico são os que são aderentes a  para a topologia de .E ‘
b) Se  é um conjunto sobre o qual consideramos a topologia discreta, então\
a topologia induzida por esta num subconjunto  é a topologia discreta\ § \w

de . Com efeito, tendo em conta o que examinámos na alína a) de .\w 1.2.14
para ambas as topologias os pontos de  aderentes a um conjunto \ E § \w w

são exatamente os elementos de .E
c) Se  é um conjunto sobre o qual consideramos a topologia caótica, então\
a topologia induzida por esta num subconjunto  é a topologia caótica\ § \w

de . Com efeito, tendo em conta o que examinámos na alínea b) de .\w 1.2.14
para ambas as topologias os pontos de  aderentes a um conjunto \ E § \w w

são todos os elementos de  se , não existindo nenhum se .\ E Á g E œ gw

1.2.26 (Aderência e conjuntos fechados num subespaço topológico) Sejam \
um espaço topológico,  um subespaço topológico e \ § \ Ew § \w um
subconjunto. Apesar do que referimos na alínea a) de , a aderência de1.2.21
E \ pode depender de nos colocarmos no contexto do espaço topológico  ou
no do subespaço  (uma vez que podem existir pontos aderentes no\w

primeiro contexto que não pertençam a ), o que conduz a que tenhamos de\w

completar a notação, escrevendo ad  ou ad  para tornar claro qual o\ \ÐEÑ ÐEÑw

contexto a que nos referimos. Analogamente, dizer que  é fechado só faráE
sentido se for claro qual o espaço topológico que consideramos. O que
podemos dizer é:
a) Tem-se

ad ad ,\ \
w

wÐEÑ œ ÐEÑ  \

em particular, no caso em que  é um subconjunto fechado de , vem\ \w

mesmo ad ad .\ \wÐEÑ œ ÐEÑ
b) O conjunto  é fechado em  se, e só se, existe um conjunto  fechadoE \ Fw

em  tal que . Em particular, se  é fechado em  então  é\ E œ F \ E \ Ew

também fechado em .\w

c) No caso em que  é fechado em , podemos dizer que  é fechado em\ \ Ew

\ E \w se, e só se,  é fechado em .
Dem: A primeira afirmação em a) resulta diretamente do que foi referido na
alínea a) de  e a segunda  afirmação em a) resulta de que, quando  é1.2.21 \w

fechado em , tem-se ad ad , donde\ ÐEÑ § Ð\ Ñ œ \\ \
w w

ad ad ad .\ \ \
w

wÐEÑ œ ÐEÑ  \ œ ÐEÑ

Provemos b): Se existir  fechado em  tal que , o facto de seF \ E œ F \w

ter  implica que ad ad  dondeE § F ÐEÑ § ÐFÑ œ F\ \

ad ad\ \
w w

wÐEÑ œ ÐEÑ  \ § F \ œ E
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e  é fechado em . Reciprocamente, se  é fechado em , tem-seE \ E \w w

E œ ÐEÑ œ ÐEÑ  \ad ad ,\ \
w

w

onde o conjunto ad , sendo uma aderência relativa a , é um conjunto\ÐEÑ \
fechado em .\
Suponhamos enfim que  é fechado em  e que  é fechado em . Pelo\ \ E \w w

que vimos em b), existe  fechado em  tal que  e podemosF \ E œ F \w

concluir que  é fechado em  por ser a intersecção dos conjuntos  e ,E \ F \w

ambos fechados em .\ 

1.2.27 (Limites de aplicações) a) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \ e
0 ÀE Ä ] B − \ E , − ] , uma aplicação. Dados  aderente a  e , diz-se que !

é um  de  quando  ou que  quando , escreven-limite 0 BpB 0ÐBÑp , BpB! !

do-se também  se, qualquer que seja a vizinhança  de  em ,0ÐBÑqp , Z , ]
BpB

w

!

existe uma vizinhança  de  em  tal que  para cada Z B \ 0ÐBÑ − Z B − E!
w

com , por outras palavras, tal queB − Z

0ÐZ  EÑ § Z w.

b) Supondo fixados sistemas fundamentais de vizinhanças  de  e  deU UB !
w
,!

B
, 0ÐBÑ qp , [ − [ −, tem-se  se, e só se, qualquer que seja , existe 

BpB

w w
, B

!
!

U U

tal que  para cada  com , por outras palavras, tal que0ÐBÑ − [ B − E B − [w

0Ð[  EÑ § [w.

Dem: Comecemos por supor que se verifica a condição em b). Dada a
vizinhança  de , podemos considerar  tal que  e entãoZ , [ − [ § Zw w w w w

,U
escolher  tal que  para cada . Tem-se então[ − 0ÐBÑ − [ B − [ EUB

w
!

que  é uma vizinhança de  tal que, par cada ,[ B B − [ E!

0ÐBÑ − [ § Z 0ÐBÑp , BpBw w
!, o que mostra que  quando .

Suponhamos, reciprocamente, que  quando . Dado 0ÐBÑp , BpB [ −!
w w

,U
arbitrário,  é um vizinhança de  pelo que podemos escolher uma vizi-[ ,w

nhança  de  tal que  para cada . Sendo  talZ B 0ÐBÑ − [ B − Z  E [ −! B
w U

!

que  tem-se, em particular  para cada , o que[ § Z 0ÐBÑ − [ B − [ Ew

mostra que se verifica a condição em b). 

1.2.28 (Comparação com o caso dos espaços métricos) No caso em que  e \ ]
são espaços métricos, a definição anterior é equivalente à apresentada em
1.1.31 1.1.34, como decorre da caracterização dos limites em  ou, alterna-
tivamente, de aplicar o que dissémos em  considerando as bolas abertas1.2.27
de centro em  e de centro em  como sistemas fundamentais de vizinhançasB! ,
utilizados.

1.2.29 (Limite num espaço métrico e limite em )  Sejam  um espaço‘ \
topológico,  um espaço métrico, ,  aderente a , ] E § \ − \ E 0ÀE Ä ]B!

uma aplicação e . Tem-se então  se, e só se,, − ] 0ÐBÑ ,qp
BpB!
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.Ð0ÐBÑß ,Ñ !qp
BpB!

no espaço métrico .‘
Dem: Consideremos nos espaços de chegada os sistemas fundamentais de
vizinhanças constituídos pelas bolas abertas. A conclusão resulta então da
caracterização dos limites pelos sistemas fundamentais de vizinhanças na
alínea b) de  uma vez que se tem  se, e só se, 1.2.27 0ÐBÑ − F Ð,Ñ .Ð0ÐBÑß ,Ñ$

pertence a  em F Ð!Ñ$ ‘. 

1.2.30 (Exemplos triviais de limite) a) Se  e  são espaços topológicos,\ ]
E § \ B − \ E 0ÀE Ä ],  é aderente a  e  é uma aplicação de valor!

constante , então tem-se . Com efeito, se  é uma, − ] 0ÐBÑ qp , Z
BpB

w

!

vizinhança de , podemos considerar a vizinhança  de , tendo-se então, \ B!

0ÐBÑ œ , − Z B − \  Ew para cada .
b) Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e \ E § \ B − \ E ÀE Ä \! +
a , definida por . Tem-se entãoaplicação identidade inclusão(ou ) +ÐBÑ œ B
que  é limite de  quando . Basta, com efeito, reparar que, para cadaB BpB! !+
vizinhança  de , tem-se  para cada .Z B ÐBÑ œ B − Z B − Z  Ew w w

! +
c) Sejam  um conjunto sobre o qual consideramos a topologia discreta,\
E § \ B E B − E ] e  aderente a  (ou seja, ). Se  é um espaço topológico! !

arbitrário e  é uma aplicação arbitrária, então .0 ÀE Ä ] 0ÐBÑ qp 0ÐB Ñ
BpB

!
!

Com efeito, se  é uma vizinhança de , podemos considerar aZ 0ÐB Ñw
!

vizinhança  de , para a qual se tem  para cadaZ œ ÖB × B 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ − Z! ! !
w

B − Z  E œ ÖB ×! .
d) Sejam  um espaço topológico,  e  aderente a . Se  é\ E § \ B − \ E ]!

um conjunto sobre o qual consideramos a topologia caótica, então, para
qualquer , tem-se . Com efeito, a única vizinhança de  em, − ] 0ÐBÑ qp , ,

BpB!

] ] \ B é o próprio  e, considerando a vizinhança  de , tem-se certamente!

0 ÐBÑ − ] B − \  E para cada . Repare-se que este exemplo mostra que, na
ausência de alguma hipótese suplementar, e ao contrário do que acontecia no
contexto dos espaços métricos (cf. ), não é possível garantir a1.1.32
unicidade do limite quando estamos no contexto dos espaços topológicos.

1.2.31 (Limites e topologias mais finas) Seja  um conjunto sobre o qual\
consideramos duas topologias. Considerando a aplicação identidade
M.À\ Ä \ M.ÐBÑ œ B, definida por , tem-se então que a primeira topologia é
mais fina que a segunda se, e só se, para cada , tem-seB − \!

M.ÐBÑqp B
BpB

!
!

,

quando no domínio se considera a primeira topologia e no espaço de chegada
a segunda (comparar com a alínea b) de , onde as topologias nos dois1.2.30
espaços coincidiam).
Dem: Comecemos por supor que é válido o limite enunciado. Se  é umaZ w
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vizinhança de  para a segunda topologia existe assim uma vizinhança  deB Z!

B Z œ M.ÐZ Ñ § Z!
w para a primeira topologia tal que , condição que implica

que  também é vizinhança de  para a primeira topologia. ProvámosZ Bw
!

assim que a primeira topologia é mais fina que a segunda. Suponhamos,
reciprocamente, que a primeira topologia é mais fina que a segunda. Para
cada vizinhança  de  para a segunda topologia,  também é umaZ B Zw w

!

vizinhança de  para a primeira topologia, para a qual se temB!

M.ÐZ Ñ œ Z § Zw w w, o que mostra que é válido o limite referido. 

1.2.32 (Comportamento dos limites quando se consideram subespaços
topológicos) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \ 0ÀE Ä ],  uma
aplicação,  aderente a  e . Sejam  e B − \ E , − ] \ § \ ] § ]!

w w

subespaços topológicos tais que , ,  e .E § \ 0ÐEÑ § ] B − \ , − ]w w w w
!

Tem-se então que  no contexto dos espaços topológicos  e  se,0ÐBÑ qp , \ ]
BpB!

e só se, isso acontece no contexto dos subespaços topológicos  e .\ ]w w 25

Dem: Pela propriedade na alínea a) de ,  também é aderente a  no1.2.21 B E!

contexto do subespaço topológico . Para concluir a equivalência dos dois\w

contextos, basta agora ter em conta a caracterização das vizinhanças de um
ponto relativas a um subespaço topológico na alínea b) de  e a defi-1.2.21
nição de limite na alínea a) de  visto que, se  é vizinhança de  em 1.2.27 Z , ]w

e  é vizinhança de  em , dado , tem-seZ B \ B − E!

0ÐBÑ − Z Í 0ÐBÑ − Z  ] B − Z Í B − Z \w w w w, . 

1.2.33 (Os limites no contexto da reta estendida) O leitor já terá encontrado
decerto em estudos anteriores o significado do limite no contexto das funções
reais de variável real. Mais precisamente, dados  e uma funçãoE § ‘
0 ÀE Ä 0ÐBÑ qp ,‘, o leitor conhece o significado de se ter  nos casos em

BpB!

que  pode ser um número real,  ou  e, do mesmo modo,  pode serB _ _ ,!

um número real,  ou . Se recordar a definição então utilizada,_ _
reconhecerá decerto que ela se reduz à caracterização do limite na alínea b)
de  no contexto de  como espaço topológico ambiente do domínio e1.2.27 ‘
como espaço de chegada quando se considera como sistema fundamental de
vizinhanças de cada  a classe dos conjuntos  explicitados nas- − Z Ð-Ñ‘ <

alíneas a) a c) de  ou, alternativamente, no caso em que  ou1.2.2 - œ _
- œ _, o correspondente sistema fundamental de vizinhanças descrito na
alínea d) de .1.2.7
Podemos assim concluir que a definição de limite então utilizada é
equivalente à definição geral estudada nesta secção, devendo, no entanto,
notar-se que a definição com que estamos a trabalhar permite situações mais
gerais, nomeadamente aquela em que  ou  pode pertencer ao_ _

25No entanto, e analogamente ao que já encontrámos em situações semelhantes, a função
0 B Ä B ] pode ter limite quando  quando o espaço de chegada é  e não o ter quando!

consideramos  como espaço de chegada, já que o limite em questão pode ser um] w

elemento de  não pertencente a .] ] w
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domínio  da função e aquela em que os valores da função podem incluirE
também  e ._ _

Para funções com domínios contidos num espaço topológico e com valo-
res na reta extendida  valem também os resultados, bem conhecidos no‘
contexto das aplicações reais de variável real, que se costumam associar à
designação “limites por enquadramento”.

1.2.34 (Limites por enquadramento) Sejam  um espaço topológico, \ E § \,
B − \ E 0ÀE Ä!  aderente a  e  uma aplicação. Tem-se então:‘
a) Dados  e duas aplicações  tais que, − 1ß 2ÀE Ä‘ ‘

1ÐBÑ qp , 2ÐBÑ qp ,
BpB BpB! !

,

e que para cada  se tenha  então tem-se tambémB − E 1ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ Ÿ 2ÐBÑ

0ÐBÑ qp ,
BpB!

.

b) Sendo  uma aplicação tal que  e que para cada1ÀE Ä 1ÐBÑ qp _‘
BpB!

B − E 1ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ 0ÐBÑ qp _ se tenha  então tem-se também .
BpB!

c) Sendo  uma aplicação tal que  e que para cada2ÀE Ä 2ÐBÑ qp _‘
BpB!

B − E 0ÐBÑ Ÿ 2ÐBÑ 0ÐBÑ qp _ se tenha  então tem-se também .
BpB!

Dem: a) Sendo  uma vizinhança arbitrária de  em , podemos considerar[ , ‘
<  ! Ó,  <ß ,  <Ò § [ Ó,  <ß ,  <Ò tal que  e, considerando a vizinhança 
de , garantimos a existência de vizinhanças  de  em  tais que, Y / Y + \" #

1ÐBÑ − Ó,  <ß ,  <Ò B − E  Y 2ÐBÑ − Ó,  <ß ,  <Ò para cada  e  para cada"

B − E  Y Y œ Y  Y +# " # e então, considerando a vizinhança  de , vemos
que para cada ,B − E  Y

,  <  1ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ Ÿ 2ÐBÑ  ,  <,

e portanto .0ÐBÑ − [
b) Sendo  uma vizinhança arbitrária de  em , podemos considerar[ _ ‘
<  ! Ó ß_Ó § [ Ó ß_Ó _ tal que  e, considerando a vizinhança  de ," "

< <

garantimos a existência de uma vizinhança  de  em  tal queY + \
1ÐBÑ − Ó ß_Ó B − E  Y B − E  Y"

<  para cada  e então para cada ,

"

<
 1ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ,

e portanto .0ÐBÑ − [
c) Sendo  uma vizinhança arbitrária de  em , podemos considerar[ _ ‘
<  ! Ò_ß Ò § [ Ò_ß Ò tal que  e, considerando a vizinhança  de" "

< <

_ Y + \, garantimos a existência de uma vizinhança  de  em  tal que
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2ÐBÑ − Ò_ß Ò B − E  Y B − E  Y"
<  para cada  e então para cada ,

0ÐBÑ Ÿ 2ÐBÑ  
"

<
,

e portanto .0ÐBÑ − [ 

1.2.35 (Limites restritos) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \ 0ÀE Ä ], 
uma aplicação, ,  aderente a  e . Dizemos que aE § E B − \ E , − ]w w

!

função       , e escreveremos0 , BpB Etem limite quando por valores de!
w

0 ÐBÑ qp ,
BpB

B−E
!
w

com esse significado, quando a restrição  tiver limite  quando0 ÀE Ä ] ,ÎE
w

w

BpB 0 ÐBÑ qp ,! ÎE
BpB

, por outras palavras, se se tiver .w

!

Com frequência utilizamos para alguns limites restritos notações alternativas
cujo significado é evidente. Por exemplo, no caso em que  é aderente aB!

E Ï ÖB ×! , escrevemos

0ÐBÑ qp ,
BpB

BÁB
!

!

como alternativa a

0ÐBÑ qp ,
BpB

B−EÏÖB ×
!

!

e, se  e  é aderente ao conjunto ,E § B − E œ ÖB − E ± B  B ×‘ ‘! B !!

escrevemos

0ÐBÑ qp ,
BpB!



( ) como alternativa alimite à direita

0ÐBÑ qp ,
BpB

B−E
!

B!

(notação análoga para os ).limites à esquerda

1.2.36 (Dos limites para os limites restritos) Sejam  e  espaços topoló-\ ]
gicos, E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E , − ],  uma aplicação,  aderente a  e  tal!

que . Se  é tal que  ainda seja aderente a , então0ÐBÑ qp , E § E B E
BpB

w w
!

!

tem-se também

0ÐBÑ qp ,
BpB

B−E
!
w

.

Dem: Trata-se de uma consequência muito simples da definição de limite de
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uma aplicação: Dada uma vizinhança  de  em , podemos considerarZ , ]w

uma vizinhança  de  em  tal que  para cada ,Z B \ 0ÐBÑ − Z B − E  Z!
w

tendo-se então, em particular,  para cada .0ÐBÑ − Z B − E  Zw w 

1.2.37 (Dos limites restritos para os limites) Sejam  e  espaços topoló-\ ]
gicos, E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E , − ],  uma aplicação,  aderente a  e .!

Sejam  e  subconjuntos de  tais que . Lembrando que,E E E E œ E  Ew ww w ww

por ,  é aderente a pelo menos um dos conjuntos  e , tem-se1.2.10 B E E!
w ww

então:
a) Se  é aderente a  e a  e se se tiver  e , entãoB E E 0ÐBÑ qp , 0ÐBÑ qp ,!

w ww

BpB BpB

B−E B−E
! !
w ww

tem-se também .0ÐBÑ qp ,
BpB!

b) Se  é aderente a  e não é aderente a  e se se tiver , entãoB E E 0ÐBÑ qp ,!
w ww

BpB

B−E
!
w

tem-se também . 0ÐBÑ qp ,
BpB!

26

Dem: a) Seja  uma vizinhança arbitrária de  em . Podemos entãoZ , ]w

considerar vizinhanças  e  de  em  tais que se tenha  paraZ Z B \ 0ÐBÑ − Z" # !
w

cada  e para cada . Considerando então a vizinhançaB − E  Z B − E  Zw ww
" #

Z œ Z  Z B \ 0ÐBÑ − Z B − E  Z" # !
w de  em , vemos que  para cada , visto

que, para um tal , ou  e então , ou  e entãoB B − E B − E  Z B − Ew w ww
"

B − E  Zww
#.

b) Seja  uma vizinhança arbitrária de  em . Podemos então considerarZ , ]w

uma vizinhança  de  em  tal que se tenha  para cadaZ B \ 0ÐBÑ − Z" !
w

B − E  Z B Ew ww
" !. Uma vez que  não é aderente a , podemos considerar uma

vizinhança  de  em  que não contenha nenhum elemento de .Z B \ E# !

Consideremos então a vizinhança  de  em . Para cadaZ œ Z  Z B \" # !

B − Z E B Â E B − Z que pertença a , uma vez que , por ser , tem que serww
#

B − E B − Z 0ÐBÑ − Zw w
" e portanto, por ser , . 

Repare-se que o resultado precedente generaliza as relações bem
conhecidas envolvendo limites num ponto e limites laterais nesse ponto,
no contexto em que o domínio é uma parte de .‘

1.2.38 (Corolário) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \ 0ÀE Ä ],  uma
aplicação,  aderente a  e . Seja  uma família finita deB − \ E , − ] ÐE Ñ! 3 3−M

subconjuntos de  tal que  e que, para cada índice  com E E œ E 3 B- 3 !

aderente a , se tenhaE3

0ÐBÑ qp ,
BpB

B−E
!

3

(repare-se que não fazemos nenhuma hipótese relativa aos índices  tais que 3 +

26Repare-se que, nas hipóteses desta alínea, não é necessário supor nada sobre o limite de
0 E por elementos de , limite esse de que aliás não faz sentido falar.ww
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não é aderente a ). E3 Tem-se então . Repare-se que, como referido0ÐBÑqp ,
BpB!

em , existe pelo menos um índice  com  aderente a .1.2.11 3 B E! 3

Dem: Fazemos a demonstração por indução no número de elementos
(necessariamente maior ou igual a ) do conjunto de índices . Se  tem um" M M
único elemento a afirmação é trivial. Supondo o resultado verdadeiro quando
M 8 M 8  " tem  elementos, provemo-lo quando  tem  elementos. Para isso,
consideramos  tal que  seja aderente a  e reparamos que  é a3 − M B E E! ! 3!

união de  com a união  dos restantes . Se  não for aderente aE œ E E E Bw ww
3 3 !!

E 0ÐBÑ qp , B Eww ww

BpB
! resulta da alínea b) de  que . Se  for aderente a 1.2.37

!

aplicamos a hipótese de indução para garantir que  quando 0ÐBÑp , BpB!

por valores de  e aplicamos então a alínea a) de  para garantir maisEww 1.2.37
uma vez que .0ÐBÑ qp ,

BpB!



1.2.39 (Corolário — carácter local dos limites) Sejam  e  espaços\ ]
topológicos, ,  uma aplicação,  aderente a  eE § \ 0ÀE Ä ] − \ EB!

, − ] Z \. Se  é uma vizinhança de  em , então  também é aderente aB B! !

E  Z 0ÐBÑ qp , 0ÐBÑ qp , e tem-se  se, e só se, .
B B

B−EZ

pB pB! !

Dem: O facto de  ser aderente a  é consequência de ser aderente a B! E  Z E
e de se ter

E œ ÐE  Z Ñ  ÐE Ï Z Ñ,   (1)

onde  não é aderente a  (a vizinhança  de  não intersecta esteB B! !E Ï Z Z
conjunto). A equivalência enunciada no enunciado resulta, para uma das
implicações, de  e, para a outra, da alínea b) de , neste último1.2.36 1.2.37
caso tendo em conta mais uma vez o facto de ter lugar a igualdade em (1)
com  não aderente a .B! E Ï Z 

1.2.40 (O limite é aderente aos codomínios) Sejam  e  espaços topológicos,\ ]
E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E , − ],  uma aplicação,  aderente a  e  tais que!

0 ÐBÑ qp , F § ] 0ÐEÑ § F , F
BpB!

. Se  é tal que  então  é aderente a .

Dem: Seja  uma vizinhança arbitrária de  em . Podemos então escolherZ , ]w

uma vizinhança  de  em  tal que  para cada . OZ B \ 0ÐBÑ − Z B − E  Z!
w w

facto de  ser aderente a  garante a existência de  em  e então oB E B E  Z!
w

correspondente  pertence a  e a  o que nos permite concluir que se0ÐBÑ Z Fw

tem efetivamente  aderente a ., F 

1.2.41 (Limite da aplicação composta) Sejam ,  e  espaços topológicos,\ ] ^
E § \ F § ] 0ÀE Ä ] 1ÀF Ä ^ 0ÐEÑ § F,  e  e  duas aplicações com .
Sejam  aderente a ,  e  tais que  (emB − \ E C − ] - − ^ 0ÐBÑ qp C! ! !

BpB!

particular,  é aderente a ) e . Tem-se então .C F 1ÐCÑ qp - 1Ð0ÐBÑÑ qp -!
CpC BpB! !

Dem: Seja  uma vizinhança arbitrária de . Tendo em conta oZ § ^ -ww

segundo limite nas hipóteses, podemos considerar uma vizinhança  de Z Cw
!
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em  tal que  para cada . Tendo em conta o primeiro] 1ÐCÑ − Z C − Z  Fww w

limite nas hipóteses, podemos considerar uma vizinhança  de  em  talZ B \!

que  para cada . Para cada  tem-se então0ÐBÑ − Z B − Z  E B − Z  Ew

0ÐBÑ − Z  F 1Ð0ÐBÑÑ − Zw ww e portanto . 

1.2.42 (Mudança de topologia) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \,
B − \ E , − ] 0ÀE Ä ] 0ÐBÑ qp ,!

BpB
 aderente a ,  e  uma aplicação tal que .

!

Tem-se então:
a) Se se substituir a topologia de  por uma topologia menos fina continua a]
ter-se .0ÐBÑ qp ,

BpB!

b) Se se substituir a topologia de  por uma topologia mais fina, para a qual\
B E 0ÐBÑ qp ,!

BpB
 continue a ser aderente a , continua a ter-se .

!

Dem: Apesar de se poder apresentar uma justificação direta a partir da
definição, é interessante reparar que as conclusões resultam de  e do1.2.31
resultado  sobre o limite da função composta, compondo a função1.2.41
0 ÀE Ä ] ß ], no caso de a)  com a identidade de  (com a topologia orginal de
]  no domínio e a menos fina no espaço de chegada) e, no caso de b), com a
restrição a  da identidade de  (com a topologia mais fina no domínio e aE \
original no espaço de chegada). 

Vamos agora estudar um tipo de espaço topológico em que se pode
assegurar, a unicidade de limite para funções que aí tomam valores.

1.2.43 (Espaços de Hausdorff) Dizemos que um espaço topológico  é]
separado espaço de Haudorff ou que é um  se, quaisquer que sejam , Á ," #

em , existem vizinhanças  de  e  de  com .] Z , Z , Z  Z œ g" " # # " #

No caso em que  é um espaço de Hausdorff,  e  e  são] , Á ," # , ,U U
" #

sistemas fundamentais de vizinhanças destes pontos, pode-se mesmo garantir
a existência de  e de  tais que [ − [ − [" , # , "U U

" #
 [ œ g# .

Dem: Sendo  vizinhança de  e  vizinhança de  com Z , Z ," " # # Z  Z œ g" # ,
podemos considerar  e  tais que [ − [ − [" , # , "U U

" #
§ Z [ § [" # # e ,

tendo-se então também .[" [ œ g# 

1.2.44 (Unicidade do limite)  Sejam  e  espaços topológicos, o segundo dos\ ]
quais de Hausdorff. Sejam E § \ B − \ E 0ÀE Ä ],  aderente a  e  uma!

aplicação. Tem-se então que  não pode admitir mais que um limite quando0
BpB 0ÐBÑ qp , 0ÐBÑ qp ,! " #

BpB BpB
, isto é, se se tem simultaneamente  e , então

! !

, œ ," #.
Por este motivo é legítimo usar, no caso em que o espaço de chegada é um
espaço de Hausdorff, uma notação para designar o limite, quando ele existe.
Tal como referimos a propósito dos espaços métricos, a notação habitual é

lim
BpB!

0 ÐBÑ.
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Dem: Suponhamos, por absurdo, que se tinha  e 0ÐBÑ qp , 0ÐBÑ qp ,
BpB BpB

" #
! !

com . Podíamos então considerar vizinhanças  de  e  de  tais, Á , Z , Z ," # " #
w w
" #

que  e, a partir destas, vizinhanças  e  de  tais queZ  Z œ g Z Z Bw w
" # " # !

0 ÐBÑ − Z B − E  Z 0ÐBÑ − Z B − E  Zw w
" #" # para cada  e que  para cada .

Uma vez que  também é uma vizinhança de , o facto de  serZ  Z B B" # ! !

aderente a  permite-nos considerar um elemento ,E B − E  ÐZ  Z Ñ" #

tendo-se então simultaneamente  e , contradizendo a0ÐBÑ − Z 0ÐBÑ − Zw w
" #

hipótese de se ter .Z  Z œ gw w
" # 

1.2.45 (O limite num ponto do domínio) Sejam  e  espaços topológicos, o\ ]
segundo dos quais de Hausdorff. Sejam B § \ 0ÀE Ä ]! − E  e  uma
função admitindo limite quando . Tem-se então necessariamenteBpB!

lim
BpB

!
!

0 ÐBÑ œ 0ÐB Ñ.

Dem: Suponhamos que se tinha . Podíamos então concluir que a0ÐBÑ qp ,
BpB!

restrição de  ao conjunto  também tinha o limite  quando . Mas0 ÖB × , BpB! !

esta restrição é constante, de valor  pelo que tem o limite  quando0ÐB Ñ 0ÐB Ñ! !

BpB , œ 0ÐB Ñ! !. Pela unicidade do limite  tinha-se então . 

1.2.46 (Exemplos de espaços de Hausdorff) a) Se  é um espaço métrico]
então, com a topologia associada,  é um espaço de Hausdorff. Com efeito,]
como referido em , sendo  em , podemos considerar  tal1.1.23 , Á , ] <  !" #

que as vizinhanças  e , de  e  respetivamente, não tenhamF Ð, Ñ F Ð, Ñ , ,< " < # " #

nenhum elemento comum.
b) A reta estendida ‘, com a sua topologia usual, é um espaço de Hausdorff.
Com efeito: No caso em que  são ambos reais deduzimos mais uma, Á ," #

vez de 1.1.23 a existência de  tal que as vizinhanças  e<  ! Z Ð, Ñ œ F Ð, Ñ< " < "

Z Ð, Ñ œ F Ð, Ñ , ,< # < # " #, de  e  respetivamente, não tenham nenhum elemento
comum; No caso em que , − ‘ a vizinhança  de  nãoZ Ð,Ñ œ Ó,  "ß ,  "Ò ,"

tem nenhum elemento comum com a vizinhança  de  nemÒ_ß ,  "Ò _
com a vizinhança  de  (cf. a alínea d) de ); AsÓ,  "ß_Ó _ 1.2.7
vizinhanças  de  e  de  não têm nenhum elementoÒ_ß !Ò _ Ó!ß_Ó _
comum.
c) Se  é um conjunto sobre o qual se considera a topologia discreta então ] ]
é um espaço de Hausdorff. Com efeito, dados  em , as vizinhanças, Á , ]" #

Ö, × , Ö, × ," " # # de  e  de  não têm nenhum elemento comum.27

1.2.47 (Condição de separação mais forte no caso de )‘  Sejam  em ,  ," # ‘.
Existe então uma vizinhança  de  e uma vizinhança  de  tais que paraZ , Z ," " # #

27Pelo contrário, se  tiver pelo menos dois elementos e considerarmos em  a topologia] ]
caótica já não obtemos um espaço de Hausdorff visto que a única vizinhança de cada um
de dois pontos distintos é o espaço todo, não havendo portanto vizinhanças disjuntas. Este
facto já era aliás de esperar tendo em conta a falta de unicidade do limite referida na
alínea d) de .1.2.30
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cada  e  se tenha .B − Z C − Z B  C" #

Dem: No caso em que  e  são números reais, consideramos ,, ,  !" # $
$ œ Ð,  , Ñ Z œ F Ð, Ñ Z œ F Ð, Ñ"

# # " " " # # e tomamos  e , reparando que, para$ $

cada  e , tem-seB − Z C − Z" #

B  ,  œ Ð,  , Ñ œ ,   C
"

#
" " # #$ $ .

Nos restantes casos só temos que reparar que o que foi feito na alínea b) de
1.2.46 permite-nos obter a conclusão mais forte: Se  e ,, œ _ , −" # ‘
tomamos  e ; se  eZ œ Ò_ß ,  "Ò Z œ F Ð, Ñ œ Ó,  "Þ,  "Ò , −" # # " # # # " ‘
, œ _ Z œ F Ð, Ñ œ Ó,  "ß ,  "Ò Z œ Ó,  "ß_Ó# " " " " " # ", tomamos  e ; se
, œ _ , œ _ Z œ Ò_ß !Ò Z œ Ó!ß_Ó" # " # e , tomamos  e . 

1.2.48 (Subespaços dum espaço de Hausdorff) Sejam  um espaço topológico]
de Hausdorff e ] w § ]  um subconjunto sobre o qual consideramos a
topologia induzida. Tem-se então que  também é um espaço de Hausdorff.] w

Dem: Dados  em , podemos considerar vizinhanças  de  e , Á , ] Z , Z" # " " #
w

de  (em ) sem nenhum elemento comum e então  e  são, ] Z  ] Z  ]# " #
w w

vizinhanças dos mesmos pontos em  que também não têm nenhum] w

elemento comum. 

1.2.49 (Os pontos são fechados) Se  é um espaço topológico de Hausdorff]
então, para cada , o conjunto unitário  é fechado e, em consequên-, − ] Ö,×
cia, qualquer subconjunto finito é também fechado.28

Dem: Se  e , isto é, , podemos considerar uma vizinhançaC − ] C Â Ö,× C Á ,
Z C Z , de  e uma vizinhança  de  que não tenham nenhum elemento comumw

e então, em particular, , o que mostra que  não é aderente aZ  Ö,× œ g C
Ö,×. O facto de todo o subconjunto finito ser fechado resulta agora da alínea
b) de , uma vez que um tal conjunto ou é vazio ou é uma união finita1.2.19
de conjuntos unitários. 

Voltando à propriedades gerais dos limites examinamos em seguida
alguns resultados úteis envolvendo limites de funções com valores em ‘
ou em , resultados que o estudante decerto já encontrou no caso em que‘
o domínio é uma parte de  e que, como veremos, admitem justificações‘
análogas quando o domínio é uma parte de um espaço topológico
arbitrário.

1.2.50 (Limites de somas e produtos de funções com valores reais)  Sejam \
um espaço topológico, E § \ + E 0ß 1ÀE Ä,  aderente a  e  duas aplicações‘
tais que

28Pelo contrário, para um espaço topológico que não seja de Hausdorff não podemos em
geral garantir o mesmo como o mostra o exemplo de um conjunto com pelo menos dois
elementos e com a topologia caótica, em que os conjuntos unitários não são fechados uma
vez que, como já vimos, os únicos conjuntos fechados são o vazio e o espaço todo.
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0ÐBÑ qp , 1ÐBÑ qp -
BpB BpB! !

, ,

com . Tem-se então,ß - − ‘

a) b) c) ,  ,  .0ÐBÑ  1ÐBÑ qp ,  - l0ÐBÑl qp l,l 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ qp , ‚ -
BpB BpB BpB! ! !

Como caso particular de c), podemos também garantir que, para cada + − ß‘

c )w  .+ ‚ 1ÐBÑ qp + ‚ -
BpB!

Dem: Vamos utilizar a caracterização dos limites na alínea b) de , com1.2.27
a classe das bolas abertas como sistema fundamental de vizinhanças no
espaço de chegada e a classe de todas as vizinhanças como sistema
fundamental de vizinhanças no domínio.
a) Seja  arbitrário. Considerando as vizinhanças  e ,$  ! F Ð,Ñ F Ð-Ñ$ $Î# Î#

podemos considerar vizinhanças  e  de  em  tais que Z Z B \ 0ÐBÑ − F Ð,Ñ" # ! Î#$

para cada  e  para cada . ConsiderandoB − Z  E 1ÐBÑ − F Ð-Ñ B − Z  E" #Î#$

a vizinhança  de , vemos agora que, para cada ,Z œ Z  Z B B − Z  E" # !

l0 ÐBÑ  ,l  l1ÐBÑ  -l $ $
# # e , pelo que

lÐ0 ÐBÑ  1ÐBÑÑ  Ð,  -Ñl œ lÐ0ÐBÑ  ,Ñ  Ð1ÐBÑ  -Ñl Ÿ

Ÿ lÐ0ÐBÑ  ,Ñl  lÐ1ÐBÑ  -Ñl 

  œ
# #

$ $
$,

ou seja . Ficou assim provado que  é efeti-0ÐBÑ  1ÐBÑ − F Ð,  -Ñ ,  -$

vamente limite de  quando .0ÐBÑ  1ÐBÑ BpB!

b) Seja  arbitrário. Considerando a vizinhança , podemos$  ! F Ð,Ñ$

considerar uma vizinhança  de  em  tal que  para cadaZ B \ 0ÐBÑ − F Ð,Ñ! $

B − Z  E l0ÐBÑl œ .Ð!ß 0ÐBÑÑ e, lembrando  e o facto de se ter  e1.1.3
l,l œ .Ð!ß ,Ñ B − Z  E, concluímos que, para cada ,

¸ ¸l0 ÐBÑl  l,l Ÿ .Ð0ÐBÑß ,Ñ  $,

ou seja . Ficou assim provado que  é efetivamente limitel0 ÐBÑl − F Ðl,lÑ l,l$

de  quando .l0 ÐBÑl BpB!

c) Seja  arbitrário. Uma vez que , podemos considerar$  ! l0ÐBÑl qp l,l
BpB!

uma vizinhança  de  tal que, para cada , , emZ B B − Z  E l0ÐBÑl − F Ðl,lÑ" ! " "

particular

l0 ÐBÑl  l,l  ".

Considerando a bola de centro  e raio  na caracterização do,  !$
#Ðl-l"Ñ

limite de  e a bola de centro  e raio  na do limite de ,0ÐBÑ -  ! 1ÐBÑ$
#Ðl,l"Ñ

podemos considerar vizinhanças  e  de  tais que, para cadaZ Z B# $ !

B − Z  E# ,
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l0 ÐBÑ  ,l 
#Ðl-l  "Ñ

$

e, para cada ,B − Z  E$

l1ÐBÑ  -l 
#Ðl,l  "Ñ

$
.

Considerando a vizinhança  de , vemos que para cadaZ œ Z  Z  Z B" # $ !

B − Z  E tem-se então

l0 ÐBÑ1ÐBÑ  ,-l œ l0ÐBÑÐ1ÐBÑ  -Ñ  Ð0ÐBÑ  ,Ñ-l Ÿ

Ÿ l0ÐBÑl lÐ1ÐBÑ  -Ñl  lÐ0ÐBÑ  ,Ñl l-l 

 Ðl,l  "Ñ  Ðl-l  "Ñ œ
#Ðl,l  "Ñ #Ðl-l  "Ñ

$ $
$,

isto é, . Ficou assim provado que 0ÐBÑ1ÐBÑ − F Ð,-Ñ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑp , ‚ -$

quando .BpB! 

1.2.51 (Corolário — Limites de diferenças e quocientes) Sejam  um espaço\
topológico, E § \ + E 0ß 1ÀE Ä,  aderente a  e  duas aplicações tais que‘

0ÐBÑ qp , 1ÐBÑ qp -
BpB BpB! !

, ,

com . Então:,ß - − ‘
a) Tem-se ;0ÐBÑ  1ÐBÑ qp ,  -

BpB!

b) No caso em que  e , tem-se .1ÐEÑ § Ï Ö!× - Á ! qp‘ 0ÐBÑ
1ÐBÑ -BpB

,

!

Dem: Temos consequências das duas alíneas de  se repararmos, no1.2.50
caso de a), que

0ÐBÑ  1ÐBÑ œ 0ÐBÑ  Ð"Ñ ‚ 1ÐBÑ

e, no caso de b), que

0ÐBÑ "

1ÐBÑ 1ÐBÑ
œ 0ÐBÑ ‚ ,

onde a função ,  é a composta de  com a\ Ä B È 1ÀE Ä Ï Ö!×‘ ‘"
1ÐBÑ

função , , esta última tendo limite  quando 2À Ï Ö!× Ä 2ÐCÑ œ C p -‘ ‘ " "
C -

(resultado já estudado em Análise Real elementar, por envolver apenas
funções reais de variável real). 

1.2.52 (Consequência de uma desigualdade estrita entre limites)  Sejam  um\
espaço topológico, E § \ B E 0ß 1ÀE Ä,  aderente a  e  duas aplicações! ‘
tais que
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0ÐBÑ qp , − 1ÐBÑ qp - −
BpB BpB! !

‘ ‘, ,

com  e . Existe então uma vizinhança  de  tal que, para cada,  - Z B‘ !

B − Z  E 0ÐBÑ  1ÐBÑÞ, 
Dem: Tendo em conta , podemos considerar vizinhanças  de  e 1.2.47 Z , Zw w

" #

de  em  tais que se tenha  para cada  e . Consideremos- C  D C − Z D − Z‘ w w
" #

agora vizinhanças  e  de  tais que se tenha  para cadaZ Z B 0ÐBÑ − Z" # !
w
"

B − Z  E 1ÐBÑ − Z B − Z  E" #
w
# e  para cada . Considerando a vizinhança

Z œ Z  Z B B − Z  E 0ÐBÑ − Z" # !
w
" de , vemos que, para cada , tem-se  e

1ÐBÑ − Z 0ÐBÑ  1ÐBÑw
# , portanto . 

1.2.53 (Corolário — Passagem ao limite das desigualdades latas) Sejam  \
um espaço topológico, E § \ B E 0ß 1ÀE Ä,  aderente a  e  duas! ‘
aplicações tais que

0ÐBÑ qp , − 1ÐBÑ qp - −
BpB BpB! !

‘ ‘,

e  para cada . Tem-se então .0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ B − E , Ÿ -
Dem: Supondo, por absurdo, que não era , portanto que ,, Ÿ - ,  -
podíamos concluir de  a existência de uma vizinhança  de  tal que,1.2.52 Z B!

para cada  (pontos cuja existência resulta de  ser aderente a )B − Z  E B E!

vinha , o que contradizia a hipótese.0ÐBÑ  1ÐBÑ 

Um dos contextos em que os limites são estudados desde muito cedo é o
das sucessões  de elementos de um conjunto  que não são maisÐB Ñ \ß8 8−

do que funções com valores em  cujo domínio é o conjunto  dos\ 
números naturais, para além da diferença frequente de notação que
consiste em colocar a variável natural  em índice, referindo-se então 8 B8

como termo de índice  (ou ordem ) da sucessão. É claro que, se isso for8 8
considerado conveniente, podemos usar a notação funcional habitual para
uma sucessão, referindo-a como uma sucessão  e referindo0 À Ä \
0Ð8Ñ 8 como o seu termo de ordem . O limite duma sucessão vai ser um
caso particular da noção geral de limite duma função, limite considerado
para , onde  é aderente a  no espaço topológico . Tendo8 _ _p  ‘
em conta a propriedade de invariância da noção de limite quando se
substitui o espaço topológico ambiente por um subespaço que ainda
contenha o domínio da função e o ponto em que se considera o limite (cf.
1.2.32), é útil examinar o subespaço topológico  de , o  ‘œ  Ö_×
mais pequeno que contém  e  _Þ

1.2.54 Consideremos o conjunto  œ  Ö_× como subespaço topológico de
‘ . Notando, para cada ,: −

 : œ Ö8 − ± 8   :×,

tem-se então que a classe dos conjuntos , com ,  : :œ  Ö_× : −
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constitui um sistema fundamental de vizinhanças de  em , em particular_ 
_ é aderente a .
Além disso, para cada , a classe constituída pelo único conjunto 8 − Ö8×

constitui um sistema fundamental de vizinhanças de  em 8 Þ

Dem: O facto de cada conjunto  ser vizinhança de  em  resulta de se : _

ter , com  vizinhança de  em . Por outro  ‘: ¨ Ó:ß_Ó  Ó:ß_Ó _

lado, uma vizinhança arbitrária de  em  será da forma  com _ Z  Z 
vizinhança de  em  e podemos então escolher  tal que  contenha_ < − Z‘ ‘
Ó<ß _Ó :  < : − e, seguidamente,  com , tendo-se então que  está :

contido em  e portanto também em , o que mostra queÓ<ß _Ó  Z  

temos efetivamente um sistema fundamental de vizinhanças de  em ._ 
Quanto à segunda afirmação no enunciado, o facto de  ser umaÖ8×

vizinhança de  em  resulta de se ter8 

Ö8× œ Ó8  "ß 8  "Ò  ,

onde  é uma vizinhança de  em , e o facto deÓ8  "ß 8  "Ò œ F Ð8Ñ 8" ‘

qualquer vizinhança de  em  conter o conjunto  resulta diretamente da8 Ö8×
propriedade geral das vizinhanças num espaço topológico referida na alínea
c) de .1.2.1 

1.2.55 (Limite de uma sucessão num espaço topológico)  Sejam  um espaço\
topológico e  uma sucessão de elementos de , que encaramos comoÐB Ñ \8 8−

uma aplicação de  para . Os únicos limites da sucessão que interessa\
considerar são os que correspondem a  (ver o exercício  no fim8p_ 1.2.3
desta secção para uma explicação desta afirmação) e, por esse motivo, é
comum omitir a referência a  nas notações, escrevendo  em8p_ B p+8

vez da notação mais completa  e, analogamente, no caso em queB qp +8
8p_

\ B B é de Hausdorff,  em vez de    .lim lim8 8
8p_

Lembrando a caracterização dos limites em termos de sistemas fundamentais
de vizinhanças (cf. a alínea b) ) e utilizando o sistema fundamental de1.2.27
vizinhanças de  em  referido em , constatamos que se  é um_  U1.2.54 +

sistema fundamental de vizinhanças de  no espaço topológico  (por+ \
exemplo a classe de todas as vizinhanças de …  tem-se  se, e só se,+ Ñ B p+8

para cada , existe  tal que  para todo  .[ − 8 − B − [ 8   8U + ! 8 !
29

No contexto de  é usual apresentar caracterizações das noções de ponto‘
aderente e de limite fazendo intervir os limites de sucessões, caracteriza-
ções que é usual associar ao nome do matemático Heine. Vamos ver a
seguir que essas caracterizações são válidas, mais geralmente, no contexto
dos espaços métricos (Para um contexto ainda mais geral ver o exercício
1.2.4 no fim da secção).

29Na linguagem mais sugestiva habitual, existe uma ordem a partir da qual os termos da
sucessão estão em .[



52 Cap. 1. Topologia Geral

1.2.56 (Caracterização de Heine dos pontos aderentes num espaço métrico) 
Sejam  um espaço métrico, \ E § \ B − \ B e . Tem-se então que  é! !

aderente a  se, e só se, existir uma sucessão  de elementos de  talE ÐB Ñ E8 8−

que .B pB8 !

Dem: Lembrando que uma sucessão de elementos de  não é mais do queE
uma aplicação de domínio  e com valores em , o facto de a existência de E
uma sucessão de elementos de  com limite  implicar que  é aderente aE B B! !

E B é uma consequência de . Suponhamos, reciprocamente, que  é1.2.40 !

aderente a . Para cada , a bola  é uma vizinhança de  peloE 8 − F ÐB Ñ B "Î8 ! !

que podemos escolher um elemento . Obtivémos assimB − F ÐB Ñ  E8 !"Î8

uma sucessão  de elementos de  e de se terÐB Ñ E8 8−

! Ÿ .ÐB ß B Ñ 
"

8
8 ! ,

onde  em , deduzimos por enquadramento que  e"
8 ! 8p ! .ÐB ß B Ñp !‘

portanto que  em  (cf. ).B pB \8 ! 1.2.29 

1.2.57 (Caracterização de Heine dos limites quando o domínio é métrico) 
Sejam  um espaço métrico, \ E § \ B − \ E ] e  aderente a . Sejam  um!

espaço topológico,  e  uma aplicação. Então  se, e, − ] 0 ÀE Ä ] 0ÐBÑ qp ,
BpB!

só se, qualquer que seja a sucessão  de elementos de  com ÐB Ñ E B pB8 8− 8 !

tem-se .0ÐB Ñp ,8

Dem: Lembrando que uma sucessão de elementos de  não é mais do queE
uma aplicação de domínio  e com valores em , resulta de  que, se E 1.2.41
0ÐBÑ qp , ÐB Ñ E

BpB
8 8−

!

 então, para cada sucessão  de elementos de  com

B pB 0ÐB Ñp , 0ÐBÑ qp ,8 ! 8
BpB

 tem-se . Suponhamos agora que não se tem .
!

Existe assim uma vizinhança  de  tal que para nenhuma vizinhança  deZ , Zw

B 0ÐZ  EÑ § Z 8 −!
w se tenha . Em particular, para cada , considerando a

vizinhança  de , podemos considerar  tal queF ÐB Ñ B B − F ÐB Ñ  E"Î8 "Î8! ! 8 !

0ÐB Ñ Â Z ÐB Ñ E8 8 8−
w. Obtivémos assim uma sucessão  de elementos de  e de

se ter

! Ÿ .ÐB ß B Ñ Ÿ
"

8
8 ! ,

onde  em , deduzimos por enquadramento que  e"
8 ! 8p ! .ÐB ß B Ñp !‘

portanto que  em . No entanto o facto de nenhum dos B pB \ 0ÐB Ñ8 ! 8

pertencer à vizinhança  de  implica que a sucessão  não tem Z , Ð0ÐB ÑÑ ,w
8 8−

como limite. 

As sucessões admitem uma generalização importante em várias aplicações
em que o conjunto de índices  é substituído por um conjunto não vazio
arbitrário  no qual se supõe definida uma relação , que joga o papelN ¤
da relação  no caso de .  
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1.2.58 Vamos chamar  a um conjunto não vazio , no qual seconjunto dirigido N
fixou uma relação, que notaremos usualmente , verificando as seguintes¤
propriedades:

a)
b)
c)

 ;
 Se  e , então ;
 Quaisquer que sejam , existe  tal que  e .

4 ¤ 4

4 ¤ 5 5 ¤ j 4 ¤ j

4ß 5 j j ¤ 4 j ¤ 5

Note-se que se verifica facilmente, por indução, que a seguinte generalização
de c) é válida em qualquer conjunto dirigido :N

c )w  Para cada parte finita  de , existe  tal que      .O N 4 − N a 4 ¤ 5
5−O

É claro que todo o conjunto não vazio, munido de uma ordem total, como 
ou uma parte não vazia arbitrária de , vai ser um conjunto dirigido (para a
propriedade c), dados  e  pode-se tomar para  o maior daqueles dois4 5 j
elementos).
Vamos chamar  de elementos de um conjunto  a todasucessão generalizada \
a família de elementos de , , indexada num conjunto dirigido ;\ ÐB Ñ N4 4−N

dizemos então também que temos uma -sucessão e que  é o termo deN B4

índice  desta. As sucessões usuais serão também chamadas -sucessões.4 
Tal como para as -sucessões, pode por vezes ser conveniente utilizar a
notação funcional para referir uma -sucessão, falando-se então de umaN
N 0 À N Ä \ 0Ð4Ñ 4-sucessão  e referindo  como sendo o termo de índice .

1.2.59 A título de comparação com as relações que definem conjuntos dirigidos,
lembremos que uma relação de  sobre um conjunto  é umaordem parcial N
relação, que notaremos também , que verifique as propriedades:¤

a)
b)
d)

 ;
 Se  e , então ;
 Se  e  então 

4 ¤ 4

4 ¤ 5 5 ¤ j 4 ¤ j

4 ¤ 5 5 ¤ 4 4 œ 5

e que uma  é uma ordem parcial que verifica, a propriedadeordem total
suplementar de quaisquer que sejam  ter que ser  ou .4ß 5 − N 4 ¤ 5 5 ¤ 4
Repare-se que, se  for uma ordem parcial no conjunto , não temos¤ N
necessariamente um conjunto dirigido, uma vez que, apesar de se verificarem
as propriedades a) e b) em , a propriedade c) não é necessariamente1.2.58
verificada. Às ordens parciais que verificam também a propriedade c), e
portanto definem conjuntos dirigidos, dá-se o nome de ordens parciais
filtrantes.
Por outro lado, uma relação  sobre o conjunto  que o defna como¤ N
conjunto dirigido não tem que ser uma relação de ordem parcial, na medida
em que se pode ter  e , sem que se tenha  (isso acontece em4 ¤ 5 5 ¤ 4 4 œ 5
alguns exemplos importantes).

1.2.60 (Maximal e máximo) Seja  é um conjunto dirigido ou um conjuntoN
munido de uma ordem parcial, em ambos os casos com a relação notada . ¤
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Diz-se que um elemento  é  se sempre que  verifica4 − N 4 − N! maximal
4 ¤ 4 4 œ 4 4 − N! ! ! tem-se necessariamente . Diz-se que um elemento  é
máximo se se tem  para todo o . Estas duas noções, de maximal e4 ¤ 4 4 − N!

de máximo, relacionam-se entre si de modo oposto consoante os dois
contextos em que nos podemos colocar:
1) Se  é um conjunto dirigido não pode haver mais que um maximal e umN
elemento maximal  é também máximo.4! 30

2) Se  é uma ordem parcial em  não pode haver mais que um máximo e¤ N
um máximo  é também maximal.4! 31

Em particular, no caso em que  está munido de uma ordem parcial filtrante,N
as noções de máximo e de maximal são equivalentes e ambas gozam da
propriedade de unicidade.
Dem: 1) Suponhamos que  é um maximal do conjunto dirigido  e que  é4 N 4! "

um elemento arbitrário de . Consideremos  tal que  e .N 5 − N 5 ¤ 4 5 ¤ 4! "

Uma vez que  é maximal, vem , e portanto , o que mostra que4 5 œ 4 4 ¤ 4! ! ! "

4 4 5 œ 4! " " é máximo. Além disso, no caso de  também ser maximal, vem , e
portanto , o que mostra que não pode haver mais que um maximal.4 œ 4! "

2) Suponhamos que  é um máximo de  relativamente à ordem parcial .4 N ¤!

Se  verificar  então tem-se também , donde , o que4 − N 4 ¤ 4 4 ¤ 4 4 œ 4! ! !

mostra que  também é maximal. Além disso, se  também for um4 4 − N! "

máximo, tem-se  e portanto, como acabamos de ver, 4 ¤ 4 4 œ 4" ! " !, o que
mostra que não pode haver mais que um maximo. 

No caso das sucessões com  como conjunto de índices o limite apareceu
como o limite em  da função correspondente, associado a uma_
topologia conveniente de , nomeadamente a induzida pela œ  Ö_×
topologia usual de . No caso geral das sucessões generalizadas indexa-‘
das num conjunto dirigido  vamos considerar analogamente uma uniãoN
N  Ö_× mas temos que definir explicitamente qual a topologia que
consideramos nessa união já que não temos um espaço maior que permita
considerar uma topologia induzida.

1.2.61 (A topologia associada a um conjunto dirigido) Seja  um conjuntoN
dirigido, notemos  um elemento não pertencente a  e consideremos o_ N
conjunto . Pode então definir-se uma topologia em , que éN œ N  Ö_× N
a que se considera implicitamente, pela seguinte definição das vizinhanças:
1) Se , as vizinhanças de  são os subconjuntos de  que contêm ;4 − N 4 N 4
2) As vizinhanças de  são os subconjunto de  que contêm, para algum_ N
4 − N N œ N  Ö_×, o conjunto , onde notamos (comparar com 1.2.54)4 4

N œ Ö5 − N ± 5 ¤ 4×4 .

Repare-se que, pela definição da topologia, cada  admite um sistema4 − N

30Embora nada impeça a existência de mais que um máximo.
31Embora nada impeça a existênca de mais que um maximal.
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fundamental de vizinhanças constituído pelo único conjunto  e Ö4× _
admite um sistema fundamental de vizinhanças constituído pelos conjuntos
N 4, em particular, comparando com o referido em , verificamos que, no1.2.54
caso em que N œ , com a relação  usual, a topologia que consideramos 
coincide com a induzida pela de .‘
Tal como já sucedia no caso particular ,  é aderente a .N œ _ N
Dem: Temos que verificar as propriedades das vizinhanças na definição de
topologia em . As propriedades a), b) e c) são de verificação imediata,1.2.1
tal como o é a propriedade d) quando o ponto envolvido é um elemento
4 − N . Verifiquemos a propriedade d), no caso em que o ponto envolvido é
_ Z Z _ 4ß 4 − N: Sejam então  e  vizinhanças de . Consideremos  taisw w

que  e . Considerando  tal que ,N N ¤ 4 4 ¤ 44 4§ Z § Z 4 − N 4w
w ww ww ww w e 

vemos que, para cada  com  tem-se simultaneamente 5 − N 5 5¤ 4 ¤ 4ww  e
5 ¤ 4w e daqui decorre imediatamente que

N N  N4 4 4ww w§ § Z  Z w

e portanto  é também vizinhança de .  Verifiquemos enfim aZ  Z _w 32

propriedade e): Se  é uma vizinhança de um ponto , então  é umaZ 4 − N Ö4×
vizinhança de  e  é vizinhança de todos os pontos de ; Se  é4 Z Ö4× Z
vizinhança de , então o próprio  é também vizinhança de todos os_ Z
elementos de . Quanto ao facto de  ser aderente, isso resulta de queZ _
cada um dos conjuntos N 4 N4 contém pelo menos o elemento  de , e a classe
destes constitui um sistema fundamental de vizinhanças de _Þ 

1.2.62 (Limites de sucessões generalizadas) Sejam  um espaço topológico e\
ÐB Ñ \4 4−N  uma sucessão generalizada de elementos de . Generalizando a
definição dadas no contexto das sucessões usuais, dizemos que um elemento
+ − \ B p+ é limite da sucessão generalizada, e escrevemos  se se tiver4

B qp +4
4p_

, onde encaramos a sucessão generalizada como uma função de

domínio  e  como parte do espaço topológico .N N N
No caso em que  é um espaço de Hausdorff, e portanto sabemos existir\
unicidade do limite, também se usa a notação simplificada , no lugar delimB4

lim
4p_

4B , para designar o limite, no caso em que este existe.

Repare-se que, utilizando a caracterização dos limites em termos de sistemas
fundamentais de vizinhanças (cf. a alínea b) ), constatamos, de modo1.2.27
análogo ao que foi referido para as sucessões usuais e utilizando o sistema
fundamental de vizinhanças de  em  referido em , que se  é um_ N 1.2.61 U+

sistema fundamental de vizinhanças de  no espaço topológico  (por+ \
exemplo a classe de todas as vizinhanças de …  tem-se  se, e só se,+ Ñ B p+4

para cada , existe  tal que  para todo .[ − 4 − N B − [ 4 4U+ ! 4 !¤

32Repare-se que para a validade da propriedade que acabámos de estabelecer foi essencial
a propriedade da relação  referida na alínea c) da definição de conjunto dirigido em¤
1.2.58.
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1.2.63 (O caso em que existe um índice maximal) Suponhamos que o conjunto
dirigido , com a rela , admite maximal . Se  é um espaçoN ¤ 4 \ção !

topológico qualquer sucessão generalizada  admite  como limite.ÐB Ñ B4 4−N 4!

Por este motivo, não são, em geral, muito interessantes as sucessões
generalizadas em que o conjunto dos índices tenha maximal.
Dem: Qualquer que seja a vizinhança  de , vemos que, para cada[ B4!

4 ¤ 4 4 œ 4 B − [! ! 4, tem-se  e portanto . 

1.2.64 (Conjuntos cofinais) a) Seja  um conjunto dirigido, definido pelaN
relação  e consideremos a topologia associada em  (cf.¤ N œ N  Ö_×
1.2.61). Lembrando que os limites de sucessões generalizadas com  comoN
conjunto de índices são encarados como limites de funções definidas em N
quando , são especialmente importantes os subconjuntos 4 _ Np Nw de  tais
que  seja aderente a . Lembrando a caracterização dos pontos_ N w

aderentes que utiliza um sistema fundamental de vizinhanças constatamos
que estes conjuntos, aos quais daremos o nome de , podemconjuntos cofinais
ser caracterizados pela propriedade de, para cada , existir  tal4 − N 4 − Nw w

que  (por outras palavras,  pertença à vizinhança  de ).4 ¤ 4 4 N _w w
4

b) Uma das propriedades dos subconjuntos cofinais  de  é a de que,N Nw

quando munidos da relação  induzida pela de  são ainda conjuntos¤ N
dirigidos (em particular não são vazios). Para além disso, para um tal , aN w

topologia induzida em  pela topologia que consideramosN œ N  Ö_×
w w

em  coincide com a topologia de  que resulta de  ser conjunto dirigido.N N N
w w

Dem: O facto de um conjunto cofinal não ser vazio resulta de que o conjunto
vazio não tem pontos aderentes, em particular não pode ter  como ponto_
aderente. Para vermos que  é ainda um conjunto dirigido reparamos que aN w

validade em  das propriedades a) e b) de  resulta diretamente da suaN w 1.2.58
validade em  e, quanto a c), dados , começamos por considerarN 4ß 5 − N w

j − N j com ¤ 4 j ¤ 5 e  e, seguidamente, pela caracterização dos conjuntos
cofinais, consideramos , reparando que se tem aindaj ¤ jw w w− N j tal que 
jw w¤ 4 j ¤ 5 e . Verifiquemos agora a coincidência da topologia induzida em
N N N 4 − N

w w w pela de  com a que resulta de  ser conjunto dirigido. Se  o facto
de as vizinhanças de  em  para as duas topologias serem as mesmas4 N w

resulta de termos um sistema fundamental de vizinhanças comum,
nomeadamente o constituído pelo único conjunto . Quanto àsÖ4× œ Ö4×  N w

vizinhanças de , começamos por reparar que, se  é vizinhança de_ Z § N
w

_ N para a topologia que resulta de  ser conjunto dirigido, vemos quew

existe  tal que4 − N w

Z ¨ N œ N  N
w w
4 4 ,

e portanto  também é vizinhança de  para a topologia induzida, eZ _
reparamos seguidamente que, reciprocamente, se  é vizinhança de Z _

para a topologia induzida existirá  tal que  e, escolhendo4 − N Z ¨ N  N4
w

4 − N 4 5w w w w com  verificar também ¤ 4 5 ¤ 4 ¤ 4, o facto de cada  implica
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que

N § N  N § Z
w w
4 4w ,

pelo que  é também vizinhança de  para a topologiaZ _  que resulta de N w

ser conjunto dirigido. 

1.2.65 (Exemplo) No caso em que o conjunto dirigido é , com a sua ordem
usual, um subconjunto é cofinal se, e só se, não é majorado ou seja, se, e só
se, é um subconjunto infinito. Este tipo de caracterização dos conjuntos
cofinais não será em geral válido no caso de outros conjuntos dirigidos de
partida.

1.2.66 (Restrições de sucessões generalizadas) Sejam  um espaço topológico,\
ÐB Ñ \ + − \4 4−N  uma sucessão generalizada de elementos de  e . Tem-se
então:
a) Se  tem limite  e ÐB Ñ + N4 4−N

w § N  é um subconjunto cofinal, então a
sucessão generalizada restrição  também tem limite .ÐB Ñ +4 4−N w

b) Se  então 4 − N N œ Ö4 − N ± 4! 4! ¤ 4 ×!  é um subconjunto cofinal e
ÐB Ñ +4 4−N  tem limite  se, e só se, a sucessão generalizada restrição ÐB Ñ4 4−N4!

tiver limite .+
Dem: Tendo em conta as conclusões da alínea b) de , ficamos1.2.64
reduzidos a propriedades gerais dos limites das restrições de funções,
nomeadamente  para a alínea a) e  para a alínea b) (lembrar que1.2.36 1.2.39
N _ N4!  é vizinhança de  em ). 

1.2.67 (O exemplo das famílias somáveis de números reais) Seja  umN
conjunto arbitrário, que irá ter o papel de conjunto de índices, e sobre o qual
não consideramos agora nenhuma relação , e notemos  a classe de¤ ÐN ÑY
todas as partes finitas de , que não é vazia por conter pelo menos a parteN
vazia .g
O conjunto  fica então um conjunto dirigido desde que se defina, paraYÐN Ñ
OßO ¤ Ow w w− ÐN Ñ O Í O ¨ OY , ; Repare-se que, neste caso, temos
mesmo uma ordem parcial e que a propriedade filtrante resulta de que, se O
e  são partes finitas de , então  é também uma parte finitaO N O œ O Ow ww w

de  e verifica .N Oww ww w¤ O O ¤ O e 
Dada uma família  de números reais, podemos associar-lhe umaÐB Ñ4 4−N

sucessão generalizada de elementos de , com  como conjunto de‘ YÐN Ñ
índices, que associa a cada parte finita  de  a O N soma parcial

W œ BO 4

4−O

"
(uma soma finita de números reais; em particular, consideramos ).W œ !g

Dizemos que a família  tem um elemento  como soma se aÐB Ñ + −4 4−N ‘
sucessão generalizada  de elementos de  tiver  como limite.ÐW Ñ +O O− ÐNÑY ‘

Uma tal soma é então única, uma vez que  é um espaço topológico de‘
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Hausdorff e costuma ser designada por

"
4−N

4B ,

notação que não corre risco de ambiguidade já que, quando o conjunto  éN
finito, a soma no sentido anterior existe e é igual à soma finita habitual (cf. o
referido em , um vez que  é então elemento maximal de ).1.2.63 N ÐN ÑY
Dizemos que  é uma  se tiver soma e esta for finita.ÐB Ñ4 4−N família somável
Examinando a caracterização do limite de uma sucessão generalizada referida
em , constatamos que a família  tem soma  se, e só se, para1.2.62 ÐB Ñ +4 4−N

cada vizinhança  de  em  (ou, alternativamente, para cada , ondeZ + Z −‘ U+

U ‘+ é um sistema fundamental de vizinhanças de  em ) existe uma parte+
finita  de  tal que, para cada parte finita  de  com , se tenhaO N O N O ¨ O! !

W − ZO .

A noção de soma de uma família de números reais será estudada mais
adiante, de modo mais aprofundado e num contexto mais geral, na secção
2.3 tendo sido referida neste momento apenas a título de exemplo. Mesmo
assim, parece útil referir três resultados, um aplicando as propriedades
gerais dos limites em  e , outro relacionando a noção de soma1.2.50 1.2.53
da uma família com a de soma duma série e o terceiro examinando um
caso particular em que a soma existe sempre.

1.2.68 (Linearidade e monotonia das somas)
a) A família identicamente  de números reais é somável e com soma .! !
b) Dadas famílias somáveis de números reais ÐB Ñ ÐC Ñ4 4−N 4 4−N e  com somas
, − - − ÐB  C Ñ‘ ‘ e  respetivamente, a família  é somável e com soma4 4 4−N

,  - + − Ð+ ‚ B Ñ + ‚ , e, para cada , a família  é somável e com soma .‘ 4 4−N

c)  e  com somas  eDadas famílias de números reais ÐB Ñ ÐC Ñ , −4 4−N 4 4−N ‘

- − B Ÿ C 4 , Ÿ -‘ respetivamente e com  para cada , tem-se . Em4 4

particular, se  para cada  então .! Ÿ C 4 ! Ÿ -4

Dem: a) Temos uma consequência de todas as somas parciais finitas serem
iguais a .!
b) Temos uma consequência das propriedades algébricas dos limites exami-
nadas em  uma vez que para cada parte finita  tem-se1.2.50 O § N

" " " " "
4−O 4−O 4−O 4−O 4−O

4 4 4 4 4 4ÐB  C Ñ œ B  C + ‚ B œ + ‚ B, .

c) Temos uma consequência de , uma vez que, para cada parte finita1.2.53
O § N  tem-se

" "
4−O 4−O

4 4B Ÿ C . 
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1.2.69 (Séries e famílias somáveis)  Suponhamos que o conjunto dos índices  éN
numerável e seja : À Ä N ÐB Ñ uma aplicação bijetiva. Se uma família 4 4−N

admite  como soma, no sentido referido em , então a série+ − ‘ 1.2.67

"
8œ"

_

Ð8ÑB:

tem também soma , no sentido que, sendo  as somas parciais,+ W œ B8 :
:œ"

8! :( )

a -sucessão  tem limite . Podemos assim escrever ÐW Ñ +8 8−

" "
4−N

4 8

8œ"

_

B œ B:( ),

sempre que o primeiro membro faça sentido.
Em particular, se a família é somável, então a série é convergente.33

Dem: Reparemos que as somas parciais , utilizadas para definir a soma daW8

série, são um caso particular das somas parciais  referidas em , maisWO 1.2.67
precisamente, tem-se

W œ W8 Ö Ð"Ñß Ð#Ñßáß Ð8Ñ×: : : .

Dito de outro modo, e encarando as famílias como funções, a função  ‘Ä
que a  associa  é a composta da aplicação  que a  associa8 W Ä ÐNÑ 88  Y
Ö Ð"Ñß Ð#Ñßá ß Ð8Ñ× ÐN Ñ Ä O W: : : Y ‘ com a função  que a  associa .O

Tendo em conta o resultado sobre o limite da função composta estabelecido
em . podemos concluir a asserção do enunciado desde que mostremos1.2.41
que a função  que referimos tem limite  quando . YÄ ÐNÑ _ 8p_
Ora, isso resulta de que, se  é finito, podemos considerar O § N 8 −! 
maior ou igual a todos os elementos de  (por exemplo o máximo de:"ÐFÑ
: : : :"ÐFÑ F Á g Ö Ð"Ñß Ð#Ñßá ß Ð8Ñ× ¨ O quando ) e então tem-se , para
cada .8   8! 

1.2.70 (Somas de reais positivos)  Sejam  um conjunto de índices e, para cadaN
4 − N B − B   !,  com . Tem-se então:4 4‘

a) A família  admite uma soma , igual ao supremo deÐB Ñ + − Ò!ß_Ó4 4−N

todas as somas finitas  com .W O − ÐN ÑO Y
b) Se  for um subconjunto arbitrário, tem-seN § Nw

" "
4−N 4−N

4 4
w

B Ÿ B .

Dem: Uma vez que se tem  para cada  o supremo  destasW   ! O − ÐN Ñ +O Y

33Pelo contrário, se a série for convergente não podemos garantir que a família seja
somável. Essa questão será mais bem esclarecida quando fizermos na secção  um2.3
estudo mais profundo, e num contexto mais geral, das famílias somáveis (cf. o exercício
2.3.1).
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somas é efetivamente um elemento de . Para verificar que  é limiteÒ!ß_Ó +
da sucessão generalizada  tratamos separadamente os casos emÐW ÑO O− ÐNÑY

que  e em que . No primeiro caso consideramos o sistema+  _ + œ _
fundamental de vizinhanças de  constituído pelos ;+ Z Ð+Ñ œ Ó+  <ß +  <Ò<

Dado um tal , podemos considerar  tal que  e<  ! O − ÐN Ñ W  +  <! OY
!

então, para cada  com , tem-se  eO − ÐN Ñ O ¨ O W Ÿ +  +  <Y ! O

W   W  +  < W − Z Ð+ÑO O O <!
  e portanto . No segundo caso, ainda mais34

simples, consideramos o sistema fundamental de vizinhanças de _
constituído pelos ; Dado um tal , podemos considerarÓVß_Ó V − ‘
O − ÐN Ñ W  V O − ÐN Ñ O ¨ O! O !Y Y tal que  e então, para cada  com ,

!

tem-se , isto é, . A conclusão de b) resulta deW   W  V W − ÓVß_ÓO O O!

que se  então qualquer parte finita de  de  é também uma parteN § N O Nw w w

finita de  e portanto o primeiro membro é o supremo dum subconjuntoN
daquele cujo supremo é o segundo membro. 

Voltamos agora ao contexto das sucessões generalizadas.

1.2.71 (Produto cartesiano de conjuntos dirigidos — sucessões duplas)
Dados dois conjuntos dirigidos  e , verifica-se muito facilmente que oN N" #

produto cartesiano N" ‚ N# fica também um conjunto dirigido quando se
considera a relação ¤  definida por

Ð4 ß 4 Ñ ¤ Ð5 ß 5 Ñ Í 4 ¤ 5 • 4 ¤ 5" # " # " " # #

(é esta a que se considera sempre que outra não seja explicitada). Repare-se
que se as relações em  e em  forem ambas ordens parciais, o mesmoN N" #

acontece à relação associada em N" ‚ N# mas que, mesmo que as relações em
N N" # e em  sejam ordens totais, não se pode garantir que a relação
correspondente em  seja uma ordem total (pensar, por exemplo, emN ‚ N# #

 ‚ Ð#ß "Ñ onde não se tem ¤ Ð"ß #Ñ Ð"ß #Ñ ¤ Ð#ß "Ñ nem , embora exista um
par, por exemplo , que verifica  e ).Ð#ß #Ñ ¤ Ð"ß #Ñ Ð#ß #Ñ ¤ Ð#ß "ÑÐ#ß #Ñ
Ás sucessões generalizadas  de elementos de um conjuntoÐB ÑÐ7ß8Ñ Ð7ß8Ñ− ‚ 

\ é costume dar-se o nome de .sucessões duplas

1.2.72 (O conjunto dirigido das vizinhanças de um ponto) Sejam  um\
espaço topológico e . O conjunto  das vizinhanças de  fica então+ − \ +i+

um conjunto dirigido quando se considera a ordem parcial  (que é a que¤
fica implícita) definida por

Z ¤ [ Í Z § [Þ 35

Além disso, se, para cada  se escolher um elemento , aZ − B − Zi+ Z

sucessão generalizada  de elementos de  tem limite .ÐB Ñ \ +Z Z −i+

34Para a primeira desigualdade é que é importante o facto de se ter .B   !4
35Talvez parecesse mais natural pôr  mas não é essa a relação que temZ ¤ [ Í Z ¨ [
interesse considerar.
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Dem: O facto de termos uma ordem parcial, em particular de se verificarem
as propriedades nas alíneas a) e b) de , resulta trivialmente de a relação1.2.58
de inclusão entre conjuntos (a oposta desta) ser uma relação de ordem
parcial. Quanto à propriedade c), basta repararmos que, se ,Z ß Z −w +i
também  e tem-se  e , por outrasZ  Z − Z  Z § Z Z  Z § Zw w w w

+i
palavras,  e . Suponhamos agora que temos umsZ  Z Z Z  Z Zw w w¤ ¤
sucessão generalizada ÐB Ñ \ B − ZZ Z − Zi+

 de elementos de  tal que . Dada
uma vizinhança arbitrária  de , podemos considerar essa vizinhança comoZ +
índice da sucessão generalizada e constatamos que, para cada  com[ − i+

[ ¤ Z [, isto é, com § Z B − [ B − Z, tem-se , e portanto também ,[ [

o que prova que a sucessão generalizada admite  como limite.+ 

O exemplo precedente permite estender aos espaços topológicos as carac-
terizações de tipo Heine dos pontos aderentes e dos limites de funções,
válidas no contexto dos espaços métricos (cf.  e ) e, mais1.2.56 1.2.57
geralmente no dos espaços de tipo contável (cf. o exercício  no fim1.2.4
da secção). Para isso temos que substituir as referências a sucessões inde-
xadas nos naturais por referências a sucessões generalizadas (que, eviden-
temente, incluem aquelas).

1.2.73 (Caracterização tipo Heine dos pontos aderentes num espaço topoló-
gico) Sejam  um espaço topológico, \ E § \ B − \ e . Tem-se então que!

B E ÐB Ñ! 4 4−N é aderente a  se, e só se, existir uma sucessão generalizada  de
elementos de  tal que .E B pB4 !

Dem: Lembrando que uma sucessão generalizada de elementos de  não éE
mais do que uma aplicação de domínio  e com valores em , o facto de aN E
existência de uma tal sucessão generalizada com limite  implicar que  éB B! !

aderente a  é uma consequência de . Suponhamos, reciprocamente,E 1.2.40
que  é aderente a . Vamos obter uma sucessão generalizada de elementosB E!

de  com limite  tomando como conjunto dirigido de índices o conjuntoE B!

iB B \! ! das vizinhanças de  em (é por esse motivo que não podemos
enunciar este resultado em termos de -sucessões). Para isso, para cada
Z − Z  E Á giB!

, tiramos partido do facto de se ter  (cf. ) para1.2.8
escolher um elemento . Obtemos assim uma sucessãoB − Z  EZ

generalizada  de elementos de  que, como se viu em , temÐB Ñ EZ Z −i+
1.2.72

limite .B! 

1.2.74 (Corolário — Os limites das sucessões generalizadas determinam a
topologia) Seja  um conjunto sobre o qual consideramos duas topologias.\
Tem-se então:
a)  A primeira topologia é mais fina que a segunda se, e só se, quaisquer que
sejam  e a sucessão generalizada de elementos de  com limite ,B − \ \ B! !

para a primeira topologia, essa sucessão generalizada também tem limite B!

para a segunda.
b) Em particular, as duas topologias coincidem se, e só se, para cada ,B − \!
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as sucessões generalizadas de elementos de  com limite  para a primeira\ B!

topologia coincidem com as que têm limite  para a segunda.B!
36

Dem: Comecemos por supor que a primeira topologia é mais fina que a
segunda. Lembrando que os limites de uma sucessão generalizada são casos
particulares dos limites de aplicações, decorre da alínea a) de  que toda1.2.42
a sucessão generalizada com  limite  para a primeira topologia tem tambémB!

limite  para a segunda. Reciprocamente se sempre que  para aB B pB! 4 !

primeira topologia também  para a segunda, concluímos de ,B pB4 ! 1.2.73
que para cada  os pontos aderentes a  para a primeira topologiaE § \ E
também são aderentes a  para a segunda e portanto, por , a primeiraE 1.2.12
topologia é mais fina que a segunda. 

1.2.75 (Caracterização tipo Heine dos limites envolvendo espaços topoló-
gicos) Sejam  um espaço topológico, \ E § \ B − \ E e  aderente a .!

Sejam  um espaço topológico,  e  uma aplicação. Então] , − ] 0ÀE Ä ]
0ÐBÑ qp , ÐB Ñ

BpB
4 4−N

!

 se, e só se, qualquer que seja a sucessão generalizada  de

elementos de  com  tem-se .E B pB 0ÐB Ñp ,4 ! 4

Dem: Lembrando que uma sucessão generalizada de elementos de  não éE
mais do que uma aplicação com um conjunto dirigido  como domínio eN
com valores em , resulta de  que, se   então, para cadaE 0ÐBÑ qp ,1.2.41

BpB!

sucessão generalizada  de elementos de  com  tem-seÐB Ñ E B pB4 4−N 4 !

0 ÐB Ñp , 0ÐBÑ qp ,4
BpB

. Suponhamos agora que não se tem . Existe assim uma
!

vizinhança  de  tal que para nenhuma vizinhança  de  se tenhaZ , Z Bw
!

0ÐZ  EÑ § Z w. Podemos assim considerar como conjunto dirigido de
índices o conjunto  das vizinhanças de  em  e definir uma sucessãoiB B \! !

generalizada  de elementos de  escolhendo, para cada ,ÐB Ñ E Z −Z Z − BiB !!
i

um elemento  tal que . Tendo em conta  estaB − Z  E 0ÐB Ñ Â ZZ Z
w 1.2.72

sucessão generalizada tem limite  e, no entanto, a sucessão generalizadaB!

Ð0ÐB ÑÑ ,Z Z −iB!
 não tem  como limite, por nenhum dos seus termos pertencer

à vizinhança  de .Z ,w 

Vamos terminar esta secção examinando dois exemplos de topologia em
espaços funcionais. Por uma questão de comodidade e de compatibilidade
que o que fizemos na secção 1 no contexto dos espaços métricos, encara-
remos as funções de domínio  como famílias indexadas em , com aM M
mudança de notação habitual resultante deste ponto de vista. O leitor
facilmente adaptará o que dissermos no caso em que for conveniente usar
a notação habitual ligada às funções.

36Em linguagem mais sugestiva, a topologia mais fina é a que tem menos sucessões gene-
ralizadas convergentes e duas topologias coincidem se tiverem as mesmas sucessões
generalizadas convergentes.
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1.2.76 (A topologia da convergência uniforme) Sejam  um conjunto nãoM
vazio e  um espaço métrico e notemos  o conjunto de todas as\ E:ÐMß\Ñ
aplicações , aplicações essas que, por comodidade, serão encaradasM Ä \
como famílias . Para cada  em  e cada , notemosÐB Ñ Ð+ Ñ E:ÐMß\Ñ <  !3 3−M 3 3−M

Uw
< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ œ ÖÐB Ñ − E:ÐMß\Ñ ± a .ÐB ß + Ñ  <×3 3−M 3 3

3−M
, 37

conjunto que contém, em particular, o elemento . Podemos entãoÐ+ Ñ3 3−M

definir uma topologia em , dita E:ÐMß\Ñ topologia da convergência
uniforme, pela condição de as vizinhanças de um elemento  seremÐ+ Ñ3 3−M

exatamente os subconjuntos de  para algumE:ÐMß\Ñ que contêm Uw
< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ

<  !. Com esta topologia, E:ÐMß\Ñ é um espaço de Hausdorff.
É claro que, pela própria definição da topologia, para cada  a classeÐ+ Ñ3 3−M

dos  com  constitui um sistema fundamental de vizinhançasUw
< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ <  !

de .Ð+ Ñ3 3−M

Dem: Temos que verificar as propriedades das vizinhanças na definição de
topologia em . As propriedades a), b) e c) são de verificação imediata.1.2.1
Quanto a d), se  e  são vizinhanças de , podemos considerar H Hw

3 3−MÐ+ Ñ <  !
e  tais que  e  e, sendo então  o<  ! ÐÐ+ Ñ Ñ § ÐÐ+ Ñ Ñ § <  !w w w w ww

< 3 3−M 3 3−M<U UH Hw

menor dos dois números  e , tem-se , o que mostra< < ÐÐ+ Ñ Ñ § w w w
< 3 3−MU ww H H

que  é também uma vizinhança de . Verifiquemos enfim aH H Ð+ Ñw
3 3−M

propriedade e), para o que, dada uma vizinhança  de , considermosH Ð+ Ñ3 3−M

<  ! ÐÐ+ Ñ Ñ § tal que  e experimentamos tomar para  a vizinhançaUw w
< 3 3−M H H

Uw w
<Î# 3 3−M 3 3−M 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ Ð+ Ñ ÐB Ñ de . Ora, para cada  em  tem-seH

U Uw w
<Î# 3 3−M 3 3−M<ÐÐB Ñ Ñ § ÐÐ+ Ñ Ñ § H,

e portanto  é vizinhança de , visto que, para cada   emH ÐB Ñ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M

Uw
<Î# 3 3−MÐÐB Ñ Ñ 3 − M, tem-se para todo o 

.Ð+ ß C Ñ Ÿ .Ð+ ß B Ñ  .ÐB ß C Ñ   œ <
< <

# #
3 3 3 3 3 3 .

Para verificar que E:ÐMß\Ñ é um espaço de Hausdorff, consideremos dois
elementos distintos  e  de . Existe assim  tal queÐ+ Ñ Ð, Ñ E:ÐMß\Ñ 3 − M3 3−M 3 3−M !

+ Á , <  !3 3! !
 e portanto, como referido em 1.1.23, podemos considerar  tal

que as bolas abertas  e  não tenham nenhum elemento comum.F Ð+ Ñ F Ð, Ñ< 3 < 3! !

Daqui decorre que as vizinhanças U Uw w
< <3 3−M 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ ÐÐ, Ñ Ñ e  dos elementos

Ð+ Ñ Ð, Ñ3 3−M 3 3−M e  respetivamente também não têm elementos comuns, já que

37Repare-se que, em geral, e apesar da notação, este conjunto não é uma bola, até porque
não estamos a considerar uma métrica em ; Em  foi definida uma métricaE:ÐMß\Ñ 1.1.20
mas apenas no subconjunto  de  constituído pelas aplicações limitadas.ÐMß\Ñ E:ÐMß\Ñ
Apesar do que referimos, podemos reparar que os conjuntos  vão ter um papelUw

< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ
na definição da topologia semelhante ao das bolas abertas na definição da topologia dum
espaço métrico.



64 Cap. 1. Topologia Geral

se  estivesse em ambas as vizinhanças teria que ser, em particularÐB Ñ3 3−M

B −3! F Ð+ Ñ  F Ð, Ñ< 3 < 3! !
. 

1.2.77 (Comparação com a métrica  em ). ÐMß\Ñ_   Sejam  um conjuntoM
não vazio e  um espaço métrico e consideremos em  a topologia\ E:ÐMß\Ñ
da convergência uniforme. Lembremos que no subconjunto  deÐMß\Ñ
E:ÐMß\Ñ, constituído pelas aplicações limitadas, está definida uma métrica
._ por

. ÐÐB Ñ ß ÐC Ñ Ñ œ .ÐB ß C Ñ_ 3 3−M 3 3−M 3 3
3−M
sup

(cf. ). Tem-se então:1.1.20
a) A topologia de ÐMß\Ñ . associada à métrica  coincide com a topologia_

induzida pela topologia da convergência uniforme de .E:ÐMß\Ñ
b) No caso em que o próprio espaço métrico  é limitado e naquele em que\
o conjunto não vazio  é finito tem-se , em particular aM ÐMß\Ñ œ E:ÐMß\Ñ
métrica  está definida em  e define aí a topologia da conver-. E:ÐMß\Ñ_

gência uniforme.
Dem: Suponhamos que  é uma vizinhança de  em H Ð+ Ñ3 3−M ÐMß\Ñ para a
topologia associada à métrica . Existe assim  tal que  contenha a. <  !_ H
bola aberta de centro  e raio  de  para a métrica .Ð+ Ñ < ÐMß\Ñ .3 3−M _
Considerando então a vizinhança  de  para aU w

<Î# 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ  ÐMß\Ñ Ð+ Ñ3 3−M

topologia induzida pela da convergência uniforme, vemos que

U w
<Î# 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ  §ÐMß\Ñ H,

e portanto  é também vizinhança de  para a topologia induzida pelaH Ð+ Ñ3 3−M

da convergência uniforme, visto que, se ,ÐB Ñ − ÐMß\Ñ3 3−M U w
<Î# 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ 

tem-se  para todo o , donde.ÐB ß + Ñ  33 3
<
#

. ÐÐ+ Ñ_ 3 3−M 3 3−Mß ÐB Ñ Ñ Ÿ  <
<

#

e .ÐB Ñ −3 3−M H
Suponhamos, reciprocamente, que H é uma vizinhança de  emÐ+ Ñ3 3−M

ÐMß\Ñ para a topologia induzida pela da convergência uniforme. Podemos
então considerar  tal que <  ! ÐMß\ÑU w

< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ  § H (cf. a alínea c) de
1.2.21), em particular cada  na bola aberta de  de centroÐB Ñ3 3−M ÐMß\Ñ
Ð+ Ñ < 33 3−M  e raio , para o qual se tem necessariamente, para cada ,

.Ð+ ß B Ñ Ÿ . Ð3 3 _ Ð+ Ñ3 3−M 3 3−Mß ÐB Ñ Ñ  <,

verifica

ÐB Ñ − ÐÐ+ Ñ Ñ  §3 3−M 3 3−M
w
<U ÐMß\Ñ H,

o que mostra que  é também vizinhança de  em H Ð+ Ñ3 3−M ÐMß\Ñ para a
topologia associada à métrica .._
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Ficou assim justificada a conclusão de a) e, quanto a b), tudo o que temos é
que reparar que, quando  é limitado, qualquer subconjunto de  é limitado\ \
e portanto também qualquer aplicação com valores em  é limitada e que,\
quando  é finito, a imagem de qualquer aplicação de domínio  é tambémM M
finita, e portanto limitada. 

A conclusão da alínea b) de  mostra em particular que quer no caso1.2.77
em que  é finito como naquele em que  é limitado a topologia daM \
convergência uniforme de  é metrizável. Vamos verificar deE:ÐMß\Ñ
seguida que a mesma conclusão pode ser tirada sem fazer qualquer dessas
hipóteses, à custa de utilizar convenientemente uma métrica modificada
em . Começamos por enunciar um lema onde a modificação referida é\
introduzida.

1.2.78 (Lema da métrica cortada superiormente) Seja  um espaço métrico,\

com a métrica . Pode então definir-se em  uma nova métrica por. \ .w 

. ÐBß CÑ œ Ö"ß .ÐBß CÑ×w min . 38

A métrica define a mesma topologia que a métrica  e  com a métrica . . \ .w w

é um espaço métrico limitado (independentemente de  o ser ou não\
relativamente à métrica ).  Como propriedade fundamental relacionando as. 39

duas métricas temos que, sempre que  tem-se!  Ÿ "$

. ÐBß CÑ  Í .ÐBß CÑ w $ $.

Dem: Comecemos por reparar que  tanto no caso em que.wÐBß CÑ   ! e que
.ÐBß CÑ  " . ÐBß CÑ  " . como naquele em que  tem-se w wÐBß CÑ œ .ÐBß CÑ,
propriedade que implica, em particular, a propriedade fundamental referida
no enunciado assim como implica que  e que  sempre. ÐBß BÑ œ ! B œ Cw

. ÐBß CÑ œ !w , por as correspondentes propriedades serem válidas para a
métrica . É também imediato que , por a correspondente. . ÐBß CÑ œ . ÐCß BÑw w

propriedade ser válida para a métrica . Reparemos agora que, dados pontos.
Bß Cß D − \ .ÐBß CÑ  " .ÐCß DÑ  ", vem, no caso em que  e ,

. ÐBß DÑ Ÿ .ÐBß DÑ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ œ . ÐBß CÑ  . ÐCß DÑw w w

e, no caso em que  ou , também  ou.ÐBß CÑ   " .ÐCß DÑ   " . ÐBß CÑ   "w

. ÐCß DÑ   "w  donde

. ÐBß DÑ Ÿ " Ÿ . ÐBß CÑ  . ÐCß DÑw w w ,

em ambos os casos sendo assim válida a desigualdade triangular. Uma vez
que se tem sempre , vemos que  é limitado relativamente à. ÐBß CÑ Ÿ " \w

38Esta métrica já foi encontrada por quem resolveu o exercício .1.1.10
39Em particular resulta deste lema que a noção de conjunto limitado não é uma noção
topológica.
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métrica . Reparamos por fim que, dados  e  a propriedade. + − \ !  <  "w

fundamental referida no enunciado implica que as bolas abertas  paraF Ð+Ñ<

as duas métricas coincidem pelo que por estas constituirem sistemas
fundamentais de vizinhanças para as topologias associadas às duas métricas
(cf. o referido na alínea a) de ) as duas topologias coincidem.1.2.6 

1.2.79 (Metrizabilidade da topologia da convergência uniforme) Sejam  umM
conjunto não vazio de índices e  um espaço métrico. Tem-se então que\
existe uma métrica em  cuja topologia associada é a da conver-E:ÐMß\Ñ
gência uniforme.
Dem: Consideremos em , além da sua métrica original, também a métrica\
. \ \w w referida no lema 1.2.78 e notemos  o espaço  quando consideramos a
métrica . Reparemos que, pela propriedade fundamental referida nesse.w

lema, para cada  em  e cada  os conjuntosÐ+ Ñ E:ÐMß\Ñ !  <  "3 3−M

Uw w
< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ . . (na notação em ) associados às duas métricas  e 1.2.76

coincidem, pelo que, uma vez que aqueles conjuntos constituem
evidentemente também sistemas fundamentais de vizinhanças de  paraÐ+ Ñ3 3−M

as topologias da convergência uniforme associadas, podemos concluir que
estas coincidem.  Basta agora repararmos que, uma vez que  é um espaço40 \w

métrico limitado, a topologia da convergência uniforme de
E:ÐMß\ Ñ œ E:ÐMß\Ñw  é metrizável, pelo referido na alínea b) de .1.2.77 

Como referido na nota de pé de página , em geral duas métricas em 40 \
podem definir a mesma topologia sem que as topologias da convergência
uniforme de  coincidam. O resultado a seguir mostra que esseE:ÐMß\Ñ
“fenómeno” deixa de ser possível se considerarmos métricas Lips-
chitz-equivalentes (note-se que não é isso que sucede com as métricas  e.
.w utilizadas na definição precedente).

1.2.80 (Lipschitz-invariância da topologia da convergência uniforme) Sejam
. . e s \ M duas métricas Lipschitz-equivalentes sobre um conjunto  e  um
conjunto não vazio. Coincidem então em E:ÐMß\Ñ as topologias da
convergência uniforme associadas às métricas  e . .s.
Dem:  e  tais que, quaisquer que sejam ,Q  ! Q  ! Bß C − \s

.ÐBß CÑ Ÿ Q .ÐBß CÑ .ÐBß CÑ Ÿ Q .ÐBß CÑs ss, .

Seja Ð+ Ñ −3 3−M E:ÐMß\Ñ <  ! e notemos, para cada ,

40Note-se que o simples facto de as métricas  e  definirem a mesma topologia em . . \w

não implicaria, por si só, que as topologias da convergência uniforme associadas tivessem
que coincidir: A definição da topologia da convergência uniforme em  baseia-seE:ÐMß\Ñ
de modo essencial na métrica de  e não apenas na sua topologia, como podemos\
concluir do exemplo no exercício  adiante.1.2.22
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U

U

w
< 3 3−M 3 3−M

w

< 3 3−M 3 3−M

ÐÐ+ Ñ Ñ œ ÖÐB Ñ −

s ÐÐ+ Ñ Ñ œ ÖÐB Ñ − s

E:ÐMß\Ñ ± a .Ð+ ß B Ñ  <×

E:ÐMß\Ñ ± a .Ð+ ß B Ñ  <×

3
3 3

3
3 3

 ,

 .

Reparemos agora que se tem

U Uw w
<ÎQ 3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3−M

w w

< <ÎQ <sÐÐ+ Ñ Ñ § ÐÐ+ Ñ Ñ ÐÐ+ Ñ Ñ § ÐÐ+ Ñ Ñs sU U, ,

visto que se ÐB Ñ −3 3−M Uw
<ÎQ 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ 3 vem para cada 

.Ð+ ß B Ñ Ÿ Q .Ð+ ß B Ñ  Q œ <s <

Q
3 3 3 3 ,

donde  e que  vem para cadaÐB Ñ − ÐB Ñ −3 3−M 3 3−MU Us sÐÐ+ Ñ Ñ ÐÐ+ Ñ Ñ
w w

< <ÎQ3 3−M 3 3−Ms se 
3

.Ð+ ß B Ñ Ÿ Q .Ð+ ß B Ñ  Q œ <s ss <

Qs
3 3 3 3 ,

donde . Constatamos agora que se ÐB Ñ − E:ÐMß\Ñ3 3−M Uw
< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ §H  for

vizinhança de  para a topologia da convergência uniforme associada aÐ+ Ñ3 3−M

. <  ! então existe  tal que H U¨ ÐÐ+ Ñ Ñw
< 3 3−M  e então, por ser também

H H¨ ÐÐ+ Ñ Ñ Ð+ ÑsU
w

<ÎQs 3 3−M 3 3−M,  é vizinhança de  para a topologia da

convergência uniforme associada a  e, analogamente, que se . §s H E:ÐMß\Ñ
for vizinhança de  para a topologia da convergência uniformeÐ+ Ñ3 3−M

associada a  então existe  tal que . <  !s ¨ ÐÐ+ Ñ ÑsH U
w

< 3 3−M  e então, por ser
também ,  é vizinhança de  para a topologia daH H¨ ÐÐ+ Ñ Ñ Ð+ ÑUw

<ÎQ 3 3−M 3 3−M

convergência uniforme associada a . Fica assim justificado que as.
vizinhanças de cada  para as duas topoliogias da convergênciaÐ+ Ñ3 3−M

uniforme são as mesmas e portanto que estas topologias coincidem. 

1.2.81 (Limites na topologia da convergência uniforme) Sejam  um conjuntoM
não vazio e  um espaço métrico e consideremos em  a topologia\ E:ÐMß\Ñ
da convergência uniforme. Sejam  um espaço topológico, ] F § ] C − ], !

aderente a  e ção e consideremos as aplica-F 0ÀF Ä E:ÐMß\Ñ uma aplica
ções associadas  (as  de ) definidas pela condição de0 ÀF Ä \ 03 coordenadas
se ter, para cada ,C − F

0ÐCÑ œ Ð0 ÐCÑÑ3 3−M .

Dado  em  se, e só se,Ð+ Ñ 0ÐCÑ qp Ð+ Ñ3 3−M 3 3−M
C p C

E:ÐMß\Ñ, tem-se então que 
!

qualquer que seja , existe uma vizinhança  de  em  tal que, para$  ! Z C ]!

cada  e cada , . Em particular, no caso em queC − Z  F 3 − M 0 ÐCÑ − F Ð+ Ñ3 3$

0ÐCÑqp Ð+ Ñ 0 ÐCÑqp + 3 − M
CpC C pC

3 3−M 3 3
! !

, tem-se também  para cada  e, quando 

queremos explicitar que temos um limite para a topologia da convergência
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uniforme também dizemos que  .0 ÐCÑqp +3 3
C p C!

uniformemente

Dem: Temos uma consequência direta da caracterização dos limites em
termos de sistemas fundamentais de vizinhanças (cf. a alínea b) de ) se1.2.27
considerarmos o sistema fundamental de vizinhanças de  em Ð+ Ñ E:ÐMß\Ñ3 3−M

constituído pelos  e se repararmos que  se, e sóU Uw w
3 3−M 3 3−M$ $ÐÐ+ Ñ Ñ 0ÐCÑ − ÐÐ+ Ñ Ñ

se,  para todo o .0 ÐCÑ − F Ð+ Ñ 3 − M3 3$ 

Repare-se que, como referido no resultado precedente, quando uma apli-
cação  tem limite  quando  então também0 ÀF Ä E:ÐMß\Ñ Ð+ Ñ C C3 3−M !p
cada coordenada  tem limite  quando  mas podemos0 ÀF Ä \ + C C3 3 !p
afirmar mais do que isso: Dado , conseguimos encontrar uma$  !
vizinhança  de  em , a mesma para todos os índices , tal que sempreZ C ] 3!

que  se tenha  para todo o . É esta “uniformi-C − Z  F 0 ÐCÑ − F Ð+ Ñ 33 3$

dade” que está na origem do nome da topologia da convergência
uniforme. Somos assim levados a levantar a questão da existência de uma
topologia em  para a qual a existência de limite  de umaE:ÐMß\Ñ Ð+ Ñ3 3−M

função  quando  seja equivalente à existência de0 À ] Ä E:ÐMß\Ñ C Cp !

limite  para cada coordenada  quando , sem nenhuma+ 0 ÀF Ä \ C C3 3 !p
exigência de uniformidade. Vamos ver que é esse o caso, mesmo que
suponhamos que  é simplesmente um espaço topológico, sem nenhuma\
métrica na sua definição. Repare-se que, lembrando que os limites das
sucessões generalizadas são casos particulares dos limites de funções,
decorre de  que não pode haver mais que uma topologia em1.2.74
E:ÐMß\Ñ com a propriedade requerida pelo que, por mais artificial que
pareça a topologia que vamos definir, não existirá decerto outra mais
simples…

1.2.82 (A topologia da convergência simples) Sejam  um conjunto não vazioM
e  um espaço topológico e consideremos o conjunto  de todas as\ E:ÐMß\Ñ
aplicações , aplicações essas que, por comodidade, serão encaradasM Ä \
como famílias . Pode então definir-se uma topologia em  (aÐB Ñ E:ÐMß\Ñ3 3−M

topologia da convergência simples) pela condição de um subconjunto de
E:ÐMß\Ñ Ð+ Ñ ser vizinhança de um elemento  se, e só se, contiver algum3 3−M

conjunto do tipo

Uh œ ÖÐB Ñ ± a B − Y ×3 3−M 3 3
3
 ,

com  família de subconjuntos de  tal que cada   é vizinhançah œ ÐY Ñ \ Y3 3−M 3

de  e que seja finito o conjunto dos índices  com . No caso em que+ 3 Y Á \3 3

o espaço  é de Hausdorff, o mesmo acontece a , com a topologia\ E:ÐMß\Ñ
da convergência simples.
É claro que, pela própria construção da topologia, para cada  emÐ+ Ñ3 3−M

E:ÐMß\Ñ œ ÐY Ñ a classe dos conjuntos  nas condiU hh  com ções atrás3 3−M

referidas constitui um sistema fundamental de vizinhanças de .Ð+ Ñ3 3−M

Sejam  um espaço topológico, ] F § ] C − ] F,  aderente a  e!

0 ÀF Ä E:ÐMß\Ñ uma aplicação e consideremos as aplicações associadas
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0 ÀF Ä \ 03  (as  de ) definidas pela condição de se ter, paracoordenadas
cada ,C − F

0ÐCÑ œ Ð0 ÐCÑÑ3 3−M .

Dado em-se então que , relativamente àÐ+ Ñ − 0ÐCÑqp Ð+ Ñ3 3−M 3 3−M
C p C

E:ÐMß\Ñ, t
!

topologia da convergência simples se, e só se,  para todo o .0 ÐCÑqp + 3 − M3 3
C p C!

Dem: Comecemos por reparar que para cada família  nas condições atrásh
referidas, em relação ao ponto , o conjunto  contém pelo menos oÐ+ Ñ3 3−M Uh
elemento . Para mostrarmos que ficou definida uma topologia emÐ+ Ñ3 3−M

E:ÐMß\Ñ temos que verificar as propriedades das vizinhanças na definição
de topologia em . As propriedades a), b) e c) são de verificação1.2.1
imediata. Quanto a d), se  e  são vizinhanças de , podemosH Hw

3 3−MÐ+ Ñ
considerar famílias ções referidas taish hœ ÐY Ñ œ ÐY Ñ3 3−M 3−M3 e  nas condiw w

que  e ; sendo  e  as partes finitas de  constituídasU Uh h§ § O O MH Hw
w w

respetivamente pelos índices  tais que  e tais que , então está3 Y Á \ Y Á \3
w
3

contido em , e é portanto finito, o conjunto dos índices  tais queO O 3w

Y  Y Á \ œ ÐY  Y Ñ3 3 3−M
w ww w
3 3 pelo que podemos considerar a família  queh

ainda verifica as condições referidas e para a qual se tem , oU H Hh ww §  w

que garante que  é também uma vizinhança de . VerifiquemosH H Ð+ Ñw
3 3−M

enfim a propriedade e), para o que partimos de uma vizinhança  de  eH Ð+ Ñ3 3−M

consideramos uma família  com cada  vizinhança de  e queh œ ÐY Ñ Y +3 3−M 3 3

seja finito o conjunto  dos  com , família essa para a qual seO 3 − M Y Á \3

tenha . Para cada  consideremos uma vizinhança  de  talU Hw w
3 3h § 3 − O Y +

que  seja também vizinhança de todos os pontos de  e para cadaY Y3
w
3

3 − M Ï O Y œ \ consideremos . Podemos então considerar a famíliaw
3

Y œ ÐY Ñ Ð+ Ñw w
3 3−M 3 3−M e a correspondente vizinhança  de  é tal que  éU Hh w

também vizinhança de  para todos os elementos  de , já queÐB Ñ ÐB Ñ3 3−M 3 3−M Uh w

a família  também verifica as condições do enunciado relativamente a todosh
os pontos  de . Supondo que  é um espaço de Hausdorff, dadosÐB Ñ \3 3−M Uh w

elementos distintos  e  de Ð+ Ñ Ð, Ñ3 3−M 3 3−M E:ÐMß\Ñ 3, podemos considerar  tal!

que  e então existem vizinhanças  de  e + Á , Y + Y3 3 3 3! ! ! !

w
3 3! !

 de  com,

Y  Y œ g 3 Á 3 Y œ Y œ \3 ! 3
w w
3 3! !

; pondo então para cada  , as famílias
h h U Uœ ÐY Ñ œ ÐY Ñ Ð+ Ñ Ð, Ñ3 3−M 3−M 3 3−M 3 3−M

w w
3 e  definem vizinhanças  e  de  e h h w

respetivamente que não têm nenhum elemento comum, o que mostra que
E:ÐMß\Ñ é um espaço de Hausdorff.
Verifiquemos agora a propriedade relativa aos limites de funções com
valores em  e sejaE:ÐMß\Ñ. Comecemos por supor que 0ÐCÑqp Ð+ Ñ

CpC
3 3−M

!

3 − M Y +! 3 3 um índice arbitrário. Seja  é uma vizinhança arbitrária de  e
! !

ponhamos  para cada . Consideremos a família Y œ \ 3 Á 3 œ ÐY Ñ3 ! 3 3−Mh
com a correspondente vizinhança  de . Existe assim uma vizinhançaUh Ð+ Ñ3 3−M

Z C ] C − Z  F 0ÐCÑ − de  em  tal que para cada  se tenha , condição! Uh
que implica, em particular, que . Ficou assim provado que0 ÐCÑ − [3 3! !
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0 ÐCÑqp + 0 ÐCÑqp +3 3 3 3
C p C C pC! !

! !

. Suponhamos, reciprocamente, que se tem  para

todo o  e seja  uma vizinhança arbitrária de  em 3 − M Ð+ ÑH 3 3−M E:ÐMß\Ñ.
Consideremos uma família  com cada  vizinhança de  tal queh œ ÐY Ñ Y +3 3−M 3 3

seja finito o conjunto  dos índices  tais que  O 3 Y Á \3 . Para cada , o3 − O
facto de se ter  permite-nos considerar uma vizinhança  de 0 ÐCÑqp + Z C3 3 3 !

C p C!

em  tal que para cada  se tenha . Considerando então] C − Z  F 0 ÐCÑ − Y3 3 3

a vizinhança  de  em  interseção dos  com  (e  no casoZ C ] Z 3 − O Z œ ]! 3

O œ g C − Z  F 0 ÐCÑ − Y 3 − O), vemos que se , tem-se  para todo o  e,3 3

trivialmente, também para cada  (porque ), portanto3 Â Y œ \O 3

0ÐCÑ − § 0ÐCÑqp Ð+ ÑU Hh . Provámos assim que .
C p C

3 3−M
!



1.2.83 (Comparação das topologias das convergências simples e uniforme)
Sejam  um conjunto não vazio e  um espaço métrico e consideremos emM \
E:ÐMß\Ñ as topologias da convergência uniforme e da convergência
simples. Tem-se então:
a) A topologia da convergência uniforme é mais fina que a da convergência
simples.
b) No caso em que o conjunto  é finito as duas topologias coincidem.M
Dem: Suponhamos que  é uma vizinhança de  para a topologia daH Ð+ Ñ3 3−M

convergência simples. Podemos então considerar considerar uma família
h œ ÐY Ñ Y + \ O3 3−M 3 3 com  vizinhança de  em  e tal que seja finito o conjunto 
dos  tais que , tal que3 Y Á \3

U Hh œ ÖÐB Ñ ± a B − Y × §3 3−M 3 3
3
 .

Para cada  seja  tal que  e seja  o menor dos3 − O <  ! F Ð+ Ñ § [ <  !3 < 3 33

números  com  (  arbitrário no caso ). Nas notações de< 3 − O <  ! O œ g3

1.2.76 tem-se então , o que mostra que  é tambémU U H Hw
< 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ § §h

uma vizinhança de  para a topologia da convergência uniforme.Ð+ Ñ3 3−M

Provámos assim que a topologia da convergência uniforme é efetivamente
mais fina que a da convergência simples. Suponhamos agora que o conjunto
M Ð+ Ñ é finito e seja  uma vizinhança de  para a topologia daH 3 3−M

convergência uniforme. Sendo  tal que , podemos<  ! ÐÐ+ Ñ Ñ §U Hw
< 3 3−M

considerar para cada  a vizinhança  e tomar  e3 − M Y œ F Ð+ Ñ œ ÐY Ñ3 < 3 3 3−Mh
tem-se então , o que mostra que  é também vizi-U U H Hh œ ÐÐ+ Ñ Ñ §w

< 3 3−M

nhança de  para a topologia da convergência simples. Podemos assimÐ+ Ñ3 3−M

concluir que, no caso em que  é finito, as vizinhanças para as topologias daM
convergência uniforme e da convergência simples são as mesmas, por outras
palavras, as duas topologias coincidem. 

No caso em que  é um espaço métrico e o conjunto não vazio de índices\
M  é finito o facto de a topologia da convergência simples coincidir com a
da convergência uniforme, que, como vimos em , é metrizável1.2.79
implica que a topologia da convergência simples é metrizável. A alínea c)
do exercício  adiante mostra para conjuntos infinitos arbitrários de1.2.25
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índices  já não se pode garantir a metrizabilidade da topologia daM
convergência simples. Veremos adiante, em , um resultado que1.5.19
mostra que essa metrizabilidade já pode ser garantida quando o conjunto
de índices  é contável.M

Exercícios

Ex 1.2.1 Sejam  um conjunto e, para cada ,  uma classe formada por algumas\ + − \ U+

partes de . Verificar que uma condição necessária e suficiente para que exista uma\
topologia em  para a qual cada  seja um sistema fundamental de vizinhanças de \ +U+

(topologia que é então evidentemente única) é que se verifiquem as seguintes
condições:41

a) Para cada , existe pelo menos um conjunto na classe  (isto é, ).+ Á gU U+ +

c) Se  então .[ − + − [U+

d) Se  e , então existe  tal que .[ − [ − [ − [ § [ [U U U+ + +
w ww ww w

e) Se , então existe  e, para cada ,  com .[ − [ − B − [ [ − [ § [U U U+ + B B B
w w

Reparar ainda que, mesmo sem conhecer explicitamente este resultado, foi ele que foi
utilizado, por exemplo, na construção da topologia de um espaço métrico em  e1.1.24
1.1.25 1.2.2 e na construção da topologia da reta estendida  em .‘

Ex 1.2.2 Sejam  um espaço métrico,  e . Mostrar que a aderência da bola\ + − \ <  !
aberta  está sempre contida na bola fechada  e dar um exemplo em que seF Ð+Ñ F Ð+Ñ< <

tem ad .  Considerando o conjunto  dos números naturaisÐF Ð+ÑÑ Á F Ð+Ñ< < Sugestão: 
como subespaço métrico de , verificar o que são as bolas  e .‘ F Ð8Ñ F Ð8Ñ" "

Ex 1.2.3 Sejam  um espaço topológico e  uma sucessão de elementos de , que\ ÐB Ñ \8 8−

encaramos como uma aplicação de  para . Verificar que, considerando  como \
subespaço topológico de , tem-se, para cada ,‘ 8 −!

B B8 8
8 8
qp
p !

!

por outras palavras, no caso em que  é um espaço de Hausdorff,\

lim
8 8

8 8
p !

!
B œ B

(a conclusão deste exercício justifica, de certo modo, a nossa afirmação que os únicos
limites interessantes para uma sucessão são os correspondentes a )8 _p

Ex 1.2.4 (Espaços de tipo contável)  Diz-se que um espaço topológico  é \ de tipo
contável first countable no ponto  (em inglês, ) se existir uma sucessão de+ − \
conjuntos  que seja decrescente (isto é, com  para cada ) e queÐZ Ñ Z ¨ Z 88 8− 8 8"

constitua um sistema fundamental de vizinhanças de . Dizemos simplesmente que + \
é  se for de tipo contável em todos os seus pontos.de tipo contável
a) Verificar que todo o espaço métrico  é um espaço topológico de tipo contável.\
Sugestão: Para cada , considerar .+ − \ Z œ F Ð+Ñ8 "Î8

41Saltamos na enumeração das alíneas para ajudar a relacionar cada condição com uma
condição correspondente na definição de topologia em .1.2.1
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b) Mostrar que o espaço topológico , apesar de não ter sido definido a partir de‘
nenhuma métrica, é de tipo contável.  Para o ponto , considerarSugestão: + œ _
Z œ Ò_ß8Ò + œ _8  e proceder de modo análogo para .
c) Verificar que um espaço topológico  é de tipo contável num ponto  se, e só\ + − \
se, existir um sistema fundamental de vizinhanças  de  que constitua uma classeU+ +
contável (isto é, finita ou numerável).  Uma das implicações é trivial. Para aSugestão:
outra começar por considerar uma sucessão de conjuntos  (não necessaria-Z § \w

8

mente decrescente) cuja classe dos termos seja  e definir entãoU+

Z œ Z  Z â Z8
w w w
" # 8.

d) Generalizar o resultado em , substituindo a hipótese de  ser um espaço1.2.56 \
métrico pela de ser um espaço topológico de tipo contável.
e) Generalizar o resultado em , substituindo a hipótese de  ser um espaço1.2.57 \
métrico pela de ser um espaço topológico de tipo contável.

Ex 1.2.5 Seja  um espaço vetorial normado sobre o qual consideramos a métrica e aI
topologia associadas (cf. ). Sejam  um espaço topológico,  e 1.1.6 \ E § \ B − \!

aderente a . Adaptar a demonstração de  para mostrar que, mais geralmente,E 1.2.50
a) Se   são duas aplicações tais que0 ß 1À E Ä I

0ÐBÑ qp A 1ÐBÑ qp D
B B B Bp p! !

, ,

com , entãoAß D − I

0ÐBÑ  1ÐBÑ qp A  D  .
B Bp !

b) Se  e  são duas aplicações tais que0 ÀE Ä I ÀE Ä- ‘

0ÐBÑ qp A ÐBÑ qp -
B B B Bp p! !

, ,-

com  e , entãoA − I - − ‘

-ÐBÑ0ÐBÑ qp - A  .
B Bp !

Ex 1.2.6 (As topologias inferior e superior)  a)  Mostrar que existe sobre o conjunto ‘
uma topologia (a que daremos o nome de ) definida pela condiçãotopologia inferior
de, para cada , as vizinhanças de  serem os conjuntos  tais que exista + − + Z ,  +‘
com .Z ¨ Ó,ß_Ò
b) Verificar que, para cada , são sistema fundamentais de vizinhanças de ,+ − +‘
além do que ressalta imediatamente da definição da topologia, o conjunto dos
intervalos do tipo , com , e o conjunto dos intervalos do tipoÒ,ß _Ò ,  +
Ó+  "Î8ß_Ò 8 −, com .
c) Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e  uma\ E § \ B − \ E 0ÀE Ä! ‘

função admitindo um limite  quando  (considerando em  a topologia infe-, B Bp ! ‘

rior). Verificar que  admite uma infinidade de limites quando .0 B Bp !

d) Verificar diretamente que , com a topologia inferior, não é um espaço de‘
Hausdorff.
e) Relativamente à topologia inferior determinar a aderência do conjunto .Ó#ß &Ò
f) Verificar que, relativamente à topologia inferior, os conjuntos fechados, diferentes
de  e de , são precisamente os intervalos do tipo , com .g Ó_ß +Ó + −‘ ‘
g) Verificar que a topologia usual de  é mais fina que a topologia inferior.‘
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h) Definir por analogia uma nova topologia sobre , a que se dará o nome de ‘ topo-
logia superior, e adaptar a esta topologia as conclusões obtidas para a topologia
inferior nas alíneas precedentes.

Ex 1.2.7 a) Verificar que se pode definir uma topologia na recta estendida

‘ ‘œ  _ß_{ },

a que se dá também o nome de , pela seguinte caracterização dastopologia inferior
vizinhanças:
 1)  é vizinhança de  se, e só se, , para algum ;Z + − Z ¨ Ó,ß_Ó ,  +‘
 2)  é vizinhança de  se, e só se , para algum ;Z _ Z ¨ Ó,ß_Ó , − ‘
 3)  é vizinhança de  se, e só se .Z _ Z œ ‘
b) Verificar que a topologia induzida em  pela topologia inferior de  é a topologia‘ ‘
inferior de  (cf. o exercício ).‘ 1.2.6

Ex 1.2.8 (As topologias direita e esquerda)  a)  Mostrar que existe sobre  uma‘
topologia (a que daremos o nome de ) definida pela condição de,topologia direita
para cada , as vizinhanças de  serem os conjuntos  tais que exista  com+ − + Z  !‘ &
Z ¨ Ò+ß +  Ò& .
b) Verificar que  com a topologia direita é um espaço de Hausdorff.‘
c) Verificar que a topologia direita é mais fina que a topologia usual de .‘
d) Determinar os pontos aderentes ao intervalo  relativamente à topologia direita.Ó#ß &Ò
e) Encontrar um conjunto que seja fechado para a topologia direita mas não seja
fechado para a topologia usual.
f) Encontrar uma sucessão de números reais que tenha limite para a topologia usual
mas não tenha limite para a topologia direita.
g) Definir por analogia uma nova topologia sobre , a que se dará o nome de ‘ topo-
logia esquerda, e adaptar a esta topologia as conclusões obtidas para a topologia
direita nas alíneas precedentes.

Ex 1.2.9 (A topologia refinada por um subconjunto) Sejam  um espaço topológico e\
E § \ + − \ um subconjunto e notemos  a classe das vizinhanças de um ponto i+

para a topologia dada.
a) Mostrar que se pode considerar uma nova topologia sobre , a que daremos o\
nome de  da topologia dada pelo conjunto , pela condição de paratopologia refinada E

cada  a classe  das vizinhanças de  para a topologia refinada estar definidaB − \ +si+

por

Z − Í b Z  ÐÖ+×  EÑ § Zs s si+
Z −i+

.

Sugestão: Das propriedades das vizinhanças referidas nas alíneas a) a e) de 1.2.1
apenas a última, apesar de simples, exigirá uma atenção mais cuidada.
b) Verificar que a topologia refinada é mais fina que a topologia original. Deduzir,
em particular, que se a topologia original for de Hausdorff o mesmo acontece com a
topologia refinada.
c) Verificar que se  então  é vizinhança de  para a topologia refinada.+ − E E +
d) Verificar que se  é vizinhança de  para a topologia original, isto é, ,E + E − i+

então , isto é, as vizinhanças de  para a topologia refinada são as mesmasi is œ ++ +

que as vizinhanças de  para a topologia original.+
e) Verificar que se  não for aderente a  para a topologia original então  é+ − \ E Ö+×
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vizinhança de  para a topologia refinada, e portanto as vizinhanças de  para a+ +
topologia refinada são exatamente os subconjuntos de  que contêm .\ +

Ex 1.2.10 Seja  um espaço topológico de Hausdorff. Mostrar que:\
a) Se  são três pontos distintos de , então existem vizinhanças ,  e , de+ß ,ß - \ Y Z [
+ , - Y  Z œ Y [ œ Z [ œ g,  e , respectivamente, tais que .
b) Mais geralmente, por indução em , se  são  pontos distintos de ,8 + ßá ß + 8 \" 8

então é possível escolher, para cada , uma vizinhança  de  de modo" Ÿ 4 Ÿ 8 Z +4 4

que, sempre que , se tenha .4 Á 5 Z  Z œ g4 5

Ex 1.2.11 Seja  um espaço topológico finito  de Hausdorff. Mostrar que a topologia de\
\ é necessariamente a topologia discreta.  Tendo em conta , paraSugestão: 1.2.49
cada  o conjunto  é fechado.+ − \ \ Ï Ö+×

Ex 1.2.12 Notemos  um conjunto cujos elementos são os números reais e mais um,‘w

notado , e que jogará o papel de “gémeo” do elemento . Mostrar que se pode! ! −w ‘
definir uma topologia sobre  pela condição de, para cada , as vizinhanças de‘ ‘w + −
+ Ó+  <ß +  <Ò <  ! serem os conjuntos que contêm algum intervalo do tipo , com , e
de as vizinhanças de  serem os conjuntos que contêm algum dos conjuntos do tipo!w

Ó<ß !Ò  Ö! ×  Ó!ß <Òw

com  (por outras palavras, pegamos nos conjuntos que constituem o sistema<  !
fundamental de vizinhanças de  e substituímos neles  por ). Mostrar que se obtém! ! !w

assim um espaço topológico que não é de Hausdorff mas no qual cada conjunto com
um único elemento é fechado.

Ex 1.2.13 Seja  um conjunto dirigido e consideremos em  a topologiaN N œ N  Ö_×
associada, referida em . Mostrar que a topologia induzida em  pela topologia1.2.61 N
de  é a topologia discreta e que  é um espaço de Hausdorff se, e só se,  não temN N N
elemento máximo (cf. ).1.2.60

Ex 1.2.14 Conferir quais os resultados sobre limites de funções e de sucessões generali-
zadas (incluindo, em particular, as indexadas em ) que são utilizados para mostrar
que tem limite  a -sucessão de números reais  definida por" ÐB Ñ 8 8−

B œ

# B  "!

8 8   "!

8 8   "!
8

8"
8
8

8"

Ú
ÛÜ

, se ,
, se  par e ,
, se  ímpar e .

Ex 1.2.15 A noção de sucessão de Cauchy já foi decerto encontrada pelo estudante, pelo
menos no contexto dos números reais.
a) Fixando-nos, para simplificar, nesse contexto, verificar que uma sucessão ÐB Ñ8 8−

de números reais é uma sucessão de Cauchy se, e só se, a sucessão dupla de números
reais que a  associa  tiver limite .Ð7ß 8Ñ − ‚ lB  B l !  7 8

b) Colocando-nos agora, mais geralmente, no contexto de um espaço métrico  gene-\
ralizar a definição conhecida no caso dos números reais para definir quando é que
uma sucessão  de elementos de  é uma sucessão de Cauchy e caracterizar deÐB Ñ \8 8−

modo alternativo essa noção em termos de uma sucessão dupla conveniente.

Ex 1.2.16 (Sucessões generalizadas monótonas em ) ‘ Seja  um conjuntoN Á g
dirigido, com a correspondente relação . Diz-se que uma sucessão generalizada¤
ÐB Ñ4 4−N  de elementos da reta estendida  é  (respetivamente, )‘ crescente decrescente
se, sempre que  em , tem-se  (respetivamente  em .4 ¤ 4 N B   B B Ÿ B Ñw

4 4 4 4w w ‘
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a) Verificar que se a sucessão generalizada é crescente então, notando  oQ − ‘

supremo do conjunto dos termos da sucessão generalizada, tem-se  em .B Q4 p ‘

b) Verificar que se a sucessão generalizada é decrescente então, notando  o7 − ‘

ínfimo do conjunto dos termos da sucessão generalizada, tem-se  em .B 74 p ‘
c) Verificar que o resultado , sobre a existência de soma para uma família de1.2.70
reais maiores ou iguais a , poderia ter sido obtida diretamente a partir da conclusão!
da alínea a) deste exercício.

Ex 1.2.17 (O integral de Riemann como limite de uma sucessão generalizada) Sejam
+  , 0À Ò+ß ,Ó Ä T em  e  uma função. Uma partição com pontos escolhidos  do‘ ‘
intervalo  é um par de sequências de números  e Ò+ß ,Ó + ß + ß + ßá ß + > ß > ßá ß >! " # 8 " # 8

com

+ œ +  +  +  â  + œ , > − Ò+ ß + Ó! " # 8 3 3" 3, .

Para cada uma dessas partições com pontos escolhidos , define-se uma correspon-T
dente soma de Riemann para a função 0

W œ 0Ð> Ñ Ð+  + ÑT 3 3 3"

3œ"

8" .

Se a definição que estudou para o integral de Riemann da função  no intervalo 0 Ò+ß ,Ó
foi dada a partir das somas de Riemann como aproximações desse integral, o que é
uma via frequentemente seguida, é muito provável que essa definição possa ser
interpretada como um limite de uma sucessão generalizada tendo como conjunto de
índices o conjunto das partições com pontos escolhidos. Tente explicar essa
interpretação determinando qual a relação  no conjunto dos índices que faz sentido¤
considerar. Note-se que, possivelmente, a relação  que interessa considerar não é¤
uma relação de ordem parcial, por ser possível que se verifique  e T ¤ T T ¤ Tw w

sem que se tenha .T œ T w

Ex 1.2.18 (Espaços de Hausdorff e unicidade do limite) Seja  um espaço topológico.\
Mostrar que  é um espaço de Hausdorff se, e só se, não existir nenhuma sucessão\
generalizada de elementos de  que admita mais que um limite.  Quando\ Sugestão:
\ é um espaço de Hausdorff, a unicidade do limite para as funções, em particular
para as sucessões generalizadas, já foi estabelecida em . Quando  não for um1.2.44 \
espaço de Hausdorff considerar  em  que não tenham vizinhanças disjuntas e, Á - \
construir uma sucessão generalizada tendo  e  como limites utilizando como, -
conjunto de índices , conjunto dos pares  com  vizinhança de  e i i, -‚ ÐZ ß[Ñ Z , [
vizinhança de .-

Ex 1.2.19 Sejam  um espaço topológico e  e consideremos o conjunto  das\ + − \ i+

vizinhanças de  em  como conjunto dirigido, com a relação  definida em+ \ ¤
1.2.72. Caracterizar os subconjuntos de  que são cofinais.i+

Ex 1.2.20 Sejam  um conjunto não vazio de índices e  um espaço métrico e consi-M \
deremos em  a topologia da convergência uniforme. Verificar que se E:ÐMß\Ñ ] § \
é um subconjunto onde se considera a métrica induzida, então a topologia da conver-
gência uniforme de , que é um subconjunto de , é a topologiaE:ÐMß ] Ñ E:ÐMß\Ñ
induzida pela topologia da convergência uniforme de .E:ÐMß\Ñ
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Ex 1.2.21 Em contraste com o referido na alínea b) de 1.2.77, verificar que se o conjunto
M \ ÐMß\Ñ Á E:ÐMß\Ñ for infinito e o espaço métrico  não for limitado então , isto
é, existem aplicações não limitadas .ÐB Ñ3 3−M

Ex 1.2.22 Seja  o conjunto cujos elementos são os números reais da forma  com\ § ‘ "
8

8 − . \ ‘. Notemos  a métrica usual de  assim como a métrica induzida por esta em 
e notemos  a métrica discreta de  (cf. ).. \w 1.1.10
a) Verificar que tanto a métrica  como a métrica  definem em  a topologia. . \w

discreta.
b) Verificar que a topologia da convergência uniforme de  associada àE:Ð ß\Ñ
métrica  de  é a topologia discreta mas a topologia da convergência uniforme de. \w

E:Ð ß\Ñ .  associada à métrica  não é a topologia discreta, em particular as duas
topologias não coincidem.   Sendo  o elemento de  defi-42 Sugestão: Ð+ Ñ E:Ð ß\Ñ8 8− 
nido por , verificar que qualquer vizinhança de  para a segunda topo-+ œ Ð+ Ñ8 8 8−

"
8 

logia contém algum elemento distinto de .Ð+ Ñ8 8−

Ex 1.2.23 Sejam  um conjunto não vazio de índices e  um espaço topológico e consi-M \
deremos em  a topologia da convergência simples. Verificar que se E:ÐMß\Ñ ] § \
é um subconjunto onde se considera a topologia induzida, então a topologia da
convergência simples de , que é um subconjunto de , é a topologiaE:ÐMß ] Ñ E:ÐMß\Ñ
induzida pela topologia da convergência simples de .E:ÐMß\Ñ

Ex 1.2.24 Considerar no conjunto , das aplicações de  em , aE:ÐÒ!ß "Òß Ñ Ò!ß "Ò‘ ‘
topologia da convergência uniforme (vamos encarar os elementos deste espaço com a
notação habitual para as aplicações e não como famílias).
a) Seja, para cada ,  a aplicação definida por . Mostrar8 − 0 À Ò!ß "Ò Ä 0 Ð>Ñ œ > ‘8 8

8

que se tem , para cada , mas que a -sucessão das funções  não0 Ð>Ñ ! > − Ò!ß "Ò 08 8p 
converge para a função , para a topologia da convergência uniforme.!
b) Seja, para cada ,  a aplicação definida por .8 − 1 À Ò!ß "Ò Ä 1 Ð>Ñ œ > Ð"  >Ñ ‘8 8

8 8

Mostrar que a -sucessão das aplicações  converge para a função , para a 1 !8

topologia da convergência uniforme.

Ex 1.2.25 (Exemplo de ponto aderente a um conjunto que não é limite de uma
-sucessão de elementos do conjunto) Sejam  um conjunto infinito não numerávelM
de índices e  um espaço topológico de Hausdorff com pelo menos dois elementos\
distintos, que notaremos  e , e consideremos em  a topologia da! " E:ÐMß\Ñ
convergência simples, que sabemos ser de Hausdorff. Vamos encarar os elementos
deste espaço com a notação habitual para as aplicações e não como famílias.
a) Seja  o subconjunto de  formado pelas aplicações  tais que ,V E:ÐMß\Ñ 0 0Ð3Ñ œ !
salvo para um conjunto finito ou numerável de valores de , conjunto que não contém,3
por exemplo, a aplicação de valor constante . Mostrar que o limite de qualquer -su-" 
cessão convergente de aplicações em  ainda pertence a  (o que se traduz dizendoV V
que  é ) mas que, apesar disso, o conjunto  não é fechado,V Vsequencialmente fechado
sendo mesmo denso.
b) Deduzir de a) que o resultado enunciado em  será em geral falso, se nos1.2.73
limitarmos a considerar -sucessões no seu enunciado.
c) Deduzir de a), tendo em conta , que , com a topologia da conver-1.2.56 E:ÐMß\Ñ
gência simples não é metrizável.

42Em particular, podemos concluír que, em geral, a topologia da convergência uniforme
de  não pode ser definida apenas a partir da topologia de , dito de outro modo,E:ÐMß\Ñ \
não é uma noção topológica relativamente a .\
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Ex 1.2.26 (Exemplo alternativo onde o conjunto é numerável) Consideremos em
Ö!ß "× œ a topologia discreta e o conjunto ( ), de todas as partes de , como] c  
conjunto de índices. Consideremos em  a topologia da convergênciaE:Ð ß Ö!ß "×Ñ]
simples, que sabemos ser de Hausdorff  Para cada  notemos Þ : − 0 − E:Ð ß Ö!ß "×Ñ ]:

a aplicação definida por

0 ÐEÑ œ
" : − E
! : Â E: œ , se 
, se 

e seja  o conjunto numerável cujos elementos são as aplicações ]s § E:Ð ß Ö!ß "×Ñ
0:.43

a) Verificar que a topologia induzida em  pela topologia da convergência simples des

E:Ð ß Ö!ß "×Ñ 0]  é a topologia discreta.  Considerar a vizinhança de  emSugestão: :

E:Ð ß Ö!ß "×Ñ " Ö"× −] ] constituída pelas aplicações que tomam o valor  em .
b) Mostrar que o limite de qualquer -sucessão convergente de elementos de  ainda s

pertence a  (o que se traduz dizendo que  é  s s sequencialmente fechado
E:Ð ß Ö!ß "×Ñ] ).
Sugestão: Uma -sucessão de elementos de  será da forma  com os  s 8 È 0 :Ð8Ñ:Ð8Ñ

não necessariamente distintos. Se o conjunto  dos naturais , com , forE :Ð8Ñ 8 − 
finito atender a que os conjuntos finitos são fechados para concluir que o limite, a
existir, tem que ser um dos termos da sucessão; Se  for infinito, decompor  comoE E
união de dois conjuntos infinitos disjuntos  e  e concluir que a -sucessãoE Ew ww 
8 È 0 ÐE Ñ Ö!ß "×:Ð8Ñ

w  não pode convergir em .
c) Suponhamos que  e notemos  a classe dos  (isto é,0 − E:Ð ß Ö!ß "×Ñ E §] Y 

E − 0ÐEÑ œ " 0 s] ) tais que . Verificar que  é aderente a  se, e só se, se verificam as
seguintes condições:
  Se  e  então ;c1) E − E § E § E −Y  Yw w

  ;c2)  Y−
  Se  e  então  (condição que arrasta, que, maisc3) E − E − E  E −Y Y Yw w

geralmente, toda a intersecção finita de conjuntos em  pertence a );Y Y
  ;c4) g Â Y
  Se  então . c5) F Â Ï F −Y  Y 44

Sugestão: Se, por exemplo, c3) fosse falsa verificar que a vizinhança de  em0
E:Ð ß Ö!ß "×Ñ 1 1ÐEÑ œ " 1ÐE Ñ œ " 1ÐE  E Ñ œ !]  constituída pelos  tais que ,  e  nãow w

tinha elementos de . Para a recíproca, supondo todas as condições verificadas,s

qualquer vizinhança de  conterá, para conjuntos  com os 0 E ßá ßE ßF ßá ßF E" 5 " j 3

em  e os  fora de , o conjunto dos  tais que  ( ) eY YF 1 1ÐE Ñ œ " " Ÿ 3 Ÿ 54 3

1ÐF Ñ œ ! " Ÿ 4 Ÿ j 0 :4 : ( ) e então  pertence à vizinhança para cada  no conjunto de
Y , portanto não vazio,

E âE  Ð Ï F Ñ â Ð Ï F Ñ" 5 " j  .

43Reparar que, se  então  por estas aplicações tomarem valores distintos no: Á ; 0 Á 0: ;

conjunto . Existe assim uma correspondência biunívoca natural entre  e .Ö:× − s]  
44O leitor que já tenha porventura encontrado a noção de filtro (cf. o exercício 1.6.33
adiante), reconhecerá que as condições c1) a c3) exprimem que  é um  de partes deY filtro
, as condições c1) a c4) que se trata de um  e as condições c1) a c5) quefiltro próprio
estamos na presença de um . Note-se que podíamos ter dispensado as condiçõesultrafiltro
c1) e c2) por estas serem consequências simples de c3), c4) e c5).
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Nota: Para que tenhamos, como anunciado, um exemplo alternativo ao exibido no
exercício , falta-nos mostrar que o conjunto  não é fechado em ,1.2.25  ]s E:Ð ß Ö!ß "×Ñ

apesar de, como vimos em b), ser sequencialmente fechado. De facto, apesar de  nãos

ser efetivamente fechado em  não conseguimos prová-lo nesteE:Ð ß Ö!ß "×Ñ]

momento, isto é, não conseguimos exibir nenhum ponto aderente a  que não seja ums

dos  (O leitor poderá fazer várias tentativas para se convencer da dificuldade envol-0:
vida). O facto de  não ser fechado será estabelecido, embora sem a construçãos

explícita de um tal ponto aderente, num exercício da secção  adiante (cf. o1.6
exercício ). Alternativamente, a alínea p) do exercício , da mesma secção1.6.17 1.6.33
garante (também sem uma construção explícita) a existência de um elemento 0
aderente a  e não pertencente a este conjunto.s

§3. Outros conceitos topológicos.

Na secção precedente, e no contexto dum espaço topológico , a única\
noção de natureza topológica envolvendo um ponto  e um subcon-+ − \
junto  foi a de o ponto ser aderente ao conjunto. Quando seE § \
pretende abordar mais profundamente o estudo dos espaços topológicos
revela-se muito cómodo introduzir outras noções topológicas, todas elas
relacionadas com a de ponto aderente, e é isso que faremos em seguida.

1.3.1 Sejam  um espaço topológico e \ E § \.
a) Diz-se que um ponto  é  a  se  não for aderente a .+ − \ E + \ Ï Einterior
Nota-se int  o conjunto dos pontos interiores a  (o  de ),ÐEÑ E Einterior
tendo-se assim

int ad .ÐEÑ œ \ Ï Ð\ Ï EÑ

Repare-se que, uma vez que um elemento dum conjunto é sempre aderente a
esse conjunto, concluímos que se  é interior a  então  não pertence a+ E +
\ Ï E + − E E, por outras palvras, . Para qualquer conjunto  tem-se assim

int .   ÐEÑ § E(1)

b) Diz-se que um ponto  é  a  se for interior a  ou, o+ − \ E \ Ï Eexterior
que é o mesmo, se não for aderente a . Nota-se ext  o conjunto dosE ÐEÑ
pontos exteriores a  (o  de ), tendo-se assimE Eexterior

ext int ad .ÐEÑ œ Ð\ Ï EÑ œ \ Ï ÐEÑ

Repare-se que, pelo que foi referido em a), qualquer ponto exterior a E
pertence a , por outras palavras, nenhum ponto exterior a  pertence a\ Ï E E
E, ou ainda

ext , ext .   ÐEÑ § \ Ï E ÐEÑ  E œ g(2)
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c) Diz-se que um ponto  é  a  se não for interior nem exte-+ − \ Efronteiro
rior a , isto é, se for aderente simultaneamente a  e a . Nota-seE E \ Ï E
fr  o conjunto dos pontos fronteiros a  (a  de ), tendo-se assimÐEÑ E Efronteira

fr ad ad .ÐEÑ œ ÐEÑ  Ð\ Ï EÑ

Note-se que das fórmulas destacadas (1) e (2) decorre trivialmente que
int  e ext  não têm elementos comuns e portanto tem-seÐEÑ ÐEÑ

\ œ ÐEÑ  ÐEÑ  ÐEÑint ext fr ,

onde os três conjuntos no segundo membro são disjuntos dois a dois.
O diagrama a seguir poderá ajudar a lembrar as relações que são sempre
verificadas entre os conjuntos que associámos a um subconjunto  de .E \

\
E \ Ï E
ÐEÑ

Ð\ Ï EÑ
ÐEÑ ÐEÑ ÐEÑ

ad
ad

int fr ext

1.3.2 (Caracterização pelos sistemas fundamentais de vizinhanças) Sejam \
um espaço topológico, E § \ + − \,  e  um sistema fundamental deU+

vizinhanças de  (por exemplo, a classe de todas as vizinhanças de ).+ +
Relembremos que, como referimos em ,  é aderente a  se, e só se,1.2.8 + E
para cada  tem-se . Utilizando este facto, obtemos a[ − [ E Á gU+

partir das caracterizações referidas em , as seguintes caracterizações:1.3.1
a) O ponto  é interior a  se, e só se, existir  tal que+ E [ − U+

[  Ð\ Ï EÑ œ g [ − por outras palavras, se, e só se, existir  tal queU+

[ § E. Em particular, e recordando a definição de sistema fundamental de
vizinhanças, podemos dizer que  é interior a  se, e só se,  é uma+ E E
vizinhança de .+
b) O ponto  é exterior a  se, e só se, existir  tal que + E [ − [ E œ gU+

por outras palavras, se, e só se, existir  tal que .[ − [ § \ Ï EU+

c) O ponto  é fronteiro a  se, e só se, qualquer que seja , tem-se+ E [ − U+

[  E Á g [  Ð\ Ï EÑ Á g e .

Se aplicarmos o resultado precedente no caso em que  é um espaço\
métrico e em que tomamos como sistema fundamental de vizinhanças de
um ponto o conjunto das bolas abertas de centro nesse ponto, constatamos
que as definições que demos, de ponto interior, exterior ou fronteiro, vão
ser equivalentes às que o estudante porventura já encontrou no estudo dos
espaços métricos (ou, eventualmente, no caso particular de ).‘8

Quando o subconjunto, que estamos a examinar, é o conjunto vazio  ou og
próprio espaço topológico , é trivial determinar os respectivos interior,\
exterior e fronteira:
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1.3.3 Seja  um espaço topológico Recordemos que, pelo referido nas alíneas a)\
e c) de , tem-se ad  e ad  (os conjuntos  e  são1.2.10 ÐgÑ œ g Ð\Ñ œ \ g \
fechados em ). Tendo em conta as definições em 1.3.1 resulta destes factos\
que:

int , ext , fr ;
int , ext , fr .

ÐgÑ œ g ÐgÑ œ \ ÐgÑ œ g

Ð\Ñ œ \ Ð\Ñ œ g Ð\Ñ œ g

Analogamente, das propriedades dos pontos aderentes coligidas em 1.2.10
deduzimos facilmente propriedades dos pontos interiores. Para sublinhar o
paralelo com as diferentes alíneas de , não deixamos de repetir1.2.10
alguns resultados já referidos atrás.

1.3.4 (Propriedades dos pontos interiores)  Seja  um espaço topológico.\
Tem-se então:
a) Se , então  é interior a . Por outras palavras, int .+ − \ + \ Ð\Ñ œ \
b) Seja E § G § \ + E + G. Se  é interior a  então  também é interior a , por
outras palavras, int int .ÐEÑ § ÐGÑ
c) Seja . Se  é interior a  então , por outras palavras,E § \ + E + − E
int .ÐEÑ § E
d) Se  e  então um ponto  é interior a  se, e só se,E § \ F § \ + − \ E F
é interior a  e a , por outras palavrasE F

int int int .ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐFÑ

Dem: Apesar de as conclusões de a) e c) já terem sido encontradas atrás,
vamos provar todas as alíneas por um “método algébrico” que torna claro a
relação com as alíneas homónimas de . Relativamente a a),1.2.10

int ad .Ð\Ñ œ \ Ï ÐgÑ œ \ Ï g œ \

Quanto a b), se , vem  donde ad adE § G \ Ï G § \ Ï E Ð\ Ï GÑ § Ð\ Ï EÑ
e

int ad ad int .ÐEÑ œ \ Ï Ð\ Ï EÑ § \ Ï Ð\ Ï GÑ œ ÐGÑ

Relativamente a c), de se ter ad , deduzimos que\ Ï E § Ð\ Ï EÑ

int ad .ÐEÑ œ \ Ï Ð\ Ï EÑ § \ Ï Ð\ Ï EÑ œ E

Por fim, quanto a d), temos uma consequência das leis de de Morgan:

int ad ad

ad ad

ad ad

int int .

ÐE  FÑ œ \ Ï \ Ï ÐE  FÑ œ \ Ï Ð\ Ï EÑ  Ð\ Ï FÑ œ

œ \ Ï Ð\ Ï EÑ  Ð\ Ï FÑ œ

œ \ Ï Ð\ Ï EÑ  \ Ï Ð\ Ï FÑ œ

œ ÐEÑ  ÐFÑ

ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰
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1.3.5 (Exemplos) a) Seja  um conjunto sobre o qual se considera a topologia\
discreta. Como verificámos na alínea a) de , tem-se ad  para1.2.14 ÐEÑ œ E
cada . Deduzimos daqui que, se E § \ E § \ é arbitrário,

int ad ,
ext int ,
fr .

ÐEÑ œ \ Ï Ð\ Ï EÑ œ \ Ï Ð\ Ï EÑ œ E

ÐEÑ œ Ð\ Ï EÑ œ \ Ï E

ÐEÑ œ g

b) Seja  um conjunto sobre o qual se considera a topologia caótica. Como\
vimos na alínea b) de 1.2.14, tem-se ad  sempre que .ÐEÑ œ \ E Á g
Deduzimos daqui que, sempre que  não seja nem  nem ,E g \

int
ext int ,
fr .

ÐEÑ

ÐEÑ œ Ð\ Ï EÑ œ g

ÐEÑ œ \

œ \ Ï Ð\ Ï EÑ œ \ Ï \ œ gad ,

Nos casos em que  e em que  temos as caracterizações queE œ g E œ \
referimos em , válidas para qualquer topologia.1.3.3
c) Consideremos em ‘ a topologia associada à sua métrica usual. Seja +  ,
e consideremos o conjunto . Tem-se então:E œ Ò+ß ,Ò

int , ext , fr .ÐEÑ œ Ó+ß ,Ò ÐEÑ œ Ó_ß +Ò  Ó,ß_Ò ÐEÑ œ Ö+ß ,×

Com efeito, uma vez que a união dos conjuntos nos segundos membros é ,‘
para justificar o facto enunciado basta mostrar que cada primeiro membro
contém o segundo membro correspondente. Ora, se , podemosB − Ó+ß ,Ò
considerar  igual ao mínimo entre  e , tendo então<  ! B  + ,  B

F ÐBÑ œ ÓB  <ß B  <Ò § E< ,

se , tem-se, com ,B  + < œ +  B  !

F ÐBÑ œ ÓB  <ß B  <Ò § \ Ï E< ,

se , tem-se, com ,B  , < œ B  ,  !

F ÐBÑ œ ÓB  <ß B  <Ò § \ Ï E< ,

e, se  é arbitrário, a bola  tem elementos em <  ! F Ð+Ñ œ Ó+  <ß +  <Ò E<

(aqueles que estão entre  e o menor dos números  e ) e elementos que+ , +  <
não estão em  (aqueles que estão entre  e ) e, analogamente, a bolaE +  < +
F Ð,Ñ œ Ó,  <ß ,  <Ò E ,<  tem elementos em  (aqueles que estão entre  e o
maior dos números  e  ) e elementos que não estão em  (aqueles que+ ,  < E
estão entre  e )., ,  <
d) Considerando a topologia usual na reta estendida  e tomando‘
E œ Ò_ß ,Ó , −, para um certo , verifica-se, por um método análogo ao‘
que utilizámos na alínea precedente, que

int . ext , fr .ÐEÑ œ Ò_ß ,Ò ÐEÑ œ Ó,ß_Ó ÐEÑ œ Ö,×
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Observe-se que , apesar de ser uma das extremidades do intervalo , é_ E
um ponto interior, uma vez que a vizinhança  de  está contida emÒ_ß ,Ò _
E.
e) Voltando a considerar  com a sua topologia usual, para o conjunto  dos‘ 
números racionais, tem-se

int , ext , fr .Ð Ñ œ g Ð Ñ œ g Ð Ñ œ   ‘

Com efeito, se  é arbitrário, em qualquer intervalo  háB − ÓB  <ß B  <Ò‘
sempre números racionais e números irracionais, pelo que fr .B − Ð Ñ

1.3.6 (Conjuntos abertos)  Se  é um espaço topológico, diz-se que um\
subconjunto  é  se se tem int . Repare-se que, uma vezE § \ ÐEÑ œ Eaberto
que, para qualquer subconjunto , tem-se sempre int , quando seE ÐEÑ § E
quer verificar que um conjunto  é aberto basta verificar a inclusão opostaE
E § ÐEÑ E Eint , isto é, que todos os pontos de  são pontos interiores a  (dito
de outro modo, que  é vizinhança de todos os seus elementos).E

1.3.7 (Relações entre abertos e fechados)  Se  é um espaço topológico, um\
conjunto  é aberto se, e só se, o complementar  é fechado.E § \ \ Ï E
Dem: Dizer que  é aberto é equivalente a dizer que  coincide com oE E
conjunto int ad , ou seja, que  coincide comÐEÑ œ \ Ï Ð\ Ï EÑ \ Ï E
ad , isto é, que  é fechado.Ð\ Ï EÑ \ Ï E 

1.3.8 (O interior é aberto) Sejam  um espaço topológico e \ E § \. Tem-se
então que int  e ext  são conjuntos abertos e fr  é um conjuntoÐEÑ ÐEÑ ÐEÑ
fechado.
Dem: Vamos ter consequências do facto de a aderência de um conjunto
arbitrário ser sempre um conjunto fechado (cf. ) uma vez que1.2.16

\ Ï ÐEÑ œ Ð\ Ï EÑ

ÐEÑ œ Ð\ Ï EÑ

ÐEÑ œ ÐEÑ  Ð\ Ï EÑ

int ad ,
ext int ,
fr ad ad ,

onde a interseção de conjuntos fechados é um conjunto fechado. 

1.3.9 (Outra caracterização do interior) Sejam  um espaço topológico e\
E § \ G § \ G § E. Tem-se então que, para cada conjunto aberto  tal que ,
tem-se também int . De forma mais sugestiva, e lembrando  e aG § ÐEÑ 1.3.8
alínea c) de , podemos assim dizer que, de entre os conjuntos abertos1.3.4
contidos em , há um que é máximo (no sentido de conter todos os outros),E
nomeadamente int .ÐEÑ
Dem: Sendo  com  aberto, deduzimos da alínea b) de  queG § E G 1.3.4

G œ ÐGÑ § ÐEÑint int . 

1.3.10 (Sistema fundamental de vizinhanças abertas)  Sejam  um espaço\
topológico e . A classe , de todos os abertos + − \ Eb+ § \ + − E com , é
então um sistema fundamental de vizinhanças de .+
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Dem: Se ,  é vizinhança de todos os seus elementos, em particular éE − Eb+

vizinhança de . Se  é uma vizinhança arbitrária de , então  é interior a+ Z + +
Z + ÐZ Ñ Z, portanto  pertence ao conjunto aberto int  que está contido em  e
contém , tendo-se assim int .+ ÐZ Ñ − b+ 

1.3.11 (Os abertos determinam a topologia )45  Seja  um conjunto sobre o\
qual consideramos duas topologias.
a) A primeira topologia é mais fina que a segunda se, e só se, todo o conjunto
aberto para a segunda topologia é também aberto para a primeira.46

b) Em particular, as duas topologias coincidem se, e só se, têm os mesmos
conjuntos abertos.
Dem: Poderíamos dar uma justificação baseada nas conclusões de  e1.2.29
nas relações entre abertos e fechados mas preferimos seguir um caminho
independente alternativo que tira partido do sistema fundamental de
vizinhanças referido em . Comecemos por supor que a primeira1.3.10
topologia é mais fina que a segunda. Se  é um aberto de  para a segundaE \
topologia então, para cada ,  é vizinhança de  para a segundaB − E E B
topologia, e portanto também para a primeira, o que mostra que  é tambémE
aberto para a primeira topologia. Suponhamos, reciprocamente que todo o
aberto para a segunda topologia é também aberto para a primeira. Se  éZ
vizinhança de  para a segunda topologia, então existe um aberto  para aB E
segunda topologia com  e então  é também aberto para aB − E § Z E
primeira topologia o que implica que  é também vizinhança de  para aZ B
primeira topologia. Fica assim provado que a primeira topologia é mais fina
que a segunda. 

1.3.12 (Propriedades dos abertos)  Seja  um espaço topológico. Então:\
a) Os subconjuntos  e  são abertos;g \
b) Se  e  são conjuntos abertos então  é também aberto. MaisE F E F
geralmente, se  é um conjunto finito não vazio de índices a  é umaM ÐE Ñ3 3−M

família de subconjuntos abertos, então  é também um conjunto aberto.+E3
47

c) Se  é um conjunto, finito ou infinito, de índices e se  é umaM ÐE Ñ3 3−M

família de subconjuntos abertos, então  é também um conjunto aberto.-E3

Em particular, se  e  são subconjuntos abertos, também  é aberto.E F E F
Dem: Tendo em conta a relação entre abertos e fechados (cf. ) vamos1.3.7
ter consequências das propriedades correspondentes de . No caso de a),1.2.19
g \ \ é aberto porque o seu complementar  é fechado e  é aberto porque o
seu complementar  é fechado. Quanto a b), basta reparar que, se  e  sãog E F

45Comparar com .1.2.29
46Em linguagem mais sugestiva, a topologia mais fina é aquela que tem mais conjuntos
abertos.
47A razão por que se exige  é simplesmente a dificuldade em definir a interseção deM Á g
uma família vazia de conjuntos. Num contexto em que esteja claro que só se está a
considerar subconjuntos de  essa interseção pode ser considerada como sendo igual a \ \
(os elementos de  que pertencem a todos os …) e a conclusão vale ainda por  ser\ E \3

um conjunto aberto.
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abertos, então

\ Ï ÐE  FÑ œ Ð\ Ï EÑ  Ð\ Ï FÑ

é fechado por ser união de dois fechados, o complemento sobre as uniões de
famílias finitas não vazias resultando naturalmente por indução do número de
índices. Quanto a c), no caso em que  a união é , que já sabemos serM œ g g
aberto, e, caso contrário, atendemos a que se os conjuntos  são abertosE3

então

\ Ï E œ Ð\ Ï E ÑŠ ‹. ,
3−M 3−M

3

é fechado, por ser a intersecção de uma família não vazia de conjuntos
fechados. 

1.3.13 (Exemplos de conjunto aberto) a) Sejam  um espaço métrico,  e\ + − \
<  ! F Ð+Ñ. A bola aberta  é então um conjunto aberto.<

Com efeito, se  podemos considerar B − F Ð+Ñ <<
w œ <  .Ð+ß BÑ  ! e então

B F Ð+Ñ F ÐBÑ § F Ð+Ñ C − F ÐBÑ é interior a  por ser , já que, para cada ,< < < <w w

.Ð+ß CÑ Ÿ .Ð+ß BÑ  .ÐBß CÑ  .Ð+ß BÑ  < œ <w ,

portanto .C − F Ð+Ñ<

b) , para , os conjuntos  eRelativamente ao espaço métrico ‘ ‘+ß , − Ó_ß ,Ò
Ó+ß_Ò +  , são abertos, e portanto o mesmo acontece, no caso em que , a

Ó+ß ,Ò œ Ó_ß ,Ò  Ó+ß_Ò.

Com efeito, se , tomando , a bolaB − Ó_ß ,Ò œ ,  B  !$

F ÐBÑ œ ÓB  ß B  Ò œ ÓB  ß ,Ò$ $ $ $

está contida em  e, se , tomando , a bolaÓ_ß ,Ò B − Ó+ß_Ò œ B  +  !$

F ÐBÑ œ ÓB  ß B  Ò œ Ó+ß B  Ò$ $ $ $

está contida em .Ó+ß_Ò

c) Relativamente ao espaço topológico , o subconjunto  é trivialmente‘ ‘
aberto e, para , os conjuntos  e  são abertos, e+ß , − Ò_ß ,Ò Ó+ß_Ó‘
portanto o mesmo acontece a

Ó_ß ,Ò œ  Ò_ß ,Ò Ó+ß_Ò œ  Ó+ß_Ó‘ ‘,

e, no caso em que , a+  ,

Ó+ß ,Ò œ Ò_ß ,Ò  Ó+ß_Ó.

A justificação é totalmente análoga à dada em b), depois de reparar que os
dois conjuntos referidos no início são trivialmente vizinhanças de  e de_
_, respetivamente.
d) Se  é um conjunto sobre o qual se considera a topologia discreta então\
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qualquer conjunto  é aberto visto que, como referimos na alínea d) deE § \
1.2.20, o seu complementar , como qualquer subconjunto de , é\ Ï E \
fechado.
e) Se  é um conjunto sobre o qual se considera a topologia caótica, os\
únicos subconjuntos abertos são  e  (aqueles que tinham que ser). Comg \
efeito, como referido na alínea e) de , os únicos subconjuntos fechados1.2.20
são  e .\ g

1.3.14 (Abertos para uma topologia induzida) Sejam  um espaço\
topológico,  um subespaço topológico e \ § \ Ew § \w um subconjunto.
Tem-se então:48

a) O conjunto  é aberto em  se, e só se, existe um conjunto  aberto emE \ Fw

\ E œ F \ E \ E tal que . Em particular, se  é aberto em  então  é tambémw

aberto em .\w

b) No caso em que  é aberto em , podemos dizer que  é aberto em \ \ E \w w

se, e só se,  é aberto em .E \
Dem: a) Suponhamos que  é aberto em . Uma vez que  é fechadoE \ \ Ï Ew w

em , deduzimos da alínea b) de \w 1.2.26 que existe  fechado em  tal queG \
\w wÏ E œ G \ F œ \ Ï G \. O conjunto  é então aberto em  e tem-se
E œ F \ F \w. Suponhamos, reciprocamente, que existe  aberto em  tal
que . Tem-se então , onde  éE œ F \ \ Ï E œ Ð\ Ï FÑ  \ \ Ï Fw w w

fechado em , o que implica que  é fechado em  e portanto  é\ \ Ï E \ Ew w

aberto em . No caso em que  é aberto em  o facto de se ter\ E § \ \w w

E œ E \ E \w implica, pelo que vimos atrás, que  também é aberto em .
b) Supomos agora que  é aberto em  e que . Já sabemos, em\ \ E § \w w

geral, que se  é aberto em  então  é aberto em . Reciprocamente, se E \ E \ Ew

é aberto em  então existe um aberto  em  tal que  e\ F \ E œ F \w w

portanto , sendo a intersecção de dois abertos de , é também aberto emE \
\. 

1.3.15 (O interior relativo a um subespaço aberto) Sejam  um espaço\
topológico,  um aberto sobre o qual consideramos a topologia\ § \w

induzida. Se E § \ Ew, então coincidem os interiores de  relativos à
topologia de  e à de  ou seja, com as notações naturais,\ \w

int int .\ \wÐEÑ œ ÐEÑ

Dem: Uma vez que  é vizinhança de todos os seus pontos e que o interior\w

de um conjunto são os pontos dos quais ele é vizinhança, temos uma
consequência direta do que enunciámos na alínea a) de .1.2.22 

1.3.16 (Pontos isolados de um conjunto) Sejam  um espaço topológico e\
E § \ + − E E. Diz-se que um ponto  é um  de  se o conjuntoponto isolado
Ö+× + E \ for uma vizinhança de  para a topologia de  induzida pela de , isto

48Comparar com , reparando que não enunciamos, em geral, um resultado análogo1.2.26
ao da respetiva alínea a); um tal resultado será examinado a seguir mas apenas no caso em
que o subespaço é aberto.
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é, se existir uma vizinhança  de  em  tal que Z + \ Z  E œ Ö+×.
Equivalentemente, podemos dizer que  é um ponto isolado de  se, e+ − E E
só se,  é aberto em  para a topologia induzida (dizer que  é umaÖ+× E Ö+×
vizinhança de  em  é o mesmo que dizer que é uma vizinhança de todos os+ E
seus elementos…) ou ainda que  é um ponto isolado de  se, e só se, + − E E +
não for aderente a  (dizer que  é o mesmo que dizer queE Ï Ö+×  E œ Ö+×Z
Z E Ï Ö+× não tem nenhum elemento de ).
Em particular, chamam-se pontos isolados de  os pontos isolados de \ \
enquanto subconjunto de si mesmo, isto é, os pontos  tais que  é+ − \ Ö+×
vizinhança de  em  (equivalentemente, tais que  é aberto em ).+ \ Ö+× \

1.3.17 (Conjuntos discretos) Seja  um espaço topológico. Diz-se que um\
conjunto E § \ E é  se todos os pontos de  são isolados. Umdiscreto
conjunto  é discreto se, e só se, a topologia induzida em  pelaE § \ E
topologia de  é a topologia discreta.\
Dem: Basta atender a que dizer que para cada  o conjunto  é+ − E Ö+×
vizinhança de  para a topologia induzida em  é o mesmo que dizer que as+ E
vizinhanças de  para a topologia induzida de  são exatamente os+ E
subconjuntos de  que comtêm .E + 

1.3.18 (Caracterização de uma topologia pelos abertos) Sejam  um\
conjunto e  uma classe de subconjuntos de  verificando as condib \ ções:
a) Tem-se  e ;g − \ −b b
b) Se  e  pertencem a  então  também pertence a ;E F E Fb b
c) Se  é um conjunto, finito ou infinito, de índices e se  é umaM ÐE Ñ3 3−M

família de subconjuntos pertencentes a , então  também pertence a .b b-E3

Existe então uma, e uma só, topologia sobre  tal que os subconjuntos\
abertos sejam precisamente aqueles que pertencem a .b 49

Dem: O facto de não poder haver mais que uma topologia nas condições
referidas é uma consequência de . 1.3.11 Para cada , seja  a classe+ − \ i+

dos conjuntos  tais que exista , com . Vamos verZ § \ E − + − E § Zb
que as classes  verificam as propriedades na definição de topologia e que,i+

para a topologia assim definida, os conjuntos abertos são precisamente os
pertencentes a . Comecemos então por verificar as condições nas alíneas a)b
a e) da definição de topologia em :1.2.1
a) Trata-se de uma consequência imediata de se ter .\ − b
b) É uma condição trivialmente verificada.
c) É uma condição trivialmente verificada.
d) É uma consequência de a intersecção de dois conjuntos em  queb
contenham o ponto  pertencer a  e conter o ponto .+ +b
e) Suponhamos que  e seja , tal que ; tem-se entãoZ − E − + − E § Zi b+

também  e, para cada , vem , donde .E − B − E B − E § Z Z −i i+ B

Mostrámos assim que a noção de vizinhança que estamos a utilizar define

49Repare-se que se alguma das propriedades a), b) ou c) não se verificasse não poderia
existir uma topologia de  nas condições pedidas, tendo em conta .\ 1.3.12
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efetivamente uma topologia.
Suponhamos agora que . Para cada , tem-se E − B − E B − Eb § E donde
E − B − ÐEÑ EiB, isto é, int , o que mostra que  é um aberto da topologia.
Suponhamos, reciprocamente, que  é um aberto da topologia e tentemosE
provar que , para o que podemos já supor que  não é vazio. ParaE − Eb
cada , tem-se então int , ou seja, , pelo que vai existirB − E B − ÐEÑ E − iB

um conjunto  tal que . É então imediato que a união dosE − B − E § EB Bb
conjuntos , com , é igual a , o que, por hipótese, implica queE B − E EB

E − b. 

1.3.19 (Construção de topologias por colagem aberta) Sejam  um conjunto,\
N Ð\ Ñ um conjunto, finito ou infinito, de índices e  uma família de4 4−N

subconjuntos de  tal que . Suponhamos que cada  está munido\ \ œ \ \- 4 4

de uma topologia e que estas topologias verificam a seguinte condição de
compatibilidade: Quaisquer que sejam os índices 4ß 4w − N  o conjunto
\ \ \ \4 4 4 4w w é aberto tanto em  como em  e as topologias induzidas em
\ \ \ \4 4 4 4w w pelas topologias de  e de  coincidem . Existe então uma, e50

uma só, topologia de  tal que, para cada , o subconjunto  seja\ 4 − N \4

aberto nessa topologia e a topologia induzida em  seja a considerada à\4

partida. Os abertos desta topologia de , que dizemos ser a \ colagem aberta
das topologias dadas nos , são os subconjuntos  para os quais\ Y § \4

Y \ \ 4 − N4 4 é aberto para a topologia dada de , para cada .
Dem: Suponhamos que existia uma topologia em  verificando as condições\
pedidas. Se  for aberto para essa topologia então para cada  oY § \ 4 − N
conjunto  também é aberto para essa topologia e portanto tambémY \4

para a topologia induzida em , que é a topologia dada em  (cf. a alínea\ \4 4

a) de ). Suponhamos, reciprocamente, que  é tal que para cada1.3.14 Y § \
4 − N Y \ \ o conjunto  é aberto para a topologia dada de , que coincide4 4

com a induzida pela de . Para cada  o conjunto  é também aberto\ 4 Y \4

para a topologia de  (cf. a alínea b) de ) e o facto de se ter \ \ œ \1.3.14 - 4

implica que

Y œ ÐY \ Ñ. 4

é aberto em . Ficou assim provada a unicidade de uma topologia nas\
condições do enunciado. Para provar a existência vamos utilizar ,1.3.11
considerando a classe  dos subconjuntos  tais que  é abertob Y § \ Y \4

em  para cada . O facto de se ter  e  mostra\ 4 − N g  \ œ g \ \ œ \4 4 4 4

que  e  pertencem à classe . As igualdadesg \ b

Š ‹. .
5 5

5 4 5 4Y  \ œ ÐY \ Ñ

50Reparar que esta condição encontra-se automaticamente verificada sempre que
\ \ œ g4 4w .
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e

ÐY  Z Ñ  \ œ ÐY \ Ñ  ÐZ  \ Ñ4 4 4

implicam que a união de uma família arbitrária de conjuntos de  é ainda umb
conjunto de  e que a interseção de dois conjuntos de  é ainda umb b
conjunto de . Tendo em conta , podemos considerar uma topologiab 1.3.11
em  cujos conjuntos abertos são exatamente aqueles que pertencem a .\ b
Para esta topologia, cada conjunto  é aberto visto que, por  uma das\5

hipóteses de compatibilidade, para cada  a interseção  é aberta em4 \ \5 4

\4.
Falta-nos assim apenas provar que a topologia induzida pela topologia que
definimos em  em cada  coincide com a topologia dada à partida, para o\ \5

que basta verificar que ambas têm os mesmos abertos. Comecemos por supor
que  é aberto para a topologia induzida. Tem-se então Y § \ Y œ Y \s

5 5

para um certo aberto  de  e então, pela definição da classe ,  é abertoY \ Ys b
em  para a topologia dada. Suponhamos enfim que, reciprocamente,\5

Y § \ \ 45 5 é aberto para a topologia original de . Para cada índice 
podemos concluir que

Y \ œ Y  Ð\ \ Ñ4 5 4

é aberto em  com a topologia induzida em  pela topologia\ \ \ \5 4 5 4

original de  a qual, por uma das hipóteses de compatibilidade, coincide\5

com a topologia induzida em  pela topologia original de  e\ \ \5 4 4

portanto  também é aberto em  para a sua topologia original (cf. aY \ \4 4

alínea b) de ). Pela definição da classe  concluímos que  é aberto1.3.14 b Y
em  e portanto também em  com a topologia induzida pela de  (cf. a\ \ \5

alínea a) de ).1.3.14 

1.3.20 (Bases de abertos) Sejam  um espaço topológico e  uma classe\ U
formada por alguns dos abertos de . São então equivalentes as duas\
condições seguintes:
a) Para cada aberto  de  e cada  existe  tal que .Y \ + − Y Z − + − Z § YU
b) Para cada aberto  de  existe um conjunto (eventualmente vazio) deY \
índices e uma família  de conjuntos de  tais que . ÐZ Ñ Y œ Z3 3−M 3U - 51

Quando elas se verificam dizemos que  é uma base de abertos de .U \
Dem: Suponhamos que se verifica a). Se  é um aberto de  podemosY \
considerar, para cada , um conjunto  de  tal que ;+ − Y Z + − Z § Y+ +U
Tem-se então

Y œ Z.
+−Y

+,

o que mostra que também se verifica b). Suponhamos, reciprocmente, que se
verifica b). Dados um aberto  de  e , podemos considerar umaY \ + − Y

51Reparar que se o conjunto de índices  é vazio então a união é o conjunto vazio.M
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família  de conjuntos de  tal que . Existe então um índice ÐZ Ñ Y œ Z 33 3−M 3U -
tal que  e  é assim um conjunto de  que contém  e está contido em+ − Z Z +3 3 U
Y , o que mostra que se verifica b). 

1.3.21 (Base de abertos dum subespaço) Sejam  um espaço topológico e \ U
uma base de abertos de . Se \ \w § \ é um subespaço topológico enão a
classe , das interseções  com , é uma base de abertos de .U Uw w wY  \ Y − \
Dem: Cada  é um aberto de  e portanto para cada  aY − \ Y −U U
interseção  é um aberto de . Suponhamos agora que  é um abertoY \ \ Zw w w

de  e que . Existe então um aberto  de  tal que ,\ + − Z Z \ Z œ Z \w w w w

em particular  e podemos assim considerar  tal que .+ − Z Y − + − Y § ZU
Tem-se então  eY \ −w wU

+ − Y \ § Z \ œ Zw w w. 

1.3.22 (Exemplos) a) Seja  um espaço topológico arbitrário. A classe  de\ b
todos os abertos de  é uma base de abertos de , tal como o é a classe\ \
b‡ § b constituída pelos abertos não vazios. Com efeito, dados um aberto
Y + − Y Y − + − Y e , o conjunto  verifica b‡ § Y .
b) Seja  um conjunto sobre o qual se considera a topologia discreta.\
A classe  dos conjuntos unitários , com  é então uma base deU Ö+× + − \
abertos. Com efeito, se  é aberto (isto é, é um subconjunto arbitrário)Y § \
e se , então  é um conjunto de  que contém  e está contido em+ − Y Ö+× +U
Y .
De facto, podemos garantir que qualquer base de aberto  de  tem queUw \
conter pelo menos todos os conjuntos  com , uma vez que,Ö+× + − \
considerando o aberto , o únco conjunto que contém  e está contido emÖ+× +
Ö+× Ö+× é .
c) Seja  um conjunto sobre o qual se considera a topologia caótica. A\
classe  constituída pelo único subconjunto  é então uma base de abertosU \
de . Trata-se de um caso particular do que dissémos em a), uma vez que os\
únicos abertos de  são  e  e portanto  é a classe dos abertos não vazios\ g \ U
de .\
d) Consideremos a reta estendida  com a sua topologia usual. Este espaço‘
topológico admite uma base de abertos  constituída pelos intervalos ,U Ó+ß ,Ò
com  em , pelos intervalos , com , e pelos intervalos+  , Ò_ß +Ò + − 
Ó,ß _Ó , −, com . Com efeito, como já referimos na alínea c) de 1.3.13,

estes conjuntos são abertos de  e, por outro lado, se  é um aberto arbi-‘ Y
trário de  e  vemos que: Se , podemos considerar  tal que‘ ‘- − Y - − <  !
Ó-  <ß -  <Ò § Y + − Ó-  <ß -Ò , − Ó-ß -  <Ò e tomar números racionais  e ,
tendo-se então  com ; Se  podemos- − Ó+ß ,Ò § Y Ó+ß ,Ò − - œ _U
considerar  tal que  e tomar  em  tendo-se então+ Ò_ß + Ò § Y +  +w w w 
_ − Ò_ß +Ò § Y Ò_ß +Ò − - œ _ , com ; Se  podemos considerar U w

tal que  e tomar  em  tendo-se entãoÓ, ß _Ó § Y ,  ,w w 
_ − Ó,ß_Ó § Y Ó,ß_Ó − com .U
e) Com justificação análoga, e mais simples, que a dada em d), vemos que ‘



90 Cap. 1. Topologia Geral

com a sua topologia usual admite uma base de abertos constituída pelos
intervalos , com  em .Ó+ß ,Ò +  , 
Observe-se que esta base de abertos é “melhor” (tem menos abertos) que a
que se obém a partir da base de abertos de  considerada em d) por aplicação‘
de , uma vez que esta última tem, além dos intervalos  de1.3.21 Ó+ß ,Ò
extremidades racionais, também os intervalos dos tipos  e Ó_ß +Ò Ó,ß_Ò
com  e  racionais.+ ,

1.3.23 (Bases de abertos e sistemas fundamentais de vizinhanças) Sejam \
um espaço topológico e  uma base de abertos de . Para cada  aU \ + − \
classe , constituída pelos conjuntos  tais que , é um sistemaU U+ Y − + − Y
fundamental de vizinhanças de .+
Dem: Uma vez que os conjuntos de  são abertos que contêm , estesU+ +
conjuntos são vizinhanças de . Sendo agora  uma vizinhança de , o+ Z +
interior int  é um aberto de  que contém  pelo que existe  comÐZ Ñ \ + Y − U

+ − Y § ÐZ Ñ § Zint ,

em particular .Y − U+ 

A noção de base de abertos intervém na definição de um tipo de espaço
topológico importante em várias situações. Apresentamos simultanea-
mente outra noção, que, não dependendo da consideração de bases de
abertos, apresenta relações notáveis com a que referimos atrás. Uma
característica comum destas duas noções é a de fazer intervir o facto de
certos conjuntos serem contáveis (isto é, finitos ou numeráveis).
Admitimos assim que o leitor conhece as propriedades básicas da noção
de conjunto contável.

1.3.24 Dizemos que um espaço topológico  é  (em inglês\ de base contável52

“second countable”) se admitir uma base de abertos  que seja contável.U
Diz-se que um espaço topológico  é  se existe uma parte contável\ separável
E § \ que seja densa.
Por exemplo, lembrando o que foi visto na alínea e) de  e na alínea c)1.3.22
de , vemos que , com a topologia usual é simultaneamente de base1.2.20 ‘
contável e separável (recordar que o conjunto  dos números racionais é
numerável).
É também evidente que se  é um espaço topológico contável então  é\ \
separável (  é uma parte densa de si mesmo).\

1.3.25 Se  é um espaço topológico de base contável e \ \w § \ é um subespaço
topológico, então  é também de base contável.\w

Dem: Basta atender a que, se  é um base contável de abertos de  então aU \

52Comparar com a noção de espaço topológico de tipo contável introduzida no exercício
1.2.4.
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classe , das interseções  com , é também contável e constituiU Uw wY  \ Y −
uma base de abertos de  (cf. ).\w 1.3.21 

1.3.26 (Todo o espaço de base contável é separável) Sejam  um espaço\
topológico e  uma base de abertos de . Para cada conjunto não vazioU \
Y − BU escolhamos um dos seus elementos . Tem-se então que o conjuntoY

E B dos elementos escolhidos  é denso.Y

Em consequência, se  é um espaço topológico de base contável então \ \
também é separável.
Dem: Comecemos por provar a primeira afirmação. Seja  arbitrário e+ − \
provemos que  é aderente a . Ora, se  é uma vizinhança arbitrária,+ E Z
int  é um aberto de  que contém  pelo que podemos considerar ÐZ Ñ \ + Y − U
tal que int ; O correspondente elemento  é então um+ − Y § ÐZ Ñ B − EY

elemento de  o que prova que  é efetivamente aderente a . A segundaZ + E
afirmação é uma consequência da primeira uma vez que, se a base de abertos
U de partida é um conjunto contável o correspondente conjunto  dosE
elementos escolhidos  é também contável.BY 

1.3.27 (Todo o espaço métrico separável é de base contável) Sejam  um\
espaço métrico e E § \ um subconjunto denso. A classe  de todas as bolasU
abertas  com  e  racional é então uma base de abertos de .F Ð+Ñ + − E <  ! \<

Em consequência, se um espaço métrico  é separável, então é também de\
base contável.
Dem: Suponhamos que  é um conjunto denso e seja  a classe dasE § \ U
bolas abertas  com  e  racional. Sejam  um aberto de  eF Ð+Ñ + − E <  ! Z \<

, − Z <  ! F Ð,Ñ § Z <. Seja  tal que  e consideremos um racional  com<
w

!  <  <Î# , Ew . Tendo em conta o facto de  ser aderente a  podemos
escolher  na vizinhança . Tem-se assim  pelo que + − E F Ð,Ñ .Ð+ß ,Ñ  < ,<

w
w

pertence ao conjunto  da classe  e este conjunto está contido em F Ð+Ñ Z<w U
visto que, se  vemB − F Ð+Ñ<w

.ÐBß ,Ñ Ÿ .ÐBß +Ñ  .Ð+ß ,Ñ  <  < œ #<  <w w w

portanto . Ficou assim provado que a classe  é uma base deB − F Ð,Ñ § Z< U
abertos de . No caso em que o espaço métrico  é separável, podemos\ \
considerar uma parte densa  que seja contável e então a corres-E § \
pondente classe  é também contável (trata-se de uma consequência simplesU
do produto cartesiano de conjuntos contáveis ser contável e de a imagem de
um conjunto contável por uma aplicação ser também contável), o que mostra
que  é de base contável.\ 

Os dois resultados precedentes mostram que, para um espaço métrico , é\
equivalente ser separável ou ser de base contável. Pelo contrário, como
veremos no exercício  adiante, pode acontecer que um espaço topo-1.3.5
lógico (necessariamente não metrizável) seja separável sem que seja de
base contável. Embora nada nos garanta que um subespaço topológico
dum espaço separável tenha que ser separável (salvo no caso dos espaços
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métricos em que ser separável equivale a ter base contável e podemos
aplicar ), podemos garantir conclusões elementares que “funcionam1.3.25
em sentido oposto”.

1.3.28 (Condições suficientes para a separabilidade) Seja  um espaço topo-\
lógico. Tem-se então:
a) Se \w w§ \ \ \ é um subconjunto denso e  é separável então  é separável.
b) Se  é um conjunto contável de índices e se  é uma família deN Ð\ Ñ4 4−N

subconjuntos separáveis com  então  é separável.-\ œ \ \4

Dem: a) Seja  um conjunto contável denso em . Notando ad  aE § \ \ ÐEÑw w

aderência de  relativa ao espaço topológico , tem-se assim ad  eE \ \ § ÐEÑw

portanto, por ad  ser um subconjunto fechado de , resulta de  queÐEÑ \ 1.2.17

\ œ Ð\ Ñ § ÐEÑad ad ,w

o que mostra que  também é denso em .E \
b) Seja, para cada ,  um subconjunto contável denso em .4 − N E § \ \4 4 4

Tem-se então que  é um subconjunto contável de  denso em ,E œ E \ \- 4

uma vez que se  então existe  tal que  pelo que  é aderente aB − \ 4 B − \ \4

E E E4 4 e portanto também a  que contém . 

O resultado que examinamos a seguir pode servir, por exemplo, para
mostrar que um dado espaço topológico não é de base contável (e
portanto, no caso de ser um espaço métrico, não é separável).

1.3.29 Seja  um espaço topológico de base contável. Então qualquer subcon-\
junto discreto E § \ (cf. ) é contável.1.3.17
Dem: Seja  uma base contável de abertos de . Para cada  o facto deU \ + − E
Ö+× E Y \ ser aberto em  implica a existência de um aberto  de  tal quew

+

E  Y œ Ö+× ß Y − + − Y § Yw w
+ ++ + pelo que  escolhendo  tal que  tem-seU

ainda . Se  em , tem-se , uma vez que  eE  Y œ Ö+× + Á , E Y Á Y , − Y+ + , ,

, Â Y + È Y E+ +. Constatamos assim que a aplicação  de  para  é injetivaU
pelo que, por  ser contável,  é também contável.U E 

Exercícios

Ex 1.3.1 Considerando a recta acabada , com a topologia usual, verificar qual o interior,‘
o exterior, a fronteira e a aderência de cada um dos seguintes conjuntos:

a) b) c) ;  ;  ; d) .  ‘Ò_ß !Ó  Ö ×
"

8
8−
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Ex 1.3.2 Considerar em  a topologia inferior, definida no exercício .‘ 1.2.6
a) Dizer quais os pontos interiores, exteriores e fronteiros ao conjunto , relati-Ó_ß %Ò
vamente a esta topologia.
b) Lembrando as conclusões do exercício referido, determinar quais os subconjuntos
de  que são abertos para esta topologia.‘

Ex 1.3.3 Seja  o subconjunto de  formado pelos pontos  tais que, ou\ ÐBß CÑ‘#

B  C Ÿ " B   ! C œ ! \# # , ou  e , e consideremos sobre  a topologia induzida pela
topologia canónica de . Seja  o subconjunto de  formado pelos pontos ‘# E \ ÐBß CÑ
tais que, ou , ou  e .B  C Ÿ "Î% B   ! C œ !# #

Determinar, sem a preocupação de fazer demonstrações explícitas, quais os pontos
interiores, exteriores e fronteiros a , relativamente à topologia de .E \

Ex 1.3.4 Mostrar que, se  é um espaço topológico de base contável, então  é também\ \
de tipo contável (cf. o exercício ).  Ter em conta .1.2.4 1.3.23Sugestão:

Ex 1.3.5 (Exemplo de espaço separável e sem base contável) Considerar em  a‘
topologia direita, definida no exercício 1.2.8
a) Determinar os pontos interiores, exteriores e fronteiros ao intervalo  relativa-Ó#ß &Ò
mente à topologia direita.
b) Verificar que, se , então o intervalo  é simultaneamente aberto e+  , Ò+ß ,Ò
fechado, para a topologia direita. O que será a fronteira de um tal intervalo ?Ò+ß ,Ò
c) Verificar que o conjunto  dos números racionais é denso em  com a topologia ‘
direita e que, em consequência,  com a topologia direita é um espaço topológico‘
separável.
d) Verificar que  com a topologia direita é um espaço de tipo contável (cf. o‘
exercício ) mas não é um espaço de base contável.  Mostrar que uma1.2.4 Sugestão:
base de abertos  de  com a topologia direita não pode ser contável. Para isso,U ‘
lembrar que  não é contável e mostrar que, para cada  tem que existir algum‘ ‘+ −
conjunto  que tenha  como mínimo.Y − +U
e) Mostrar que  com a topologia direita não é metrizável (cf. ).‘ 1.2.1

Ex 1.3.6 Sejam  um espaço topológico e  e  duas partes de . Mostrar que se tem\ E F \

int int intÐE  FÑ ¨ ÐEÑ  ÐFÑ

e dar um exemplo em  que mostre que se pode ter int int int .‘ ÐE  FÑ Á ÐEÑ  ÐFÑ
Raciocinar com os complementares para mostrar que se tem
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ad ad adÐE  FÑ § ÐEÑ  ÐFÑ

e dar um exemplo em  que mostre que se pode ter ad ad ad .‘ ÐE  FÑ Á ÐEÑ  ÐFÑ

Ex 1.3.7 Sejam  um espaço topológico e . Mostrar que  é simultaneamente\ E § \ E
aberto e fechado se, e só se, fr .ÐEÑ œ g

Ex 1.3.8 Seja  um espaço topológico. Mostrar que um conjunto  é denso se, e só\ E § \
se, qualquer que seja o conjunto aberto não vazio  de , . Deduzir daquiY \ E  Y Á g
que, se  e  são dois abertos densos, então  é ainda um aberto denso. Dar umE F E  F
exemplo em  que mostre que, em geral, a intersecção de dois conjuntos densos pode‘
não ser um conjunto denso.

Ex 1.3.9 Sejam  um espaço topológico,  um subespaço topológico de  e\ \ § \ \w

F § \w um subconjunto arbitrário.
a) Mostrar que ext ext .\ \

w
wÐFÑ œ \  ÐFÑ

b) Mostrar, com contra-exemplos, que, em geral, as igualdades

int int , fr fr\ \ \ \
w w

w wÐFÑ œ \  ÐFÑ ÐFÑ œ \  ÐFÑ

são falsas.

Ex 1.3.10 Em  estabelecemos a existência e unicidade de uma topologia, a que1.3.19
demos o nome de colagem aberta das topologias dadas nos subconjuntos, mediante
certas hipóteses de compatibilidade das topologias dadas. Mostrar que na ausência de
alguma dessas hipóteses de compatibilidade não seria possível existir uma tal
colagem aberta.

Ex 1.3.11 (Caracterização de uma topologia pelos conjuntos fechados)  Sejam  um\
conjunto e  uma classe de partes de  verificando as seguintes propriedades:V V
a) Tem-se  e ;g − \ −V V
b) Se  e  pertencem a  então  também pertence a ;E F E  FV V
c) Se  é um conjunto não vazio, finito ou infinito, de índices e se  é umaM ÐE Ñ3 3−M

família de subconjuntos pertencentes a , então  também pertence a .V V+E3

Mostrar que existe então uma, e uma só, topologia sobre  cujos conjuntos fechados\
sejam precisamente aqueles que pertencem a .   Aplicar o resultadoY 53 Sugestão:
1.3.11 à classe  dos complementares dos conjuntos pertencentes a .b Y

Ex 1.3.12 Seja  um espaço topológico. Diz-se que um conjunto  é\ E § \
sequencialmente fechado se, sempre que  é uma -sucessão de elementos deÐB Ñ8 8− 
E + − \ + − E admitindo um limite , tem-se .
a) Mostrar que, se  é um conjunto fechado então  é também sequencialmenteE § \ E
fechado.
b) Lembrando , mostrar que se o espaço topológico  é metrizável então todo1.2.56 \
o subconjunto  sequencialmente fechado é também fechado.E § \
c) Mostrar que se pode definir em  uma nova topologia cujos conjuntos fechados\
são aqueles que são sequencialmente fechados relativamente à topologia inicial e que
esta nova topologia é mais fina que a topologia inicial.

Ex 1.3.13 (Caracterização de uma topologia pela noção de aderência)  Sejam  um\
conjunto,  a classe de todas as partes de  e  uma aplicaçãoc : c cÐ\Ñ \ À Ð\Ñ Ä Ð\Ñ

53Repare-se que se alguma das propriedades a), b) ou c) não se verificasse não poderia
existir uma topologia de  nas condições pedidas, tendo em conta .\ 1.2.19
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verificando as seguintes condições:
a) Para cada  tem-se ;E − Ð\Ñ E § ÐEÑc :
b) ;:ÐgÑ œ g
c) Quaisquer que sejam  tem-se ;EßF − ÐEÑ ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐFÑc : : :
d) Para cada  tem-se .E − Ð\Ñ Ð ÐEÑÑc : :
Mostrar que existe então uma, e uma só, topologia sobre  tal que para cada\
E − Ð\Ñ E ÐEÑc : V a aderência de  seja .   Considerar a classe  dos54 Sugestão:
subconjuntos  tais , deduzir da condições a), b) e c) que esta classeE ÐEÑ œ E:
verifica as propriedades referidas no exercício  (poderá ser conveniente deduzir1.3.11
de c) a propriedade ), considerar a topologia cujos fechadosE § F Ê ÐEÑ § ÐFÑ: :
são precisamente os conjuntos de  e, com o auxílio da condição d), mostrar que seV
E § \ ÐEÑ E então  é a aderência de  para esta topologia.:

Ex 1.3.14 (Colagens fechadas) finito  Sejam  um conjunto,  um conjunto  de índices e\ N
Ð\ Ñ \ \ œ \4 4−N 4 uma família de subconjuntos de  tal que . Suponhamos que cada-
\4 está munido de uma topologia e que estas topologias verificam a seguinte
condição de compatibilidade: Quaisquer que sejam os índices  o conjunto4ß 4 − Nw

\  \ \ \ \ \4 4 4 4 4 4w w w é fechado tanto em  como em  e as topologias induzidas em 
pelas topologias de  e de  coincidem . Mostrar que existe então uma, e uma só,\ \4 4w

55

topologia de  tal que, para cada , o subconjunto  seja fechado nessa\ 4 − N \4

topologia e a topologia induzida em  seja a considerada à partida. Mostrar que os\4

fechados desta topologia de , que dizemos ser a  das topologias\ colagem fechada
dadas nos , são os subconjuntos  para os quais  é fechado para a\ E § \ E \4 4

topologia dada de , para cada .  Adaptar a demonstração de \ 4 − N4 Sugestão: 1.3.19
e reparar por que razão só consideramos agora colagens finitas.

Ex 1.3.15 Sejam  um espaço topológico e  um subconjunto. Diz-se que um\ E § \
ponto  é um  de  se  for aderente ao conjunto .+ − \ E + E Ï Ö+×ponto de acumulação
Ao conjunto dos pontos de acumulação de  dá-se o nome de   deE conjunto derivado
E.
a) Mostrar que se  é ponto de acumulação de  então  é aderente a . Reparar que+ E + E
se  então  é ponto de acumula+ Â E + ção de  se, e só se, é aderente a  e mostrrarE E
que se  então  é ponto de acumulação de  se, e só se, não for ponto isolado+ − E + E
de  (cf. ).E 1.3.16
b) Deduzir de a) que um conjunto  é fechado se, e só se, todos os pontos deE
acumulação de  pertencem a .E E
c) Suponhamos que o espaço topológico  é de Hausdorff. Mostrar que se  é um\ +
ponto de acumulação de  então qualquer vizinhança  de  em  tem infinitosE Z + \
elementos de  e deduzir, em particular, que um subconjunto finito não pode terE
nenhum ponto de acumulação.  Se  fosse uma vizinhança de  comSugestão: Z +
Z  E Z + finito deduzir de  a existência de uma vizinhança  de  que não1.2.49 w

intersete o conjunto finito ) e então a vizinhança  de  não temZ  ÐE Ï Ö+× Z  Z +w

nenhum elemento de .E Ï Ö+×
d) Suponhamos ainda que o espaço topológico  é de Hausdorff. Mostrar que se  é\ E
um subconjunto arbitrário de  então o conjunto derivado de  é fechado.\ E
Sugestão: Para mostrar que um ponto  aderente ao conjunto dos pontos de+

54Repare-se que se alguma das propriedades a), b), c) ou d) não se verificasse não poderia
existir uma topologia de  nas condições pedidas, tendo em conta  e .\ 1.2.10 1.2.16
55Reparar que esta condição encontra-se automaticamente verificada sempre que
\ \ œ g4 4w .
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acumulação de  tem que ser ponto de acumulação de , considerar o sistemaE E
fundamental de vizinhanças de  constituído pelos abertos que contêm  e utilizar a+ +
conclusão de c).
e) Mostrar que o conjunto  não tem nenhum ponto de acumulação se, e só se, forE
fechado e discreto.

Ex 1.3.16 Se  é um espaço topológico, diz-se que um conjunto  é \ E § \ localmente fe-
chado se existir um conjunto aberto  e um conjunto fechado  tais que .Y G E œ Y  G
a) Mostrar que, tanto os conjuntos abertos como os conjuntos fechados, são conjuntos
localmente fechados.
b) Mostrar que, se  é um subespaço topológico de , então um subconjunto  de\ \ Fw

\ \ E § \w w é localmente fechado em  se, e só se, existe um conjunto , localmente
fechado em , tal que .\ F œ \ Ew

c) Mostrar que, se  é um subespaço topológico localmente fechado de , então um\ \w

subconjunto  de  é localmente fechado em  se, e só se, é localmente fechadoF \ \w w

em .\
d) Mostrar que, se  é um espaço topológico, então um conjunto  é local-\ E § \
mente fechado se, e só se, para cada , existe uma vizinhança  de , em , talB − E Z B \B

que  seja fechado em .  Supondo a condição anterior verificada,E  Z ZB B Sugestão:
tomar para  a união dos conjuntos int , com , e para  o conjuntoY ÐZ Ñ B − E G\ B

ad .\ÐEÑ

Ex 1.3.17 Sejam  um conjunto não vazio de índices e  um espaço métrico e consi-M \
deremos em  a topologia da convergência uniforme (cf. ). SendoE:ÐMß\Ñ 1.2.76
ÐMß\Ñ o subconjunto constituído pelas aplicações limitadas, verificar que, para cada
Ð+ Ñ ÐMß\Ñ <  ! ÐÐ+ Ñ Ñ § ÐMß\Ñ ÐMß\Ñ3 3−M 3 3−M

w
< em  e , tem-se .  Concluir que  é U  56

um subconjunto aberto de  para a topologia da convergência uniforme.E:ÐMß\Ñ
Mostrar que  também é um subconjunto fechado de  para a topolo-ÐMß\Ñ E:ÐMß\Ñ
gia da convergência uniforme.

Ex 1.3.18 Considerar no conjunto , das aplicações de  em , aE:ÐÒ!ß "Òß Ñ Ò!ß "Ò‘ ‘
topologia da convergência uniforme.
a) Mostrar que, sendo  o conjunto das aplicações  tais que ,V ‘0 À Ò!ß "Ò Ä 0Ð>Ñ  !
para cada , o conjunto  não é nem aberto nem fechado.> − Ò!ß "Ò V
b) Determinar o interior do conjunto .V

56Esta conclusão mostra que na demonstração de  os conjuntos escritos da forma1.2.77
U  Uw w
< <3 3−M 3 3−MÐÐ+ Ñ Ñ  ÐMß\Ñ ÐÐ+ Ñ Ñ poderiam ter sido substituídos simplesmente por . Não

ganharíamos no entanto nada em simplicidade e teríamos sido obrigados a obter nessa
demonstração a conclusão deste exercício.



§4. Funções contínuas e homeomorfismos.

1.4.1 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação. Diz-se que\ ] 0À\ Ä ]
0 B − \ 0ÐB Ñ 0 B B é   se,  é um limite de  quando  (cf.contínua no ponto ! ! !p
1.2.27). Diz-se que  é uma  se  é contínua em todos os0 0aplicação contínua
pontos de . Como caracterizações alternativas que decorrem das\
correspondentes caracterizações da noção de limite podemos referir:
a) Lembrando a definição de limite em , podemos dizer que  é1.2.27 0
contínua no ponto  se, e só se, qualquer que seja a vizinhança  de B [ 0ÐB Ñ! !

existe uma vizinhança  de  tal que Z B 0ÐZ Ñ! § [ , por outras palavras, tal
que  para cada . Alternativamente, podemos dizer que  é0ÐBÑ − [ B − Z 0
contínua no ponto  se, e só seB! , qualquer que seja a vizinhança  de [ 0ÐB Ñ!
a imagem recíproca 0"

!Ð[Ñ B é uma vizinhança de  (reparar que
0Ð0 Ð[ÑÑ § [ 0ÐZ Ñ § [ Z § 0 Ð[Ñ" " e que se  então ).
b) Lembrando a caracterização dos limites em termos de sistemas
fundamentais de vizinhanças, referida na alínea b) de 1.2.27, podemos dizer
que, se  é um sistema fundamental de vizinhanças de  em  e U UB !!

B \ w
0ÐB Ñ!

 é

um sistema fundamental de vizinhanças de  em , a aplicação0ÐB Ñ ]!

0 À\ Ä ] B [ − é contínua no ponto  se, e só se, qualquer que seja !
w
0ÐB ÑU

!

existe  tal que , isto é, tal que  para cadaZ − 0ÐZ Ñ § [ 0ÐBÑ − [UB!

B − Z .
c) No caso em que  e  são espaços métricos podemos considerar como\ ]
sistemas fundamentais de vizinhanças dos pontos os constituídos pelas bolas
abertas de centros nesses pontos e concluímos que  é contínua no ponto 0 B!

se, e só se, qualquer que seja , existe  tal que se tenha$ & !  !
0ÐF ÐB ÑÑ § F Ð0ÐB ÑÑ& $! ! , isto é, tal que

.ÐBß B Ñ  Ê .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ ! !& $  .

d) No caso em que  é um espaço métrico e  é um espaço topológico,\ ]
podemos deduzir de  que  é contínua no ponto  se, e só se, 1.2.57 0 B! qualquer
que seja a -sucessão  de elementos de  com  tem-se ÐB Ñ \ B pB8 8− 8 !

0ÐB Ñp 0ÐB Ñ8 ! .
e) Voltando ao caso geral em que  e  são espaços topológicos, decorre de\ ]
1.2.75 que  é contínua em  se, e só se, qualquer que seja a sucessão0 B!

generalizada  com  tem-se .ÐB Ñ B B 0ÐB Ñ 0ÐB Ñ4 4−N 4 ! 4 !p p

O leitor já encontrou decerto a noção de continuidade no contexto
particular em que os espaços  e  envolvidos são ambos  ou, mais\ ] ‘
geralmente,  e . Nesse contexto revelava-se conveniente examinar a‘ ‘7 8

continuidade no caso mais geral em que o domínio da aplicação, em vez
de ter que ser a totalidade de  ou , podia ser uma parte  de  ou de‘ ‘ ‘7 E
‘7. A razão por que não explicitamos em  a situação aparentemente1.4.1
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mais geral em que o domínio da aplicação seja uma parte  de  é a deE \
que essa parte também é um espaço topológico (com a topologia
induzida) e podemos portanto sempre colocar-nos no contexto anterior
usando  no papel de .E \

1.4.2 (Comparação com a situação encontrada em estudos mais elemen-
tares) Suponhamos que  é \ ‘ ‘ ‘ ou, mais geralmente,  e que  é  ou,7 ]
mais geralmente, . Sejam  e  uma aplicação. Tem-se‘8 E § \ 0ÀE Ä ]
então:
a) A aplicação  é contínua no ponto , no sentido referido em 0 B! 1.4.1
considerando o domínio  como subespaço topológico de , se, e só se,E \
0ÐBÑ 0ÐB Ñ B Bp p! ! quando  e, como observado em , para esta1.2.32
afirmação é equivalente considerar  como espaço topológico ou  comoE E
parte do espaço topológico .\
Se a definição de continuidade num ponto que encontrou anteriormente neste
contexto se tiver baseado na definição de limite, o que acabamos de referir é
certamente suficiente para mostrar que neste contexto a definição que foi
anteriormente encontrada é equivalente à que vamos a utilizar a partir de
agora.
b) Considerando a condição de continuidade de  no ponto  referida na0 B!

alínea c) de 1.4.1 e tendo em conta o facto trivial de a bola de centro  e raioB!

& no subespaço métrico  ser igual a , onde  nota a bolaE F ÐB Ñ  E F ÐB Ñ& &! !

do espaço métrico , vemos que a aplicação  é contínua no ponto , no\ 0 B!

sentido referido em 1.4.1 considerando como domínio  como subespaçoE
topológico de , se, e só se, para cada \ $ & !  ! existe  tal que

0ÐF ÐB Ñ  EÑ § F Ð0ÐB ÑÑ& $! ! ,

por outras palavras, tal que  para cada  com.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  B − E! $
.ÐBß B Ñ ! &.
Se a definição de continuidade num ponto que encontrou anteriormente neste
contexto se tiver baseado numa condição do tipo - , o que acabamos de$ &
referir é certamente suficiente para mostrar que neste contexto a definição
que foi anteriormente encontrada é equivalente à que vamos a utilizar a partir
de agora.

1.4.3 (Condição de Lipschitz e continuidade) Sejam  e  espaços métricos e\ ]
0À\ Ä ] Q   ! uma aplicação. Diz-se que um real  é uma constante de
Lipschitz para  se se tem  quaisquer que sejam0 .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q .ÐBß B Ñw w

Bß B − \ Qw . É claro que então qualquer constante maior que  é também uma
constante de Lipschitz para . Diz-se que  é  se0 0 À\ Ä ] lipschitziana
admitir alguma constante de Lipschitz .Q   !
Se  e  são espaço métricos e  é uma aplicação lipschitziana,\ ] 0À\ Ä ]
então  é uma aplicação contínua.0
Dem: Seja  uma constante de Lipschitz para  que podemos já supor serQ 0
diferente de  (se  for uma constante de Lipschitz então qualquer número! !
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maior que  também o é). Seja  arbitrário. Dado  arbitrário,! B − \  !! $
podemos considerar  e constatamos que, para cada  com& œ B − \$

Q

.ÐBß B Ñ ! & vem

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q .ÐBß B Ñ  Q œ! ! & $.

Ficou assim provada a continuidade de  no ponto .0 B! 

1.4.4 Repare-se que dizer que duas métricas  e . .w sobre um mesmo conjunto \
são Lipschitz-equivalentes (cf. ) é o mesmo que dizer que 1.1.26 a aplicação
identidade  é lipshitziana tanto quando se considera a métrica M. À\ Ä \ .\

no domínio e a métrica  no codomínio como quando se considera a métrica.w

. .w no domínio e a métrica  no codomínio. Tendo em conta esta observação,
o próximo resultado é uma generalização de .1.1.35

1.4.5 (Aplicações lipschitzinanas e conjuntos limitados) Sejam  e  espaços\ ]
métricos e 0 À\ Ä ] E § \ uma aplicação lipschitziana. Se  é um conjunto
limitado então o subconjunto  é também limitado.0ÐEÑ § ]
Dem: Sendo  uma constante de Lipschitz para  e  tal queQ 0 V   !
.ÐBß B Ñ Ÿ V Bß B − E Cß C − 0ÐEÑw w w quaisquer que sejam , vemos que, dados ,
vem  e  com  dondeC œ 0ÐBÑ C œ 0ÐB Ñ Bß B − Ew w w

.ÐCß C Ñ œ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q.ÐBß B Ñ Ÿ QVw w w ,

o que mostra que  é efetivamente limitado.0ÐEÑ 

1.4.6 (Composta de aplicações lipschitzianas) Sejam ,  e  espaços\ ] ^
métricos e 0 À\ Ä ] 1À ] Ä ^ e  cuas aplicações lipschitzianas, admitindo
as constantes de Lipschitz  e  respetivamente. Tem-se então que aQ Qw

aplicação  é lipschitziana com a constante de Lipschitz .1 ‰ 0 À\ Ä ^ QQw

Dem: Quaisquer que sejam  em  vemBß B \w

.Ð1Ð0ÐBÑÑß 1Ð0ÐB ÑÑÑ Ÿ Q .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q Q.ÐBß B Ñw w w w w . 

1.4.7 (Exemplo — a continuidade das projeções) Considerando em ‘ ‘8 e em 
as suas topologias usuais (cf. ), para cada  a 1.2.3 " Ÿ 3 Ÿ 8 projeção
canónica , definida por1 ‘ ‘3

8À Ä

13 " # 8 3ÐB ß B ßá ß B Ñ œ B ,

admite a constante de Lipschitz , em particular é uma aplicação contínua."
Dem: Sabemos que a topologia de  é a definida pela métrica associada à‘
norma “valor absoluto” e que a de  é a definida, por exemplo, pela métrica‘8

. mm B œ ÐB ß B ßá ß B Ñ_ _ " # 8 associada à norma  (cf. ). Dados  e1.1.8
B œ ÐB ß B ßá ß B Ñw w w w 8

" # 8  em , tem-se então‘

.Ð ÐBÑß ÐB ÑÑ œ lB  B l Ÿ lB  B l œ . ÐBß B ÑÞ1 13 3 3 4 _
w w w w

3 4
4

max 
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1.4.8 (Isometrias) Sejam  e  espaços métricos e \ ] 0À\ Ä ]  uma aplicação.
Diz-se que  é uma  se se tem 0 .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ œ .ÐBß B Ñaplicação isométrica w w

quaisquer que sejam . Uma tal aplicação é contínua, uma vez queBß B − \w

admite  como constante de Lipschitz, e é injetiva uma vez que se for"
0ÐBÑ œ 0ÐB Ñw  vem

.ÐBß B Ñ œ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ œ !w w ,

donde . Diz-se que  é uma B œ B À\ Ä ]w 0 isometria se for uma aplicação
isométrica bijetiva, caso em que a aplicação inversa 0 À ] Ä \"  é também
uma isometria, uma vez que, para ,Cß C − ]w

.ÐCß C Ñ œ .Ð0Ð0 ÐCÑÑß 0 Ð0 ÐC ÑÑÑ œ .Ð0 ÐCÑß 0 ÐC ÑÑw " " w " " w .

Note-se dados espaços métricos ,  e  e aplicações isométricas\ ] ^
0À\ Ä ] 1À ] Ä ^ e , conclui-se trivialmente que a composta
1 ‰ 0 À\ Ä ^  é ainda uma aplicação isométrica.

Vamos agora referir algumas propriedades das aplicações contínuas que
são consequências diretas de propriedades que já encontrámos para a
noção de limite. Para essas propriedades limitamo-nos, como demonstra-
ção, a referir quais as propriedades das quais elas decorrem.

1.4.9 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação constante,\ ] 0À\ Ä ]
de valor . Tem-se então que  é contínua., 0
Dem: Cf. a alínea a) de .1.2.30 

1.4.10 Seja  um espaço topológico. É então contínua a \ aplicação identidade
M.À\ Ä \ M.ÐBÑ œ B, defnida por .
Dem: Cf. a alínea b) de .1.2.30 

No resultado precedente estava implícito que considerávamos a mesma
topologia no domínio e no codomínio. Por vezes é útil examinar o que se
pode dizer quando se consideram duas topologias sobre um mesmo
conjunto .\

1.4.11 (Topologias mais finas e continuidade) Seja  um conjunto sobre o\
qual consideramos duas topologias. Considerando a aplicação identidade
M.À\ Ä \ M.ÐBÑ œ B, definida por , tem-se então que a primeira topologia é
mais fina que a segunda se, e só se, esta aplicação é contínua quando no
domínio se considera a primeira topologia e no espaço de chegada a segunda.
Em particular, as duas topologias coincidem se, e só se, a aplicação identi-
dade  for contínua tanto da primeira topologia para a segundaM.À\ Ä \
como da segunda para a primeira.
Dem: Cf. .1.2.31 
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1.4.12 (Continuidade nos pontos isolados do domínio) Sejam  e  espaços\ ]
topológicos e 0 À\ Ä ] 0 uma aplicação. Tem-se então que  é contínua em
qualquer pontos isolado  de  (cf. ). Em particular, se a topologia deB \! 1.3.16
\ 0À\ Ä ] é a discreta, todas as aplicações  são contínuas.
Dem: Se  é uma vizinhança arbitrária de  em  podemos considerar[ 0ÐB Ñ ]!

a vizinhança  de  em  para a qual se tem Z œ ÖB × B \ 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ − [! ! !

para cada .B − Z 

1.4.13 (Exemplo) Sejam  um espaço topológico e  um conjunto sobre o qual\ ]
consideramos a topologia caótica. Tem-se então que qualquer aplicação
0 À\ Ä ]  é contínua.
Dem: Cf. a alínea d) de .1.2.30 

1.4.14 Sejam  e  espaços topológicos, \ ] ] w § ]  um subespaço topológico e
0 À\ Ä ] 0Ð\Ñ § ] 0 uma aplicação tal que . Tem-se então que  é contínuaw

num ponto  como aplicação  se, e só se, o é como aplicaçãoB − \ \ Ä ]!

\ Ä ] w.
Dem: Cf. .1.2.32 

1.4.15 Sejam  e  espaços topológicos e \ ] 0À\ Ä ]  uma aplicação contínua
num ponto . Sendo  com , a restrição B − \ \ § \ B − \ 0 À\ Ä ]! !

w w w
Î\w

também é contínua em .B!

Dem: Cf.  e .1.2.35 1.2.36 

1.4.16 Sejam  e  espaços topológicos, \ ] 0À\ Ä ] \ \ uma aplicação e  e w ww

dois subconjuntos de  com . Tem-se então:\ \ œ \ \w ww

a) Se  e ambas as restrições  e B − \ \ 0 À\ Ä ] 0 À\ Ä ]!
w ww w ww

Î\ Î\w ww  são
contínuas no ponto  então B 0! À\ Ä ] B é também contínua no ponto .!
b) Se ,  não é aderente a  e  é contínua no pontoB − \ B \ 0 À\ Ä ]! !

w ww w
Î\w

B 0 À\ Ä ] B! ! então  é também contínua no ponto .
Dem: Cf. as alíneas a) e b) de .1.2.37 

O recíproco de  será, em geral, falso: Por exemplo, a 1.4.15 função de
Heaviside , definida porLÀ Ä‘ ‘

LÐBÑ œ
! B Ÿ !
" B  !œ , se 
, se ,

tem restrição contínua ao intervalo  (essa restrição é umaÓ_ß !Ó
aplicação constante) e, no entanto, ela não é contínua em  (O limite!

quando  existe e é igual a ). Há, no entanto, um casoB ! " Á LÐ!Ñp 

particular importante em que, da continuidade da restrição de uma
aplicação num ponto, se pode deduzir a continuidade da aplicação nesse
ponto:

1.4.17 (Corolário — caráter local da continuidade num ponto) Sejam  e \ ]
espaços topológicos, 0 À\ Ä ] B − \ \ § \ uma aplicação,  e  uma!

w

vizinhança de . Tem-se então que  é contínua no ponto  se, eB 0 À\ Ä ] B! !
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só se, a restrição  for contínua em .0 À\ Ä ] BÎ\
w

!w

Dem: Uma das implicações resulta de  e a outra resulta de ,1.4.15 1.4.16
tendo em conta o facto de se ter  com  não aderente a\ œ \  Ð\ Ï \ Ñ Bw w

!

\ Ï \ \w w (por possuir a vizinhança  que não interseta este conjunto). 

1.4.18 Sejam  e  espaços topológicos e \ ] 0À\ Ä ]  uma aplicação contínua
num ponto . Se  é tal que  seja aderente a  então  éB − \ E § \ B E 0ÐB Ñ! ! !

aderente a .0ÐEÑ
Dem: Cf.  aplicado à restrição de  a  que, por , ainda tem1.2.40 1.2.360 E
limite  quando .0ÐB Ñ BpB! ! 

1.4.19 (Corolário — Aplicações contínuas e separabilidade) Sejam  e \ ]
espaços topológicos e 0 À\ Ä ] \ uma aplicação contínua e sobrejetiva. Se 
é separável então  também é separável.]
Dem: Podemos considerar um subconjunto contável denso  e entãoE § \
1.4.18 garante que o conjunto contável  é denso.0ÐEÑ § ] 

1.4.20 (Continuidade da função composta) Sejam ,  e  espaços\ ] ^
topológicos, 0 À\ Ä ] B − \ uma aplicação contínua num ponto  e!

1À ] Ä ^ 0ÐB Ñ uma aplicação contínua no ponto . A aplicação composta!

1 ‰ 0 À\ Ä ^ B 0À\ Ä ] é então contínua no ponto . Em particular, se  e!

1À ] Ä ^ 1 ‰ 0 À\ Ä ^ são aplicações contínuas então  também é uma
aplicação contínua.
Dem: Cf. .1.2.41 

1.4.21 (Operações algébricas com funções contínuas) Sejam  um espaço\
topológico e  duas aplicações contínuas num ponto . São0 ß 1À\ Ä B − \‘ !

então contínuas no ponto  as funções ,  e  de  para ,+ 0  1 0 ‚ 1 0  1 \ ‘
definidas respetivamente por

B È 0ÐBÑ  1ÐBÑ B È 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ B È 0ÐBÑ  1ÐBÑ, , .

Além disso, no caso em que , é também contínua no ponto1Ð\Ñ § Ï Ö!×‘

B À\ Ä!
0
1 a aplicação  definida por‘

B È
0ÐBÑ

1ÐBÑ
.

Dem: Cf.  e .1.2.50 1.2.51 

1.4.22 (Continuidade da função distância) Seja  um espaço métrico. Se\
F § \ é um subconjunto não vazio, pode-se considerar-se uma função
contínua  definida por. À\ ÄF ‘

. ÐBÑ œ .ÐBßFÑF

(cf. ). Em particular, se , podemos considerar  e1.1.11 B − \ F œ ÖB ×! !

concluímos que é contínua a aplicação  definida por.B œ . À\ Ä! ÖB ×! ‘
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. ÐBÑ œ .ÐBß B ÑB !!
.

Dem: Tendo em conta a desigualdade em , vemos que1.1.13

.Ð. ÐBÑß . ÐB ÑÑ œ l.ÐBßFÑ  .ÐB ßFÑl Ÿ .ÐBß B Ñ F F
w w w $

pelo que a aplicação  admite  como constante de Lipschitz, sendo. "F

portanto contínua (cf. ).1.4.3 

Vamos agora examinar alguns resultados em que a continuidade (num
ponto ou “global”) é caracterizada a partir do estudo das imagens
recíprocas de subconjuntos do codomínio. Lembremos a propósito que,
quando  e  são conjuntos e  é uma aplicação, define-se para\ ] 0À\ Ä ]
cada subconjunto  a sua   como sendo oF § ] 0 ÐFÑimagem recíproca "

conjunto dos pontos de  cuja imagem está em :\ F

0 ÐFÑ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − F×" .

Esta imagem recíproca está definida para uma aplicação arbitrária  mas,0
quando  é bijetiva, e faz portanto sentido considerar a aplicação inversa0
0 À ] Ä \" , a imagem recíproca referida coincide com a imagem direta
de  por meio da aplicação , o que nos tranquiliza quanto ao perigoF 0"

de eventuais ambiguidades na notação. É importante o leitor habituar-se a
reconhecer em certas definições de conjuntos o facto de estes serem
imagens recíprocas.

1.4.23 (Caracterização da continuidade num ponto pelas imagens
recíprocas) Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação.\ ] 0À\ Ä ]
Tem-se então que  é contínua num ponto  se, e só se, para cada0 B − \!

vizinhança  de , o conjunto imagem recíproca[ 0ÐB Ñ!

0"Ð[Ñ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − [×

é uma vizinhança de .B!

Dem: O facto de esta condição implicar a continuidade de  no ponto 0 B!

resulta da caracterização da continuidade na alínea a) de  por se ter1.4.1
trivilmente  para qualquer . Reciprocamente, se  é0Ð0 Ð[ÑÑ § [ [ § ] 0"

contínua em  e  é uma vizinhança de , então, sendo  umaB − \ [ 0ÐB Ñ Z! !

vizinhança de  tal que , tem-se trivialmente , peloB 0ÐZ Ñ § [ Z § 0 Ð[Ñ!
"

que  é também uma vizinhança de .0 Ð[Ñ B"
! 

1.4.24 (Caracterização das aplicações contínuas pelos conjuntos abertos)
Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação. Tem-se então\ ] 0À\ Ä ]
que  é contínua se, e só se, qualquer que seja0  o subconjunto aberto  de ,[ ]
o subconjunto imagem recíproca

0 Ð[Ñ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − [×"

é aberto em .\



104 Cap. 1. Topologia Geral

Dem: Comecemos por supor que  é contínua e que  é um aberto de .0 [ ]
Para cada , vem  pelo que  é uma vizinhança deB − 0 Ð[Ñ 0ÐB Ñ − [ [! !

"

0ÐB Ñ 0 Ð[Ñ B! !
", o que, por 1.4.23, implica que  é uma vizinhança de ;

concluímos assim que , sendo uma vizinhança de cada um dos seus0 Ð[Ñ"

pontos, vai ser um conjunto aberto. Suponhamos agora, reciprocamente, que,
para cada aberto  de ,  é um aberto de . Dado  arbi-[ ] 0 Ð[Ñ \ B − E"

!

trário, tem-se, em particular, que, para cada aberto  de , com ,[ ] 0ÐB Ñ − [!

0 Ð[Ñ \ B − 0 Ð[Ñ" "
! vai ser um aberto de , com , o qual verifica

trivialmente , pelo que, lembrando que, por , a classe0Ð0 Ð[ÑÑ § [" 1.3.10
dos abertos contendo um ponto é um sistema fundamental de vizinhanças
desse ponto, concluímos que  é contínua em .0 B! 

Note-se que não afirmamos, de modo nenhum, que, para uma aplicação
contínua , a imagem directa de um subconjunto aberto de 0 À\ Ä ] \
tenha que ser um subconjunto aberto de  (pensar, por exemplo, com o]
que sucede em geral com uma aplicação constante ).0 À\ Ä ]

1.4.25 (Caracterização das aplicações contínuas pelos conjuntos fechados)
Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação. Tem-se então\ ] 0À\ Ä ]
que  é contínua se, e só se, qualquer que seja0  o subconjunto fechado  deG
] , o subconjunto imagem recíproca

0 ÐGÑ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − G×"

é fechado em .\
Dem: Suponhamos que  é contínua e que  é um subconjunto fechado de0 G
] ] Ï G ] \. Tem-se então que  é aberto em , pelo que vem aberto em  o
conjunto

\ Ï 0 ÐGÑ œ 0 Ð] Ï GÑ" " ,

o que implica que  é fechado em . Suponhamos, reciprocamente,0 ÐGÑ \"

que, para cada fechado  de ,  é fechado em . Se  é aberto emG ] 0 ÐGÑ \ ["

] ] Ï [ ], vem que  é fechado em , pelo que

\ Ï 0 Ð[Ñ œ 0 Ð] Ï [Ñ" "

é fechado em  e portanto  é aberto em . Fica assim provado que a\ 0 Ð[Ñ \"

aplicação  é contínua.0 

Uma das utilizações mais frequentes dos dois resultados precedentes é a
de partir do conhecimento da continuidade de uma aplicação para provar
que certos conjuntos são abertos ou fechados.
Por exemplo, para garantir que a hipérbole

E œ ÖÐBß CÑ − ± BC œ "×‘#

é um subconjunto fechado de  e que a região‘#
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F œ ÖÐBß CÑ − ± BC  "×‘#

é um subconjunto aberto de , atendemos a que tem lugar uma aplicação‘#

contínua , definida por , e reparamos que se tem0 À Ä 0ÐBß CÑ œ BC‘ ‘#

E œ 0 ÐÖ"×Ñ F œ 0 ÐÓ_ß "ÒÑ Ö"× Ó_ß "Ò" " e , onde  e  são, respectiva-
mente, um subconjunto fechado e um subconjunto aberto de .‘
Como segundo exemplo, podemos apresentar justificações mais simples
do facto as bolas abertas de um espaço métrico serem conjuntos abertos e
de as bolas fechadas serem conjuntos fechados (cf. a alínea a) de  e1.3.13
a alínea a) de ). Com efeito, dados  e , podemos1.2.20 + − \ <  !
considerar a aplicação contínua ,  (cf. ) e. À\ Ä . ÐBÑ œ .ÐBß +Ñ+ +‘ 1.4.22
reparamos então que  e  são as imagens recíprocas por meioF Ð+Ñ F Ð+Ñ< <

de  dos subconjuntos  e , respetivamente aberto e. Ó_ß <Ò Ó_ß <Ó+

fechado em .‘

1.4.26 (Continuidade a partir da continuidade das restrições I) Sejam  e \ ]
espaços topológicos e  uma família de abertos de , tal queÐ\ Ñ \3 3−M

\ œ \ 0À\ Ä ] 0 À\ Ä ]- 3 \ 3. Se  é uma aplicação tal que a restrição / 3

seja contínua para cada  então  é contínua.3 − M 0
Dem: Se  é arbitrário podemos considerar um índice  tal queB − \ 3!

B − \ \ \ B! 3 3 3 ! e então, por  ser aberto,  é uma vizinhança de  pelo que,
como referimos em , a continuidade de  no ponto  decorre da1.4.17 0 B!

continuidade em  da restrição B! 0 À\ Ä ]/\ 33
. 

1.4.27 (Formulação alternativa) Sejam  e  espaços topológicos e\ ]
0À\ Ä ] B − \ Y \ uma aplicação tal que, para cada , exista um aberto  de 
com  e  contínua. Tem-se então que  é contínua.B − Y 0 ÀY Ä ] 0À\ Ä ]ÎY

Dem: Notando, para cada ,  um aberto de , com , tal queB − \ Y \ B − YB B

0 À Y Ä ] Y B − \ÎY B BB
 seja contínua, a família dos abertos , com , vai ter

união , pelo que estamos nas condições do resultado precedente.\ 

1.4.28 (Continuidade a partir da continuidade das restrições II) Sejam  e\
] Ð\ Ñ \ espaços topológicos e  uma família finita de fechados de , tal que3 3−M

\ œ \ 0À\ Ä ] 3- 3. Seja  uma aplicação tal que, para cada , a restrição
0 À\ Ä ] 0/\ 33

 seja contínua. Tem-se então que a aplicação  é contínua.57

Dem: Apesar de ser possível apresentar uma demonstração com o mesmo
espírito da precedente (ver o exercício  adiante) vamos utilizar a1.4.24
caracterização da continuidade em . 1.4.25 Suponhamos que  é fechado emG
] 3. Para cada  tem-se então que

\  0 ÐGÑ œ 0 ÐGÑ3
" "

\/ 3

57Repare-se que é essencial que a família dos subconjuntos  seja finita. Se assim não\3

fosse, qualquer aplicação cujo domínio fosse um espaço topológico de Hausdorff era
contínua, visto que o seu domínio é união de conjuntos unitários, que são fechados, a sua
restrição a cada um desses conjuntos unitários sendo constante, e portanto contínua.
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é fechado em  e portanto, uma vez que  é fechado em , é também\ \ \3 3

fechado em . Conclui-se daqui que , sendo a união finita dos\ 0 ÐGÑ"

fechados , vai ser fechado em .\  0 ÐGÑ \3
" 

Como aplicação típica do resultado precedente, temos a prova de que é
contínua a aplicação , definida por0 À Ä‘ ‘#

0ÐBß CÑ œ
B  C B  C Ÿ "

" B  C  "œ # # # #

# #

, se 
, se 

(onde consideramos em  e em  as topologias usuais). Para isso,‘ ‘#

começamos por reparar que a fórmula  é válida, mais0ÐBß CÑ œ "
geralmente, para , e concluímos então a continuidade de  daB  C   " 0# #

continuidade das suas restrições a cada um dos seguintes conjuntos
fechados, de união :‘#

E œ ÖÐBß CÑ − ± B  C Ÿ "× F œ ÖÐBß CÑ − ± B  C   "×‘ ‘# # # # # #, ,

a continuidade da primeira restrição resultando dos resultados algébricos
sobre aplicações contínuas (cf. ) e da continuidade das aplicações1.4.21
que a  associam  e  respetivamente.ÐBß CÑ B C
Repare-se que uma versão dos resultados precedentes em que se
“misturem” subconjuntos fechados com subconjuntos abertos não é
válida: Um contra-exemplo simples é a função de Heaviside ,LÀ Ä‘ ‘
já referida anteriormente, definida por

LÐBÑ œ
! B Ÿ !
" B  !œ , se 
, se ,

a qual não é contínua em  apesar de ter restrições contínuas ao fechado!
Ó_ß !Ó Ó!ß_Ò e ao aberto , conjuntos cuja união é .‘

1.4.29 (Unicidade do prolongamento por continuidade) Sejam  e  espaços\ ]
topológicos, o segundo dos quais de Haudorffß E § \ um subconjunto
denso (cf. ) e  uma aplicação. Não pode então existir mais1.2.15 0 ÀE Ä ]
que uma aplicação contínua  cuja restrição a  seja  (um0 À\ Ä ] E 0
prolongamento contínuo de ). Mais precisamente, a existir um tal0
prolongamento contínuo , terá que ser0

0ÐBÑ œ 0ÐB Ñlim
B pB

w
w

. 58

Dem: Seja  um tal prolongamento contínuo. Para cada  deduzimos de0 B − \

58Repare-se que o facto de se pedir que  seja denso destina-se a garantir que qualquerE
B − \ E 0 é aderente a , condição necessária para fazer sentido falar do limite de  quando
B B ]w tende para , e que o facto de  ser de Hausdorff é o que garante a unicidade de tais
limites, condição implícita na notação .lim

B ÄBw
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1.2.36 e da continuidade de  que tem que ser0

0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ œ 0ÐB Ñ œ 0ÐB Ñlim lim lim
B pB B pB B pB

w w w

B−E

w w w
. 

O resultado precedente poderá levar-nos a conjeturar que a existência dos
limites referidos no enunciado bastaria para garantir a existência de um
prolongamento contínuo da aplicação . De facto, fazendo uma hipótese0
suplementar sobre o espaço de chegada , vamos ver que isso acontece.]

1.4.30 Diz-se que um espaço topológico  é  se é de Hausdorff e cada] regular
ponto  admite um sistema fundamental de vizinhanças constituído porC − ]!

subconjuntos fechados ou, o que é o mesmo, se é de Hausdorff e para cada
C − ] C! ! a classe das vizinhanças fechadas de  constitui um sistema
fundamental de vizinhanças de .C!
Como exemplo de espaços regulares temos os espaços métricos, que já
sabemos serem de Hausdorff e em que cada ponto  admite o conjunto dasC!
bolas fechadas de centro  e raio maior que  como sistema fundamental deC !!

vizinhanças fechadas (cf. a alínea b) de  e ).1.2.7 1.2.20

1.4.31 Sejam  um espaço topológico,  um espaço topológico regular, \ ] E § \
um subconjunto denso e  uma aplicação contínua. Uma condição0 ÀE Ä ]
necessária e suficiente para a existência de um aplicação contínua 0 À\ Ä ]
tal que  é que, para cada , exista limite de  no ponto .0 œ 0 B − \ Ï E 0 BÎE

Quando isso acontecer, um tal prolongamento é único e está definido por

0ÐBÑ œ 0ÐB Ñlim
B pB

w
w

.

Dem: Repare-se que a continuidade da aplicação  implica que para cada0
B − E 0ÐB Ñ 0ÐBÑ também existe o limite , limite que é igual a . Alim

B pB

w
w

unicidade do prolongamento contínuo resulta de . Consideremos então1.4.29
a aplicação  definida por . Esta aplicação tem,0 À\ Ä ] 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñlim

B pB

w
w

como referimos no início, restrição a  igual a  pelo que apenas temos queE 0
provar a sua continuidade num ponto  arbitrário. Seja então  umaB − \ [!

vizinhança arbitrária de  e, tendo em conta o facto de o espaço0ÐB Ñ!
topológico  ser regular, consideremos uma vizinhança fechada  de] [ w

0ÐB Ñ [ § [ 0ÐB Ñ! !
w com . A caracterização de  como um limite e o facto de

a classe dos abertos de  que contêm  constituirem um sistema\ B!

fundamental de vizinhanças de  permitem-nos considerar um aberto  deB Y!

\ B − Y 0ÐY  EÑ § [ com  tal que . Vamos mostrar que se tem mesmo!
w

0 ÐY Ñ § [ 0 B B − Y, o que provará a continuidade de  no ponto . Ora, se !

então  é aderente a  (já que  com  nãoB Y  E E œ ÐY  EÑ  ÐE Ï YÑ B
aderente a  por  ser uma vizinhança de  que não interseta esteE Ï Y Y B
conjunto) e portanto, por , tem-se1.2.42
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0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ œ 0ÐB Ñlim lim
B pB B pB

w w

B−YE

w w
,

o que, por , implica que  é aderente a  e portanto1.2.40 0ÐBÑ 0ÐY  EÑ

também a , donde , por  ser um subconjunto fechado[ 0ÐBÑ − [ § [ [w w w

de .\ 

1.4.32 (Continuidade e limites uniformes) Sejam  um espaço topológico não\
vazio e  um espaço métrico e consideremos no conjunto , de] E:Ð\ß ] Ñ
todas as aplicações  (para as quais usaremos agora a notação\ Ä ]
funcional habitual), a topologia da convergência uniforme (cf. , com as1.2.76
notações adaptadas). Tem-se então:
a) Dado , o subconjunto  de , constituído pelasB − \ Ð\ß ] Ñ E:Ð\ß ] Ñ! BV !

aplicações que são contínuas no ponto , é fechado em .B E:Ð\ß ] Ñ!

b) Em consequência, o subconjunto  de , constituído pelasVÐ\ß ] Ñ E:Ð\ß ] Ñ
aplicações que são contínuas, é fechado em .E:Ð\ß ] Ñ
Dem: a) Suponhamos que  é aderente a  e provemos0 − E:Ð\ß ] Ñ Ð\ß ] ÑVB!

que , isto é, que  é contínua no ponto . Seja 0 − B Ð\ß ] Ñ 0 BV ! ! $  !
arbitrário. Podemos então escolher  de1 − Ð0ÑV UB!

Ð\ß ] Ñ na vizinhança w
Î$$

0 , portanto tal que .Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ  B − \ Z$
$  para todo o . Seja  uma

vizinhança de  em  tal que, para cada , . ParaB \ B − Z .Ð1ÐBÑß 1ÐB ÑÑ ! ! $
$

cada  tem-se entãoB − Z

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ  .Ð1ÐBÑß 1ÐB ÑÑ  .Ð1ÐB Ñß 0Ð+ÑÑ 

   œ
$ $ $

! ! !

$ $ $
$,

o que mostra que  é efetivamente contínua no ponto .0 B!

b) Temos uma consequência de a) uma vez que o conjunto  não éVÐ\ß ] Ñ
mais do que a interseção, para , dos conjuntos  e umaB − \ Ð\ß ] Ñ! BV !

interseção arbitrária de conjuntos fechados é um conjunto fechado. 

1.4.33 (Continuidade das aplicações de restrição para as topologias da
convergência simples e da convergência uniforme) Sejam N § M
conjuntos não vazios.
a) Se  é um espaço métrico e se considerarmos em \ E:ÐMß\Ñ E:ÐN ß\Ñ e  a
topologia da convergência uniforme (cf. ) é contínua a aplicação de1.2.76
E:ÐMß\Ñ E:ÐN ß\Ñ ÐB Ñ para  que a cada família  associa a sua restrição3 3−M

ÐB Ñ3 3−N .
b)  eSe  é um espaço topológico e se considerarmos em \ E:ÐMß\Ñ
E:ÐN ß\Ñ a topologia da convergência simples (cf. ) é contínua a1.2.82
aplicação de  para  que a cada família  associa aE:ÐMß\Ñ E:ÐN ß\Ñ ÐB Ñ3 3−M

sua restrição .ÐB Ñ3 3−N

Dem: a) Considerando os sistemas fundamentais de vizinhanças referidos em
1.2.76, para provar a continuidade em  basta atender a que, para cadaÐ+ Ñ3 3−M

<  ! ÐÐ+ Ñ Ñ ÐÐ+ Ñ Ñ, tem-se  sempre que .ÐB Ñ − ÐB Ñ −3 3−N 3 3−MU Uw w
< <3 3−N 3 3−M
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b) Consideremos os sistemas fundamentais de vizinhanças referidos em
1.2.82 e provemos a continuidade num elemento . Para isso, consi-Ð+ Ñ3 3−M

deramos uma vizinhança arbitrária  no sistema fundamental de vizi-Uh
nhanças de , onde  é tal que cada  é uma vizinhança deÐ+ Ñ œ ÐY Ñ Y3 3−N 3 3−N 3h
+ Y œ \ 3 − M3 3 3 e que se tem  salvo para um número finito de índices .
Podemos então considerar a família  prolongando  comh hw

3 3−Nœ ÐY Ñ
Y œ \ 3 − N Ï M ÐB Ñ3 3 3 3−N para cada  e então para cada  na vizinhança  deUh w

Ð+ Ñ ÐB Ñ −3 3−N 3 3−M tem-se .Uh 

Vamos examinar em seguida a noção de homeomorfismo entre espaços
topológicos. Com o objetivo de motivar esta noção e de estabelecer pontes
com outras noções análogas porventura já encontradas anteriormente,
vamos fazer algumas considerações muito gerais sobre a ideia de “tipo de
estrutura” e sobre o transporte de uma estrutura dum certo tipo por meio
de uma bijecção. Estas considerações situar-se-ão apenas no plano intui-
tivo, na medida em que o que se pretende é uma motivação e não uma
construção formal. Vamos então examinar a ideia de tipo de estrutura com
o auxílio de exemplos de certo modo familiares:
a) Uma estrutura de grupo sobre um conjunto  é definida por uma\
aplicação de  em , que verifica certas propriedades (propriedade\ ‚\ \
associativa, existência de elemento neutro e existência de inverso para
cada elemento).
b) Uma estrutura de espaço vetorial real sobre o conjunto  é definida porI
duas aplicações, uma de  em  (a adição) e outra de  em I ‚I I ‚I I‘
(a multiplicação pelos escalares), aplicações que devem verificar um certo
número de propriedades que o leitor já encontrou.
c) Uma estrutura de ordem parcial sobre um conjunto  é definida por\
uma relação  em , que verifica as propriedades reflexiva, antissi-Ÿ \
métrica e transitiva.
d) Uma estrutura de espaço métrico sobre o conjunto  é definida por\
uma aplicação , que verifica as propriedades.À\ ‚\ Ä Ò!ß_Ò
referidas em .1.1.1
e) Uma estrutura de espaço topológico sobre um conjunto  é definida\
por uma família , onde cada  é uma classe de partes de ,i i iœ Ð Ñ \B B−\ B

família que deve verificar as propriedades das vizinhanças referidas em
1.2.1.
Constatamos nestes exemplos que uma estrutura de um dado tipo tem
sempre um conjunto sobre o qual está definida. Em todos os tipos de
estrutura atrás exemplificados ocorre uma situação, que é a seguinte: Se
tivermos uma estrutura de um dado tipo sobre um conjunto  e se\
0À\ Ä ]  for uma aplicação bijectiva, essa bijecção permite-nos consi-
derar, de maneira muito natural, uma estrutura do mesmo tipo sobre o
conjunto , estrutura que se costuma dizer ter sido obtida a partir da]
original por transporte por meio da bijecção . Vejamos, para cada um0
dos casos, qual é essa maneira muito natural, pela qual se transportam as
estruturas .59

59A ideia intuitiva que está por detrás de cada uma das construções de que falaremos é
sempre a mesma: Podemos olhar para uma aplicação bijectiva  como estando a0 À\ Ä ]
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a) Suponhamos que sobre o conjunto  está definida uma operação de\
grupo, que notaremos , e que  é uma aplicação bijectiva.‡ 0 À\ Ä ]
Definimos então uma operação transportada sobre , que poderemos]
notar , pondoì

C ì C œ 0Ð0 ÐCÑ ‡ 0 ÐC ÑÑw " " w .(1)

Por outras palavras, dados dois elementos de , aplicamos  para obter] 0"

dois elementos de , combinamos esses elementos com a operação de \ \
e transferimos de novo o resultado para , utilizando . Antes de] 0
verificarmos que , com a operação , é também um grupo, é cómodo] ì
reescrever (1) de duas outras maneiras:

0 ÐC ì C Ñ œ 0 ÐCÑ ‡ 0 ÐC Ñ" w " " w ;(2)

0ÐBÑ ì 0ÐB Ñ œ 0ÐB ‡ B Ñw w(3)

(para a primeira, aplicamos  a ambos os membros de (1) e, para a0"

segunda, substituímos em (1)  e  por  e , respectivamente).C C 0ÐBÑ 0ÐB Ñw w

Repare-se que (2) e (3) vão exprimir o facto que  e  vão ser0 0"

morfismos relativamente às operações definidas nos dois conjuntos.
Podemos agora escrever

Ð0ÐBÑ ì 0ÐB ÑÑ ì 0ÐB Ñ œ 0ÐB ‡ B Ñ ì 0ÐB Ñ œ 0ÐÐB ‡ B Ñ ‡ B Ñ œ

œ 0ÐB ‡ ÐB ‡ B ÑÑ œ 0ÐBÑ ì 0ÐB ‡ B Ñ œ 0ÐBÑ ì Ð0ÐB Ñ ì 0ÐB ÑÑ

w ww w ww w ww

w ww w ww w ww ,

o que, tendo em conta a sobrejectividade de , implica que a operação 0 ì
é associativa. Sendo  o elemento neutro da operação  de , vem/ ‡ \

0ÐBÑ ì 0Ð/Ñ œ 0ÐB ‡ /Ñ œ 0ÐBÑ œ 0Ð/ ‡ BÑ œ 0Ð/Ñ ì 0ÐBÑ,

o que mostra que  é elemento neutro para a operação  de . Sendo0Ð/Ñ ì ]
B B − \" o inverso do elemento , tem-se

0ÐBÑ ì 0ÐB Ñ œ 0ÐB ‡ B Ñ œ 0Ð/Ñ œ 0ÐB ‡ BÑ œ 0ÐB Ñ ì 0ÐBÑ" " " " ,

o que mostra que o elemento  admite  como inverso.0ÐBÑ − ] 0ÐB Ñ"

Ficou assim provado que , com a operação transportada , é também] ì
um grupo. Reparemos por fim que, aplicando  a ambos os membros de0"

(3), obtemos

B ‡ B œ 0 Ð0ÐBÑ ì 0ÐB ÑÑw " w ,(4)

o que mostra que, transportando a operação  para , por meio daì \
bijecção inversa , obtém-se de novo a operação original .0 ‡"

b) Suponhamos que sobre o conjunto  está definida uma estrutura deI
espaço vetorial real, que  é um conjunto e que  é umaJ 0ÀI Ä J
aplicação bijectiva. Podemos então definir sobre  uma estrutura trans-J
portada de espaço vetorial real pondo, para  e ,Cß C − J + −w ‘

representar o conjunto  como “fotografia" do conjunto . Dada uma estrutura sobre ,] \ \
a estrutura transportada sobre  vai ser a “imagem fotográfica" da primeira.]
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C  C œ 0Ð0 ÐCÑ  0 ÐC ÑÑ +C œ 0Ð+0 ÐCÑÑw " " w ", .(1) 60

A verificação de que  fica a ser efectivamente um espaço vetorial éJ
análoga à que fizémos no caso dos grupos e, tal como nesse caso,
deduzimos de (1) as fórmulas

0 ÐC  C Ñ œ 0 ÐCÑ  0 ÐC Ñ 0 Ð+CÑ œ +0 ÐCÑ" w " " w " ", ,(2)

0ÐBÑ  0ÐB Ñ œ 0ÐB  B Ñ 0Ð+BÑ œ +0ÐB Ñw w w, ,(3)

que mostram que  e  ficam a ser aplicações lineares. Mais uma vez,0 0"

transportando por meio de  a estrutura que obtivémos sobre ,0 J"

obtemos a estrutura original de .I
c) Se no conjunto  está definida uma relação de ordem parcial  e se \ Ÿ 0
é uma aplicação bijectiva de  sobre , obtemos uma relação de ordem\ ]
parcial transportada sobre , pondo, por definição]

C Ÿ C Í 0 ÐCÑ Ÿ 0 ÐC Ñw " " w  

(mais uma vez é fácil demonstrar que a relação obtida sobre  é efectiva-]
mente uma relação de ordem parcial). Substituindo na equivalência
precedente  e  por  e , respectivamente, vemos queC C 0ÐBÑ 0ÐB Ñw w

0 ÐBÑ Ÿ 0ÐB Ñ Í B Ÿ Bw w  ,

o que mostra, mais uma vez, que, transportando por  a ordem parcial0"

obtida sobre , recuperamos a ordem parcial original de .] \
As noções de transporte nos exemplos d) e e) são mais importantes para o
nosso curso pelo que as destacamos especialmente.

1.4.34 Sejam  um espaço métrico, com a métrica ,  um conjunto e\ . ]
0À\ Ä ] ] uma aplicação bijectiva. Podemos então definir sobre  uma
métrica , que diremos ser a  da métrica  por meio de ,. . 0w transportada
pondo

. ÐCß C Ñ œ .Ð0 ÐCÑß 0 ÐC ÑÑw w " " w .

Além disso a métrica transportada da métrica  por meio de  é a métrica. 0w "

original , por outras palavras,.

. Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ œ .ÐBß B Ñw w w .

A métrica transportada é a única para a qual a aplicação  fica a ser uma0
isometria (cf. ) e portanto a aplicação inversa 1.4.8 0"À ] Ä \ é então
também uma isometria.
Dem: A demonstração de que a aplicação  é efectiva-. À ] ‚ ] Ä Ò!ß_Òw

mente uma métrica é muito simples pelo que nos dispensamos de a explicitar

60Ao contrário do que fizémos no exemplo anterior, estamos a utilizar o mesmo símbolo
para a operação original sobre  e para a operação transportada sobre . Trata-se de umI J
abuso que se faz frequentemente quando não há risco de confusão.
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aqui. O facto de a métrica transportada da métrica  ser novamente a métrica.w

. C C 0ÐBÑ 0ÐB Ñ resulta de substituirmos na fórmula de definição  e  por  e ,w w

respectivamente. 

Antes de passarmos ao estudo das topologias transportadas, façamos
algumas observações triviais que nos vão ser úteis. Suponhamos então que
\ ] 0À\ Ä ] e  são dois conjuntos e que  é uma aplicação bijectiva. Se
F § ] 0 ÐFÑ, a expressão  teria  dois sentidos: ou a imagem" a priori
directa do conjunto  por meio da aplicação , ou a imagemF 0 À ] Ä \"

recíproca de  por meio de , isto é, o conjunto ;F 0 ÖB − \ ± 0ÐBÑ − F×
acontece, no entanto que, como é fácil verificar-se, as duas interpretações
conduzem ao mesmo subconjunto de . Resulta daqui, em particular, que\
a operação de imagem directa vai ter, no caso das bijecções, propriedades
que, em geral, são apenas verificadas pela operação de imagem recíproca.
Assim, tendo em conta o facto de  ser a aplicação inversa de ,0 0"

podemos escrever

0ÐE  FÑ œ 0ÐEÑ  0ÐFÑ

0ÐE  FÑ œ 0ÐEÑ  0ÐFÑ

0Ð\ Ï EÑ œ ] Ï 0ÐEÑ

,
,

.61

Outro dos factos que não seriam verdadeiros se a aplicação  não fosse0
bijectiva é a possibilidade de escrevermos, para cada parte  de  e cadaE \
parte  de ,F ]

0 Ð0ÐEÑÑ œ E 0Ð0 ÐFÑÑ œ F" " ,  .

Passemos então ao estudo das topologias transportadas:

1.4.35 Sejam  um espaço topológico, em que notamos, para cada ,  o\ B iB

conjunto das vizinhanças de ,  um conjunto e  uma aplicaçãoB ] 0 À\ Ä ]
bijectiva. Existe então sobre  uma topologia, a que daremos o nome de]
topologia transportada da de  por meio de , tal que, para cada , o\ 0 C − ]
conjunto  das vizinhanças de  é formado pelos subconjuntos  de  taisi w

C C [ ]

que  é vizinhança de . Para cada  e , tem-se0 Ð[Ñ 0 ÐCÑ B − \ Z § \" "

então  se, e só se, , em particular, se transportarmos paraZ − 0ÐZ Ñ −i iB
w
0ÐBÑ

\ ] \ a topologia obtida em , obtemos de novo a topologia original de .
Dem: Seja  e notemos . O facto de se ter  vem deC − ] B œ 0 ÐCÑ ] −" w

Ci

que . Se  e  pertencem a , tem-se que  e0 Ð] Ñ œ \ − [ [ 0 Ð[Ñ" w w "
B Ci i

0 Ð[ Ñ" w
B pertencem a  pelo quei

0 Ð[ [ Ñ œ 0 Ð[Ñ  0 Ð[ Ñ −" w " " w
Bi ,

o que mostra que . Se  e , tem-se[ [ − [ − [ § [ § ]w w w w
C Ci i

0 Ð[Ñ − 0 Ð[Ñ § 0 Ð[ Ñ 0 Ð[ Ñ −" " " w " w
B Bi i e , o que implica que , e

61A primeira propriedade é válida mesmo no caso em que a aplicação  não é bijectiva0
mas o mesmo já não se pode dizer em relação às outras duas.
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portanto . Se , vem , donde  e[ − [ − 0 Ð[Ñ − B − 0 Ð[Ñw w w " "
C C Bi i i

portanto . Verifiquemos enfim a última propriedade das vizi-C œ 0ÐBÑ − [
nhanças, para o que consideramos, mais uma vez, ; tem-se então[ − i w

C

0 Ð[Ñ − Z −"
B Bi i, pelo que podemos considerar , tal que, para cada

B − Z 0 Ð[Ñ − 0 Ð0ÐZ ÑÑ œ Z 0ÐZ Ñ −w " " w
B C, ; tem-se então , pelo que ,i iw

e, para cada , tem-se que , pelo que  é umaC − 0ÐZ Ñ 0 ÐC Ñ − Z 0 Ð[Ñw " w "

vizinhança de , ou seja,  é uma vizinhança de . Ficámos portanto0 ÐC Ñ [ C" w w

com uma topologia bem definida sobre . Substituindo  por  e  por] C 0ÐBÑ [
0ÐZ Ñ ] na definição das vizinhanças para a topologia de , e atendendo a que
0 Ð0ÐZ ÑÑ œ Z Z B" , vemos que  é vizinhança de , para a topologia original
de , se, e só se,  é vizinhança de , para a topologia de , e isto\ 0ÐZ Ñ 0ÐBÑ ]
mostra que a topologia original de  é a que se obtém por transporte da\
topologia obtida em  por meio de  (reparar que  também é a] 0 0ÐZ Ñ"

imagem recíproca de  por ).Z 0" 

1.4.36 Sejam  um espaço topológico,  um conjunto e  uma\ ] 0À\ Ä ]
aplicação bijectiva. Consideremos em  a topologia transportada por meio]
de . Sendo  e  um sistema fundamental de vizinhanças de , tem-se0 + − \ +U+

então que o conjunto  dos , com , é um sistemaU Uw
0 Ð+Ñ +0 ÐZ Ñ Z −

fundamental de vizinhanças de .0Ð+Ñ
Dem: Para cada ,  é, em particular, uma vizinhança de , pelo queZ − Z +U+

0ÐZ Ñ 0Ð+Ñ [ 0Ð+Ñ é uma vizinhança de . Por outro lado, se  é vizinhança de ,
0 Ð[Ñ + Z −"

+ vai ser vizinhança de , o que implica a existência de , talU
que ; tem-se então , donde o resultado.Z § 0 Ð[Ñ 0ÐZ Ñ § [" 

1.4.37 Sejam  um espaço métrico, com a métrica ,  um conjunto e\ . ]
0À\ Ä ] ] . uma aplicação bijectiva. Considerando em  a métrica ,w

transportada por meio de , tem-se então que a topologia de  associada a0 ]
essa métrica é a topologia transportada por meio de  da topologia de 0 \
associada à métrica ..
Dem: Comecemos por reparar que, dados  e , tem-se, para cada+ − \ <  !
B − \ .Ð+ß BÑ œ . Ð0Ð+Ñß 0 ÐBÑÑ, , de onde resulta, tendo em conta a sobre-w

jectividade de , que . Uma vez que as bolas abertas0 0ÐF Ð+ÑÑ œ F Ð0Ð+ÑÑ< <

de centro num ponto são um sistema fundamental de vizinhanças desse
ponto, para a topologia associada à métrica, concluímos do resultado
precedente que as bolas abertas de centro  são sistemas fundamentais de0Ð+Ñ
vizinhanças de , tanto para a topologia associada à métrica  como para0Ð+Ñ .w

a topologia transportada da topologia de , pelo que estas topologias\
coincidem. 

1.4.38 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação bijectiva.\ ] 0À\ Ä ]
Diz-se que  é um  se a topologia dada em  coincide com a0 ]homeomorfismo
topologia que se obtém por transporte da topologia de  por meio de . Diz-\ 0
se que dois espaços topológicos  e  são  se existir um\ ] homeomorfos
homeomorfismo .0 À\ Ä ]
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1.4.39 (Homeomorfismos e continuidade) Sejam  e  dois espaços topoló-\ ]
gicos e  uma aplicação bijectiva. Tem-se então que  é um0 À\ Ä ] 0
homeomorfismo se, e só se, tanto  como  são0 À\ Ä ] 0 À ] Ä \"

aplicações contínuas.
Dem: Suponhamos que  é um homeomorfismo. Para cada  e cada0 B − \!

vizinhança  de ,  vai ser uma vizinhança de , tal que[ 0ÐB Ñ 0 Ð[Ñ B! !
"

0Ð0 Ð[ÑÑ œ [ § [ 0 B"
!, que prova que  é contínua no ponto . Por outro

lado, a última afirmação de  mostra-nos que  é também1.4.35 0 À ] Ä \"

um homeomorfismo, de onde se conclui que a aplicação  é também0"

contínua. Suponhamos, reciprocamente, que  e  são aplicações0 0"

contínuas. Se  é uma vizinhança de  verificámos em  que[ 0ÐB Ñ! 1.4.23
0 Ð[Ñ B [ § ]"

! é uma vizinhança de ; por outro lado, se  é tal que
0 Ð[Ñ B 0 0ÐB Ñ" "

! ! é uma vizinhança de , a continuidade de  no ponto 
garante, por , que  é uma vizinhança de .1.4.23 0Ð0 [ 0ÐB Ñ"Ð[ÑÑ œ !

Verificámos assim que as vizinhanças de  em  para a topologia dada0ÐB Ñ ]!

são as mesmas que as vizinhanças de  para a topologia transportada, o0ÐB Ñ!
que mostra que  é um homeomorfismo.0 

1.4.40 a)  Se  é um espaço topológico, então a aplicação identidade\
M À\ Ä \\  é um homeomorfismo;
b) Se ,  e  são espaços topológicos e se as aplicações bijectivas\ ] ^
0À\ Ä ] 1À ] Ä ^ 1 ‰ 0 À\ Ä ^ e  são homeomorfismos, então  é também
um homeomorfismo.62

c) A relação entre espaços topológicos “ser homeomorfo a” é uma relação de
equivalência.
Dem: A alínea a) é uma consequência de que a aplicação identidade é
contínua. Para a alínea b), reparamos que, uma vez que , ,  e  são0 1 0 1" "

aplicações contínuas, o mesmo vai acontecer a  e a 1 ‰ 0 Ð1 ‰ 0Ñ œ"

0 ‰ 1" ". A alínea c) é uma consequência das duas primeiras e do facto de o
inverso de um homeomorfismo ser ainda um homeomorfismo. 

1.4.41 Sejam  e  espaços topológicos e  um homeomorfismo. Se \ ] 0À\ Ä ] E
é um subconjunto de  e se , então a restrição de ,  é\ F œ 0ÐEÑ 0 0 ÀE Ä F/E

ainda um homeomorfismo.
Dem: Se atendermos à caracterização dos homeomorfismos como aplicações
bijectivas que são contínuas assim como as respectivas inversas, o resultado
é uma consequência de  e .1.4.14 1.4.15 

Voltando a pensar intuitivamente nas estruturas transportadas como uma
espécie de fotografia torna-se evidente que, se tivermos uma aplicação

62De facto, estas duas propriedades, que estamos a enunciar para os homeomorfismos,
são válidas mais geralmente no quadro do transporte de qualquer tipo de estrutura, e com
a demonstração usual do “tipo fotográfico". O que se passa é que um objecto pode ser
olhado como uma óptima fotografia dele mesmo e que, ao tirarmos uma fotografia a uma
fotografia dum objecto, obtemos ainda uma fotografia desse objecto. A demonstração que
vamos apresentar peca talvez por mascarar um pouco a generalidade desta situação.
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bijetiva  e uma estrutura de um dado tipo sobre  e0 À\ Ä ] \
considerarmos a estrutura sobre  obtida por transporte, então  uma]
propriedade envolvendo subconjuntos e pontos de  que apenas envolva\
conceitos do contexto da estrutura em causa é verdadeira se, e só se, for
verdadeira a mesma propriedade relativamente aos subconjuntos e pontos
de  que se obtêm como imagem. Analogamente, uma certa estrutura]
sobre  verifica alguma propriedade suplementar se, e só se, a estrutura\
transportada para  possuir a mesma propriedade suplementar. Por]
exemplo, se transportarmos uma estrutura de grupo sobre o conjunto \
para um conjunto  por meio de uma aplicação bijectiva então um]
subconjunto de  é subgrupo se, e só se, o correspondente subconjunto de\
] \ é subgrupo e, por outro lado, a estrutura original sobre  é comutativa,
se, e só se, estrutura obtida sobre  é comutativa. Claro que esta]
afirmação não serve formalmente para demonstrar nada, mas ela torna
claro que, em cada caso particular, vai ser muito simples, quase maquinal,
arranjar uma demonstração formal. Vejamos alguns exemplos do que
referimos no caso em que a estrutura em causa é a de espaço topológico,
caso em que os conceitos que apenas envolvem esta estrutura são aqueles
a que se dá o nome de , dando-se o nome deconceitos topológicos
propriedades topológicas à propriedades que envolvem estes conceitos. A
lista de exemplos apresentada não é exaustiva mas espera-se que seja sufi-
ciente para tornar claro ao leitor o modo como pode ser estendida a outras
situações, como aquelas em que estarão envolvidos outros conceitos topo-
lógicos que ainda não introduzimos.

1.4.42 Sejam  e  espaços topológicos e \ ] 0À\ Ä ]  um homeomorfismo.
Tem-se então:
a) Um ponto  é interior a um subconjunto  se, e só se,  é+ − \ E § \ 0Ð+Ñ
interior a .0ÐEÑ
b) Um ponto  é aderente a um subconjunto  se, e só se,  é+ − \ E § \ 0Ð+Ñ
aderente a .0ÐEÑ
c) Um ponto  é exterior a um subconjunto  se, e só se,  é+ − \ E § \ 0Ð+Ñ
exterior a .0ÐEÑ
d) Um ponto  é fronteiro a um subconjunto  se, e só se,  é+ − \ E § \ 0Ð+Ñ
fronteiro a .0ÐEÑ
e) Um conjunto  é aberto se, e só se, o conjunto  for aberto.E § \ 0ÐEÑ § ]
f) Um conjunto  é fechado se, e só se, o conjunto  forE § \ 0ÐEÑ § ]
fechado.
Dem: a) Trata-se de uma consequência direta das propriedades das
vizinhanças para a topologia transportada referidas em , visto que um1.4.35
ponto é interior a um subconjunto se, e só se, o subconjunto é vizinhança do
ponto (cf. a alínea a) de ).1.3.2
b) Lembrando a alínea a) de ,  ser aderente a  é equivalente a  não1.3.1 + E +
ser interior a  que é equivalente pela alínea precedente, a  não ser\ Ï E 0Ð+Ñ
interior a , e portanto também a  ser aderente a0Ð\ Ï EÑ œ ] Ï 0ÐEÑ 0Ð+Ñ
0ÐEÑ.
c) Temos uma consequência da conclusão de a) uma vez que um ponto é
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exterior a um conjunto se, e só se, for interior ao seu complementar.
d) Temos uma consequência das alíneas a) e c) uma vez que um ponto é
fronteiro a um conjunto se, e só se, não for interior nem exterior.
e) Resulta de que os conjuntos abertos são aqueles cijos pontos são todos
interiores.
f) Basta lembrar que um conjunto é fechado se, e só se, contém todos os seus
pontos aderentes. 

1.4.43 Sejam  e  são espaços topológicos homeomorfos.\ ]
a) O espaço  é de Hausdorff, se, e só se,  é de Hausdorff.\ ]
b) O espaço  é regular se, e só se,  é regular.\ ]
c) O espaço  é metrizável se, e só se,  é metrizável.\ ]
Dem: Em cada um dos casos basta provar uma das implicações uma vez que,
sendo 0 À\ Ä ] 0 À ] Ä \ um homeomorfismo,  é também um"

homeomorfismo.
a) Suponhamos que  é um espaço de Hausdorff. \ Sejam  e  dois pontosC Cw

distintos de . Sendo  e ,  e  vão ser pontos] B œ 0 ÐCÑ B œ 0 ÐC Ñ B B" w " w w

distintos de , pelo que existem vizinhanças , de , e , de , tais que\ Z B Z Bw w

Z  Z œ g 0ÐZ Ñ 0ÐZ Ñw w. Tem-se então que  e  vão ser vizinhanças de
0ÐBÑ œ C 0ÐB Ñ œ C e de , respectivamente, para as quaisw w

0 ÐZ Ñ  0ÐZ Ñ œ 0ÐZ œ gw  Z Ñw ,

o que mostra que  é de Hausdorff.]
b) Suponhamos que  é regular. Dado , podemos considerar\ , œ 0Ð+Ñ − ]
um sistema fundamental de vizinhanças  de constituído por conjuntosU+

fechados em  e então a classe dos conjuntos  com  é um\ 0ÐZ Ñ Z − U+

sistema fundamental de vizinhanças de  constituído por conjuntos fechados,
em . Uma vez que  é de Hausdorff, por isso acontecer com ,] ] \
concluímos que  é regular.]
c) O facto de  ser metrizável sempre que  é metrizável é uma conse-] \
quência direta de .1.4.37 

Como aplicação do que estudámos nesta secção, vamos mostrar que a
topologia usual da reta estendida  é metrizável, o que permitirá em‘
várias situações aplicar a  resultados que foram estabelecidos para os‘
espaços métricos.

1.4.44 (A reta estendida  é metrizável)‘  Considerando em  a topologiaÒ"ß "Ó

induzida pela topologia usual de ‘ ‘ e em  a topologia usual, tem lugar um
homeomorfismo : : :À Ò"ß "Ó Ä Ð"Ñ œ _ Ð"Ñ œ _‘, definido por ,  e,
para cada ,B − Ó"ß "Ò

:ÐBÑ œ
B

"  BÈ #
,
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cujo inverso : ‘ :" "À Ä Ò"ß "Ó Ð_Ñ œ " está definido por ,
: ‘"Ð_Ñ œ " C − e, para cada ,

:"

#
ÐCÑ œ

C

"  CÈ .

Em consequência, a topologia usual da reta estendida  pode ser definida por‘
uma métrica .63

Dem: Notemos  a restrição de , definida portanto pela: ‘!À Ó"ß "Ò Ä 0
primeira expressão referida no enunciado, e  a função< ‘!À Ä Ó"ß "Ò
definida pela segunda expressão referida no enunciado, nomeadamente

<!
#

ÐCÑ œ
C

"  CÈ ,

onde o facto de  ser um codomínio de  resulta de se ter, para cadaÓ"ß "Ò <!

C − ‘,

<!
#

#

#
ÐCÑ œ  "

C

"  C
.

Reparemos agora que para cada  tem-se , dondeB − Ó"ß "Ò ÐBÑ œ:!
# B

"B

#

#

"  ÐBÑ œ:!
# "

"B#  e portanto

< :
:

:
! !

!

!
# "

"B

Ð ÐBÑÑ œ œ œ B
ÐBÑ

"  ÐBÑÈ É
B

"BÈ #

#

.

Analogamente, para cada  tem-se , donde C − ÐCÑ œ "  ÐCÑ œ‘ < <! !
# #C

"C

#

#

"
"C#  e portanto

: <
<

<
! !

!

!
#

C

"C

"
"C

Ð ÐCÑÑ œ œ œ C
ÐCÑ

"  ÐCÑÈ É
È #

#

.

As identidades  e  implicam que a aplicação< : : <! ! ! !Ð ÐBÑÑ œ B Ð ÐCÑÑ œ C
: ‘ <! !À Ó"ß "Ò Ä  é bijetiva  e que a sua inversa é  e daqui decorre64

trivialmente que : : ‘À Ò"ß "Ó Ä ‘ é bijetiva e com a inversa "À Ä Ò"ß "Ó
definida pela condição enunciada. Para mostrar que  é um homeomorfismo:
resta-nos mostrar que  e  são ambas aplicações contínuas.: :"

O facto de  ser contínua é uma consequência dos teoremas: ‘!À Ó"ß "Ò Ä
habituais sobre funções contínuas que se utilizam no estudo das funções reais
de variável real e, uma vez que  é aberto em , e portanto também emÓ"ß "Ò ‘
Ò"ß "Ó Ó"ß "Ò, podemos concluir que  é contínua em todos os pontos de :

63Note-se que essa métrica não pode ser uma extensão da métrica usual de , uma vez‘
que, para esta última, tem-se  quando ..Ð+ß BÑ Ä _ B Ä _
64A primeira implica que  é injetiva e a segunda que  é sobrejetiva.0 0! !
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(cf. ). Para provar que  é contínua em , isto é, que  é1.4.17 : :" Ð"Ñ œ _
limite de  quando , basta verificar que  é limite quando:ÐBÑ Bp" _
Bp" Ó"ß "Ò " Ö"× da restrição de  a  (  não é aderente a  e a restrição de:
: : a  tem trivialmente limite ) e isso resulta das propriedadesÖ"× Ð"Ñ
usuais que permitem calcular limites no contexto das funções reais de
variável real:

lim
Bp" # 

B "

"  B
œ œ _

!È .

Analogamente se verifica que  é contínua em , isto é que  é: :" Ð"Ñ œ _
limite de  quando .:ÐBÑ Bp "
Do mesmo modo, o facto de a restrição de  a  ser contínua é uma: ‘"

consequência dos teoremas habituais sobre funções contínuas no contexto
das funções reais de variável real e, uma vez que  é aberto em , resulta‘ ‘
daqui que  é contínua nos pontos de . Para provar que: ‘ ‘"À Ä Ò"ß "Ó
: : :" " " é contínua em , isto é, que  é limite de _ Ð_Ñ œ " ÐCÑ
quando , basta mostrar que  é limite da sua restrição a  quandoC p_ " ‘
C p_ _ Ò!ß_Ò e, uma vez que  não é aderente a  basta examinar qual o
limite da sua restrição a . Ora, isso resulta das propriedades usuaisÓ_ß !Ò
que permitem calcular limites no contexto das funções reais de variável real:

lim lim lim

lim

C p_ Cp_ Cp_
C! C! C!

# #

# #

#

C p_
C!

"
C

C C

"  C "  C
œ œ  œ

 C

"  C

œ  œ "
"

 "

È È È Ë

Ë
#

.

Analogamente se verifica que  é contínua em , isto é, que:" _
: :" "Ð_Ñ œ " ÐCÑ C p_ é limite de  quando .
Uma vez provado que : ‘À Ò"ß "Ó Ä ‘ é um homeomorfismo, o facto de 
ser metrizável resulta de que, por  e , considerando em  a1.4.37 1.4.38 ‘
métrica transportada da métrica usual de  por meio de , a topologiaÒ"ß "Ó :
associada é a topologia para a qual  é um homeomorfismo, portanto a:
topologia usual de .‘ 

Exercícios

Ex 1.4.1 Consideremos a recta acabada , com a sua topologia usual.‘
a) Mostrar que é contínua a aplicação , definida por , se ,0 À Ä 0ÐBÑ œ B B −‘ ‘ ‘
0Ð_Ñ œ _ 0Ð_Ñ œ _ e .
b) Mostrar que é contínua a aplicação  definida por 1À Ò!ß _Ó Ä Ò!ß_Ó 1ÐBÑ œ "

B

se ,  e .B − Ó!ß_Ò 0Ð!Ñ œ _ 0Ð_Ñ œ !
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Ex 1.4.2 Sejam  um espaço topológico,  e  uma aplicação contínua no\ + − \ 0À\ Ä ‘
ponto  tal que  para cada . Mostrar que é também contínua em  a+ 0ÐBÑ   ! B − \ +

aplicação  definida por .  Lembrar a continuidade1À\ Ä 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ‘ È Sugestão:
da função “raiz quadrada”, já estabelecida quando se estudaram as funções reais de
variável real.

Ex 1.4.3 Sejam  um espaço topológico e  duas aplicações contínuas.\ 0ß 1À\ Ä ‘
Utilizar  para mostrar que é aberto em  o conjunto1.2.52 \

Y œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  1ÐBÑ×.

No caso em que as aplicações  e  tomam valores em , apresentar uma justificação0 1 ‘
alternativa deste facto que passa pela consideração da aplicação contínua  e pela1  0
identificação de  como um conjunto imagem recíproca.Y

Ex 1.4.4 Sejam  e  dois espaços métricos e suponhamos que  é um conjunto finito.\ ] \
Mostrar que qualquer aplicação  é lipschitziana.0 À\ Ä ]

Ex 1.4.5 Seja 0 À Ä 0ÐBÑ œ B‘ ‘ a função contínua definida por  (a continuidade destaÈ$
função já foi encontrada no estudo das funções reais de variável real). Mostrar que 0
não é lipschitziana.

Ex 1.4.6 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação. Mostrar que  é\ ] 0À\ Ä ] 0
contínua se, e só se, para cada subconjunto E § \

0Ð ÐEÑÑ § Ð0ÐEÑÑad ad .

Sugestão: Uma das implicações resulta de . Supondo, reciprocamente, que a1.4.18
inclusão referida é válida para cada , mostrar que para cada fechado  aE § \ F § ]
imagem recíproca  é fechada em , tomando  na inclusão0 ÐFÑ \ E œ 0 ÐFÑ" "

referida e reparando que .0Ð0 ÐFÑÑ § F"

Ex 1.4.7 Sejam  e  espaços topológicos, o segundo dos quais de Hausdorff, e\ ]
0ß 1À\ Ä ] \ duas aplicações contínuas. Mostrar que é fechado em  o conjunto

E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ×.

Ex 1.4.8 Sejam  um espaço métrico e  um conjunto aberto de .\ Y \
a) Mostrar que se pode escolher, para cada , um conjunto fechado , de modo8 − G 8

que se tenha int  e .  Afastando já o caso trivial emG § ÐG Ñ G œ Y8 8" 8- Sugestão:
que , ter em conta  e definir .Y œ \ G œ ÖB − \ ± .ÐBß\ Ï YÑ   "Î8×1.4.22 8

b) Mostrar que, refinando um pouco o raciocínio de a), pode-se conseguir que os
conjuntos , além de fechados, sejam limitados.G8

Ex 1.4.9 Consideremos em  a topologia inferior (cf. o exercício ).‘ 1.2.6
a) Mostrar que se  é uma aplicação contínua então  é crescente, no sentido0 À Ä 0‘ ‘
lato.
b) Mostrar que a aplicação  definida por0 À Ä‘ ‘

0ÐBÑ œ
B B  !
B  " B   !œ , se 

, se ,

apesar de ser estritamente crescente, não é contínua.
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Ex 1.4.10 Apresentar uma demonstração alternativa de , com um espírito análogo à1.4.28
que foi feita para , reparando que, com um raciocínio simples por indução,1.4.26
basta examinar o caso em que temos dois subconjuntos e que, nesse caso, podemos
aplicar .1.4.16

Ex 1.4.11 Apresentar uma demonstração alternativa de , com um espírito análogo à1.4.26
que foi feita para .1.4.28

Ex 1.4.12 Consideremos em  a topologia usual e lembremos que as projeções canó-‘#

nicas  são contínuas. Mostrar que é fechado em  o conjunto1 1 ‘ ‘ ‘" #
# #ß À Ä

E œ ÖÐBß CÑ − ± BC œ "×‘#

mas que não é fechado em .1 ‘"ÐEÑ

Ex 1.4.13 Verificar que a reta estendida ‘ é um espaço topológico regular (cf. ).1.4.30

Ex 1.4.14 Mostrar que se  é um espaço topológico regular e \ ] § \ é um subespaço
topológico então  é também um espaço topológico regular.]

Ex 1.4.15 Mostrar que um espaço topológico de Hausdorff  é regular se, e só se, para\
cada  a classe de todas as vizinhanças fechadas de  constitui um sistema+ − \ +
fundamental de vizinhanças de .+

Ex 1.4.16 (Caracterização alternativa dos espaços regulares) Seja  um espaço\
topológico.
a) Mostrar que  é um espaço de Hausdorff se, e só se, quaisquer que sejam os\
pontos  em , existem abertos  e  de  com ,  e .+ Á , \ Y Z \ + − Y , − Z Y  Z œ g
b) Mostrar que se  é regular então quaisquer que sejam  e o conjunto fechado\ + − \
F § \ + Â F Y Z \ + − Y F § Z Y  Z œ g com  existem abertos  e  de  com ,  e .
Sugestão: Considerar uma vizinhança fechada  de  contida em  e pensar[ + \ Ï F
nos abertos int  e .Ð[Ñ \ Ï[
c) Suponhamos agora que  é um espaço de Haudorff e que\  quaisquer que sejam
+ − \ F e o conjunto fechado § \ + Â F Y Z \ com  existem abertos  e  de  com
+ − Y F § Z Y  Z œ g \ [,  e . Mostrar que  é um espaço regular.  Se  éSugestão:
uma vizinhança de  considerar o fechado int  que não contém  e, sendo  e+ \ Ï Ð[Ñ + Y
Z \ + − Y \ Ï Ð[Ñ § Z ÐYÑ abertos disjuntos de  com  e int , verificar que ad  é uma
vizinhança fechada de  contida em .+ [

Ex 1.4.17 Sejam  um conjunto não vazio e  um espaço topológico e consideremos noM \
conjunto  de todas as aplicações , aplicações essas que, porE:ÐMß\Ñ M Ä \
comodidade, serão encaradas como famílias , a topologia da convergênciaÐB Ñ3 3−M

simples (cf. ).1.2.82
a) Mostrar que, para cada  fixado, é contínua a aplica  que a3 − M E:ÐMß\Ñ Ä \! ção 
cada família  associa .ÐB Ñ B3 3−M 3!

b) Seja  uma família de subconjuntos fechado  de  e notemos  o subcon-ÐE Ñ = \3 3−M T
junto de  constituído pelas famílias  com  para cada . MostrarE:ÐMß\Ñ ÐB Ñ B − M 33 3−M 3

que  é um subconjunto fechado de .  Reparar que  pode serT TE:ÐMß\Ñ Sugestão:
identificado como a interseção de uma família, possivelmente infinita, de subcon-
juntos, cada um dos quais imagem recíproca de um fechado por meio de uma das
aplicações referidas em a).
c) Deduzir de b) que no caso em que  é regular (por exemplo se a topologia de \ \
for definida por uma métrica) o espaço  também é regular.E:ÐMß\Ñ
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Ex 1.4.18 Sejam  um conjunto não vazio e  um espaço métrico e consideremos noM \
conjunto  de todas as aplicações , aplicações essas que, por comodi-E:ÐMß\Ñ M Ä \
dade, serão encaradas como famílias , a topologia da convergência uniformeÐB Ñ3 3−M

(cf. ), que lembramos ser mais fina que a da convergência simples.1.2.76
a) Deduzir do exercício  que, para cada  fixado, é contínua a aplica1.4.17 3 − M! ção
E:ÐMß\Ñ Ä \ ÐB Ñ B que a cada família  associa .3 3−M 3!

b) Seja  uma família de subconjuntos fechado  de  e notemos  o subcon-ÐE Ñ = \3 3−M T
junto de  constituído pelas famílias  com  para cada . MostrarE:ÐMß\Ñ ÐB Ñ B − M 33 3−M 3

que  é um subconjunto fechado de .T E:ÐMß\Ñ
c) Mostrar que  é um espaço topológico regular.E:ÐMß\Ñ

Ex 1.4.19 Sejam  um espaço topológico não vazio e  um espaço topológico e\ ]
consideremos no conjunto , de todas as aplicaE:Ð\ß ] Ñ ções  (para as quais\ Ä ]
usaremos agora a notação funcional habitual), a topologia da convergência simples
(cf. , com as notações adaptadas). Por contraste com o que verificámos em1.2.82
1.4.32, no caso da topologia da convergência uniforme, mostrar que não se pode
garantir que para cada o subconjunto  de , constituídoB − \ Ð\ß ] Ñ E:Ð\ß ] Ñ! BV !

pelas aplica .ções que são contínuas no ponto , seja fechado em B! E:Ð\ß ] Ñ
Sugestão: Considerar  e \ œ Ò!ß "Ó ] œ ‘  e reparar que a -sucessão das funções
contínuas  definidas  tem como limite em ção0 0 ÐBÑ œ B8 8

8 E:Ð\ß ] Ñ uma aplica  que
não é contínua em ."

Ex 1.4.20 (Exemplo de um espaço de Haudorff não regular)  Consideremos em ‘, em
vez da topologia usual, a topologia obtida a partir desta por refinamento pelo
subconjunto  dos racionais (cf. o exercício ). Lembrar que um subconjunto 1.2.9
Z § + −s ‘ ‘ é vizinhança de um ponto  para esta topologia se, e só se, existe uma
vizinhança  de  para a topologia usual tal queZ +

Z  ÐÖ+×  Ñ § Zs .

a) Mostrar que  é vizinhança de um ponto  para a topologia refinada se,Z § + −s ‘ ‘
e só se, existir  tal que&  !

Ó+  ß +  Ò  ÐÖ+×  Ñ § Zs& &  .

b) Verificar que se  então a aderência de  para a topologia refinada é& & &  ! Ó ß Ò 
igual a  e concluir, em particular, que qualquer vizinhança fechada de  para aÒ ß Ó !& &
topologia refinada contém números irracionais.
c) Reparando que  é uma vizinhança de  para a topologia refinadaÓ ß Ò  !& & 
constituída apenas por números racionais, utilizar a conclusão de b) para mostrar que
‘, com a topologia refinada, é um espaço topológico de Hausdorff que não é regular.

Ex 1.4.21 Dar um enunciado geral, ao nível das estruturas transportadas, das propriedades
dos espaços topológicos enunciadas nas alíneas a) e b) de . Mostrar que a1.4.40
propriedade, que referimos, de a transportada, por meio de  de uma estrutura que0"

foi obtida por transporte por meio de  ser novamente a estrutura original, vai ser uma0
consequência dessas duas propriedades. Verificar as duas propriedades referidas,
tanto para o caso dos grupos como para o dos espaços métricos e o dos conjuntos com
ordens parciais .65

65Essas verificações serão decerto suficientes para convencer o mais céptico da possibili-
dade de fazer uma demonstração análoga para qualquer tipo de estrutura.
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Ex 1.4.22 Sejam  e  conjuntos e  uma aplicação bijectiva.\ ] 0À\ Ä ]
a) Mostrar que, se  está munido de uma estrutura de grupo comutativo, então a\
estrutura de grupo sobre , obtida por transporte por meio de , é também comu-] 0
tativa.
b) Mostrar que, se  está munido de uma ordem parcial, que seja mesmo uma ordem\
total, então a ordem parcial em , obtida por transporte por meio de , é também uma] 0
ordem total.66

Ex 1.4.23 Sejam  dois números reais.+  ,
a) Mostrar que existe um homeomorfismo , definido por0 À Ò!ß "Ó Ä Ò+ß ,Ó

0Ð>Ñ œ Ð"  >Ñ+  >,,

e deduzir daí que dois intervalos fechados, limitados e com mais que um elemento são
sempre homeomorfos.
b) Mostrar que existe um homeomorfismo  e deduzir que qualquer1À Ò!ß "Ò Ä Ó!ß "Ó
intervalo de , com extremidades distintas e finitas, que seja fechado numa delas e‘
aberto na outra, é homeomorfo a .Ò!ß "Ò
c) Mostrar que qualquer intervalo aberto, com extremidades finitas e distintas, é
sempre homeomorfo a .Ó!ß "Ò
d) Mostrar que qualquer intervalo de  da forma  ou da forma  é‘ Ò+ß _Ò Ó_ß +Ó
homeomorfo a .Ò!ß _Ò 67

e) Mostrar que qualquer intervalo de  da forma  ou da forma  é‘ Ó+ß _Ò Ó_ß +Ò
homeomorfo a .Ó!ß _Ò 68

Ex 1.4.24 a)  Lembrar que se identificou em  um homeomorfismo entre  e a1.4.44 Ò"ß "Ó
reta estendida . Utilizar esse isomorfismo para verificar que os intervalos  e‘ Ò!ß _Ò
Ó!ß_Ò Ò!ß "Ò Ó!ß "Ò são homeomorfos, respectivamente, a  e  e que  é homeomorfo‘
Ó!ß "Ò. Concluir que qualquer intervalo não vazio de  é homeomorfo a um dos‘
seguintes quatro “modelos”: , , , .Ö!× Ò!ß "Ó Ò!ß "Ò Ó!ß "Ò
b) Uma das consequências do homeomorfimo atrás referido foi a possibilidade de
definir uma métrica em  cuja topologia associada é a topologia usual deste espaço.‘

Notando  a métrica de  utilizada na demonstração desta possibilidade determinar.s ‘

explicitamente as distâncias  e ..Ð"ß #Ñ .Ð"ß_Ñs s

Ex 1.4.25 Seja  a circunferência, , conjuntoW § W œ ÖÐBß CÑ − ± B  C œ "×‘ ‘# # # #

onde consideramos a topologia induzida pela topologia usual de . Mostrar que‘#

existe uma bijecção contínua , definida por cos sen ,0 À Ò!ß # Ò Ä W 0Ð>Ñ œ Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑ1
mas que esta bijecção não é um homeomorfismo. Encontrar outros exemplos de
bijecção contínua, cuja inversa não é contínua, em que a bijecção em questão é a
aplicação identidade de um dado conjunto.

Ex 1.4.26 Indicar, de entre os subconjuntos do plano sugeridos na figura seguinte, quais
os que são homeomorfos entre si (em cada conjunto considerar a topologia associada
à métrica induzida pela métrica usual do plano). Não se pretendem demonstrações

66A verificação destas propriedades será decerto suficiente para o convencer de que, em
cada caso particular, é possível arranjar uma demonstração trivial da nossa “afirmação
filosófica” de que uma estrutura obtida por transporte, a partir de uma estrutura que veri-
fique uma certa propriedade suplementar, verifica ainda essa propriedade suplementar.
67De facto, como veremos no exercício , ele é também homeomorfo a 1.4.24 Ò!ß "Ò
68De facto, como veremos no exercício , ele é também homeomorfo a .1.4.24 Ó!ß "Ò
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formais, mas apenas uma visualização intuitiva dos homeomorfismos em questão.
Uma das maneiras de apoiar a intuição é reparar que um conjunto, que possa ser
deformado noutro, sem “cortes” nem “colagens”, vai ser homeomorfo a este (as
deformações podem “esticar” ou “comprimir” certas partes do conjunto).

Ex 1.4.27 O mesmo que no exercício anterior, mas relativamente aos subconjuntos do
plano sugeridos pelas letras e algarismos, por exemplo na versão seguinte:

ABCDEFGHIJKLMNOPQR
STUVWXYZ1234567890

Se quiser, pode juntar outras versões de algumas das maiúsculas, assim como as letras
minúsculas.

Ex 1.4.28 O mesmo que no exercício anterior, mas relativamente aos seguintes sólidos no
espaço:

a) Bóia maciça; b) Bola maciça;
c) Copo; d) Chávena;
e) Funil sem pega; f) Funil com pega;
g) Boné com pala; h) Terrina com duas pegas;
i) Bola de borracha oca; j) Cachimbo.

Nota: Consideramos todos os conjuntos como sólidos, pelo que não desprezamos a
espessura do material que os constitui.

§5. Produto cartesiano de espaços topológicos.

Lembremos que se  e  são dois conjuntos o seu produto cartesiano\ ]
\ ‚ ] ÐBß CÑ B − \ C − ] é o conjunto dos pares ordenados  com  e .
Dados um conjunto  e uma aplicação , podemos^ 2À^ Ä \ ‚ ]
considerar duas aplicações  e  (designadas,0 À ^ Ä \ 1À^ Ä ]
respetivamente,  de  e notadas por vezesprimeira e segunda coordenadas 2
2 2" # e ) definidas pela condição de se ter
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2ÐDÑ œ 0ÐDÑß 1ÐDÑˆ ‰
para cada . Reciprocamente, dadas duas aplicações  eD − ^ 0À ^ Ä \
1À^ Ä ] 2À^ Ä \ ‚ ] existe uma única aplicação  que as tem por
coordenadas, nomeadamente a definida pela igualdade destacada acima. O
nosso primeiro objetivo é encontrar um modo natural de definir uma topo-
logia em  no caso em que  e  são espaços topológicos. Será\ ‚ ] \ ]
cómodo encontrar uma propriedade natural que caracterize a topologia
procurada antes de definir explicitamente quais as vizinhanças dessa topo-
logia.

1.5.1 (A topologia produto) Sejam  e  espaços topológicos. Tem-se então:\ ]
a) Existe uma única topologia no produto cartesiano \ ‚ ]  (a que
chamamos topologia produto e que é a que se considera implicitamente num
produto cartesiano de espaços topológicos) com a propriedade de, quaisquer
que sejam o espaço topológico , o subconjunto , o ponto ^ G § ^ D − ^!

aderente a  e a aplicação , com coordenadas  eG 2ÀG Ä \ ‚ ] 0ÀG Ä \
1ÀG Ä ] 2ÐDÑ qp Ð+ß ,Ñ − \ ‚ ] 0ÐDÑ qp + 1ÐDÑ qp ,, vir  se, e só se,  e .

D p D D p D D p D! ! !

b) Esta topologia pode também ser caracterizada como sendo a única em
\ ‚ ] ÐÐB ß C ÑÑ Ð+ß ,Ñ para a qual uma sucessão generalizada  tem limite 4 4 4−N

se, e só se,  e .B p+ C p ,4 4

c) Um subconjunto  é uma vizinhança de um elemento H § \ ‚ ] Ð+ß ,Ñ
para a topologia produto se, e só se, existir  vizinhança de  em  e Y + \ Z
vizinhança de  em  tais que , isto é, tal que  para, ] Y ‚ Z § ÐBß CÑ −H H
quaisquer  e  (em particular os produtos cartesianos  comB − Y C − Z Y ‚ Z
Y + Z , Ð+ß ,Ñ vizinhança de  e  vizinhança de  são vizinhanças de ).
Dem: Comecemos por notar que uma topologia em  que verifique a\ ‚ ]
propriedade referida em a) verifica também em particular a propriedade
referida em b), uma vez que os limites das sucessões generalizadas são casos
particulares de limites de funções num ponto aderente ao domínio (cf.
1.2.62). Uma vez que duas topologias para as quais as sucessões
generalizadas que convergem para os diferentes pontos são as mesmas
coincidem necessariamente (cf. a alínea b) de ), podemos concluir que1.2.74
não pode existir mais que uma topologia em  que verifique a\ ‚ ]
propriedade referida em b), e portanto também não pode haver mais que uma
topologia em  que verifique a propriedade referida em a). Resta-nos\ ‚ ]
mostrar que a caracterização das vizinhanças referida em c) define uma
topologia e que, para esta topologia, verifica-se a propriedade referida em a).
Mostremos, em primeiro lugar, que as vizinhanças dos pontos de \ ‚ ]
definidas em c) verificam as cinco propriedades da definição de topologia em
1.2.1.
O facto de  ser uma vizinhança de qualquer ponto  resulta de se\ ‚ ] Ð+ß ,Ñ
ter  com  vizinhança de  e  vizinhança de . O facto de\ ‚ ] § \ ‚ ] \ + ] ,
qualquer subconjunto de  que contenha uma vizinhança de  ser\ ‚ ] Ð+ß ,Ñ
ainda uma vizinhança de  é uma consequência direta da definição dasÐ+ß ,Ñ
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vizinhanças. Quanto à terceira propriedade, vemos que qualquer vizinhança
H de  contém um produto  com  vizinhança de  e Ð+ß ,Ñ Y ‚ Z Y + Z
vizinhança de  e então o facto de se ter  e  implica que, + − Y , − Z
Ð+ß ,Ñ − Y ‚ Z Ð+ß ,Ñ − e portanto . Sendo agora  e  vizinhanças deH H Hw

Ð+ß ,Ñ Y Y + Z Z podemos considerar  e  vizinhanças de  e  e  vizinhanças dew w

, Y ‚ Z § Y ‚ Z § com  e  e então tem-seH Hw w w

ÐY  Y Ñ ‚ ÐZ  Z Ñ § w w wH H ,

com  vizinhança de  e  vizinhança de , o que implica queY  Y + Z  Z ,w w

H H Ð+ß ,Ñw é também uma vizinhança de . Por fim, quanto à quinta
propriedade, se  é uma vizinhança de , podemos considerar umaH Ð+ß ,Ñ
vizinhança  de  e uma vizinhança  de  com  eY + Z , Y ‚ Z § H
seguidamente vizinhanças  de  e  de  tais que  seja vizinhança deY + Z , Yw w

todos os pontos de  e  seja vizinhança de todos os pontos de  e entãoY Z Zw w

Y ‚ Z Ð+ß ,Ñw w é uma vizinhança de  tal que  é vizinhança de todos osH
pontos de .Y ‚ Zw w

Consideremos agora um espaço topológico , um subconjunto  e^ G § ^
D − ^ G 2ÀG Ä \ ‚ ]!  aderente a , assim como uma aplicação  com
coordenadas  e . Suponhamos que  e que0 À G Ä \ 1ÀG Ä ] 0ÐDÑ qp +

D pD!

1ÐDÑ qp , Ð+ß ,Ñ \ ‚ ]
DpD!

. Sendo  uma vizinhança de  em , podemosH

considerar uma vizinhança  de  e uma vizinhança  de  tais queY + Z ,
Y ‚ Z § [ [ D ^H e seguidamente vizinhanças  e  de  em  tais quew

!

0 ÐDÑ − Y D − [  G 1ÐDÑ − Z D − [  G para cada  e  para cada . Tem-sew

então que  é uma vizinhança de  em  e, para cada[ [ D ^w
!

D − Ð[ [ Ñ  G 0ÐDÑ − Y 1ÐDÑ − Zw  vem  e  donde

2ÐDÑ œ Ð0ÐDÑß 1ÐDÑÑ − Y ‚ Z § H,

o que mostra que se tem . Suponhamos2ÐDÑ qp Ð+ß ,Ñ − \ ‚ ]
DpD!

reciprocamente que . Sendo  uma vizinhança2ÐDÑ qp Ð+ß ,Ñ − \ ‚ ] Y
DpD!

arbitrária de  em , o facto de  ser uma vizinhança de  em + \ ] , ]
permite-nos considerar a vizinhança  de  em , podendoY ‚ ] Ð+ß ,Ñ \ ‚ ]
assim garantir-se a existência de uma vizinhança  de  em  tal que para[ D ^!

cada D − [  G

Ð0ÐDÑß 1ÐDÑÑ œ 2ÐDÑ − Y ‚ ] .

em particular  o que mostra que . Analogamente, sendo0ÐDÑ − Y 0ÐDÑ qp +
D pD!

Z , ] \ uma vizinhança arbitrária de  em , o facto de  ser uma vizinhança de
+ \ \ ‚ Z Ð+ß ,Ñ \ ‚ ] em  permite-nos considerar a vizinhança  de  em ,
podendo assim garantir-se a existência de uma vizinhança  de  em  tal[ D ^!

que para cada D − [  G
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Ð0ÐDÑß 1ÐDÑÑ œ 2ÐDÑ − \ ‚ Z .

em particular  o que mostra que .1ÐDÑ − Z 1ÐDÑ qp ,
D pD!



1.5.2 (Corolário) Sejam  e  espaços topológicos e consideremos em \ ] \ ‚ ]
a topologia produto. Tem-se então:
a) Se  é um espaço topológico e  é uma aplicação com^ 2À^ Ä \ ‚ ]
coordenadas  e , então  é contínua num ponto 0 À ^ Ä \ 1À^ Ä ] 2 D − ^!

se, e só se, ambas as coordenadas  e  são contínuas em .0 1 D!
b) As   e , definidas porprojeções canónicas 1 1" #À\ ‚ ] Ä \ À\ ‚ ] Ä ]

1 1" #ÐBß CÑ œ B ÐBß CÑ œ C, ,

são aplicações contínuas.
Dem: A conclusão de a) resulta diretamente da caracterização da topologia
produto na alínea a) de  se nos lembrarmos da definição de função1.5.1
contínua num ponto em termos de limites (cf. ) que nos diz que  é1.4.1 2
contínua em  se, e só se  for um limite de  quandoD 2Ð-Ñ œ Ð0Ð-Ñß 1Ð-ÑÑ 1!

D p D 0 1! (e analogamente para as aplicações coordenadas  e ). A conclusão
de b) resulta da de a) se repararmos que as projeções canónicas
1 1" #À\ ‚ ] Ä \ À\ ‚ ] Ä ] e  não são mais do que as duas coordenadas
da aplicação identidade  que sabemos ser contínua.M.À\ ‚ ] Ä \ ‚ ] 

1.5.3 (Produto de subespaços topológicos) Sejam  e  espaços topológicos e\ ]
E § \ F § ] e  subconjuntos sobre os quais se consideram as topologias
induzidas. Tem-se então que a topologia produto de  coincide com aE‚F
topologia induzida neste conjunto pela topologia produto de .\ ‚ ]
Dem: Vamos verificar que a topologia induzida de  verifica aE‚F
propriedade na alínea a) de , que caracteriza a topologia produto. Sejam1.5.1
então  um espaço topológico, ,  aderente a  e^ G § ^ D − ^ G!

2À ^ Ä E‚F 0ÀG Ä E 1ÀG Ä F uma aplicação com coordenadas  e .
Lembrando a caracterização dos limites de aplicações com valores num
subespaço referida em , vemos que  para a1.2.32 2ÐDÑ qp Ð+ß ,Ñ − E ‚ F

DpD!

topologia induzida se, e só se,  para a topologia de , se,2ÐDÑ qp Ð+ß ,Ñ \ ‚ ]
DpD!

e só se,  e  para as topologias de  e de , se, e só se,0ÐDÑ qp + 1ÐDÑ qp , \ ]
DpD D p D! !

0 ÐDÑ qp + 1ÐDÑ qp , E F
DpD D p D! !

 e  para as topologias induzidas de  e de . 

1.5.4 (Caracterização dos espaços de Hausdorff) Seja  um espaço\
topológico e consideremos o  subconjunto diagonal ?\ § \ ‚\, definido
por

?\ B−\œ ÖÐBß BÑ× œ ÖÐBß CÑ − \ ‚\ ± B œ C×.

Tem-se então que  é um espaço de Haudorff se, e só se,  é um\ ?\

subconjunto fechado de .\ ‚\
Dem: Suponhamos que  é de Hausdorff. Para mostrarmos que  é\ ?\
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fechado, temos que mostrar que todo o ponto  aderente a Ð+ß ,Ñ − \ ‚ ] ?\

pertence a  ou seja, que se  então  não é aderente a .? ? ?\ \ \Ð+ß ,Ñ Â Ð+ß ,Ñ
Ora, sendo , tem-se  e portanto podemos considerarÐ+ß ,Ñ Â + Á ,?\

vizinhanças  de  e  de  tais que , tendo-se então que Y + Z , Y  Z œ g Y ‚ Z
é uma vizinhança de  em  sem nenhum ponto em , o queÐ+ß ,Ñ \ ‚ ] ?\

mostra que  não é aderente a . Suponhamos, reciprocamente, queÐ+ß ,Ñ ?\

? ?\ \ é fechado em . Sejam  em , portanto com .\ ‚\ + Á , \ Ð+ß ,Ñ Â
Uma vez que  não é aderente a , podemos considerar umaÐ+ß ,Ñ ?\

vizinhança  de  em  que não tenha nenhum elemento de  ouH ?Ð+ß ,Ñ \ ‚ ] \

seja, tal que cada  verifica . Sendo  vizinhança de  e ÐBß CÑ − B Á C Y + ZH
vizinhança de  tais que  tem-se, em particular,  para cada, Y ‚ Z § B Á CH
B − Y C − Z Y  Z œ g \ e , o que mostra que  e portanto  é um espaço de
Hausdorff. 

1.5.5 (Corolário) Sejam  e  espaços topológicos, o segundo dos quais de\ ]
Hausdorff, e 0 ß 1À\ Ä ] \ duas aplicações contínuas. É então fechado em 
o conjunto

E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ×. 69

Dem: Podemos considerar a aplicação contínua  definida por2À\ Ä ] ‚ ]
2ÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ bastando então reparar que

E œ ÖB − \ ± 2ÐBÑ − ×?]

é a imagem recíproca por meio de  do subconjunto  fechado em 2 ] ‚ ]?]

(cf. ).1.4.25 

1.5.6 (Continuidade das operações em )‘  Considerando em  a topologia‘ ‘‚
produto das topologias usuais de , são contínuas as aplicações‘
0 À ‚ Ä 1À ‚ Ä 2À ‚ Ä‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘,  e  definidas por

0ÐBß CÑ œ B  C 1ÐBß CÑ œ B ‚ C 2ÐBß CÑ œ C  B, , .

Dem: Temos uma consequência direta do resultado  sobre a continui-1.4.21
dade da soma, do produto e da diferença de funções contínuas com valores
reais aplicado às duas projeções canónicas , que sabemos serem‘ ‘ ‘‚ Ä
aplicações contínuas. 

1.5.7 (Comparar com ) 1.5.4 Considerando em ‘ ‘‚  a topologia produto das
topologias usuais de , são respetivamente aberto e fechado em  os‘ ‘ ‘‚
conjuntos

Y œ ÖÐBß CÑ − ± B  C× E œ ÖÐBß CÑ − ± B Ÿ C×‘ ‘# #, .

Dem: Considerando a aplicação contínua  definida por2À ‚ Ä‘ ‘ ‘
2ÐBß CÑ œ C  B Y E 2 tem-se que  e  são as imagens reciprocas por  dos
subconjuntos  e  respetivamente aberto e fechado em .Ó!ß_Ò Ò!ß_Ò ‘ 

69Reparar que esta conclusão já foi obtida, de um modo alternativo, no exercício .1.4.7
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No mesmo espírito que em , podemos também afirmar a1.5.6
continuidade da exponenciação, a qual se vai deduzir da continuidade da
multiplicação que aí referimos.

1.5.8 (Continuidade da exponenciação I) É contínua a aplicação

: ‘À Ó!ß_Ò ‚ Ä Ó!ß_Ò

definida por :ÐBß CÑ œ BC.
Dem: Lembrar que é contínua a função real de variável real
exp expÀ Ä Ó!ß_Ò ÐBÑ œ /‘  definida por  assim como a sua inversaB

lnÀ Ó!ß_Ò Ä ‘ :. A continuidade da aplicação  resulta entâo do teorema
sobre a continuidade da aplicação composta e da continuidade da
multiplicação em , tendo em conta a fórmula  que1.5.6 ln lnÐB Ñ œ C ‚ ÐBÑC

implica que

:ÐBß CÑ œ ÐC ‚ ÐBÑÑexp ln . 

Há situações em que é conveniente considerar a exponenciação também
definida quando a base é , desde que o expoente seja estritamente!
positivo. Define-se então, como seria fácil prever, , sempre que! œ !C

C  !, o que é compatível com a definição conhecida no caso em que
C − . Refira-se, a propósito, que com esta definição continuam trivial-
mente a ser válidas as propriedades algébricas usuais das potências

ÐB ‚ B Ñ œ B ‚ B B œ B ‚ B B œ ÐB Ñw C C w CC C C C‚D C DC, , ,
w w

desde que as bases sejam maiores ou iguais a  e os expoentes sejam!
estritamente positivos. Obtém-se assim uma nova aplicação de exponen-
ciação que não é restrição nem extensão da aplicação  considerada em:
1.5.8, emboras as duas aplicações coincidam naturalmente na interseção
dos seus domínios.

1.5.9 (Continuidade da exponenciação II) É contínua a aplicação

<À Ò!ß_Ò ‚ Ó!ß_Ò Ä Ò!ß_Ò

definida por <ÐBß CÑ œ BC.
Dem: A continuidade da restrição de  ao subconjunto aberto do seu<
dominio  resulta de essa restrição ser restrição daÓ!ß_Ò ‚ Ó!ß_Ò
aplicação contínua  em . Tendo em conta  concluímos que  é: <1.5.8 1.4.17
contínua em cada ponto de . Resta-nos provar aÓ!ß_Ò ‚ Ó!ß_Ò
continuidade de  em cada ponto  com , ponto esse para o qual< Ð!ß C Ñ C  !! !

se tem . Consideremos então  arbitrário. Seja  e< $ &Ð!ß C Ñ œ !  ! œ  !!
w C

#
!

& $œ Ö"ß ×  !min &w . Dados

B − F Ð!Ñ  Ò!ß_Ò œ Ò!ß Ò C − F ÐC Ñ œ Ó ß $ Ò § Ó!ß_Ò& && & &, w !
w w
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arbitrários, vem  e  dondeB  " B  $&
w

! Ÿ B Ÿ B  Ð Ñ œC & & &w w w

$ $,

portanto, , o que mostra que 0 é efetivamente limite de<ÐBß CÑ − F Ð!Ñ$

<ÐBß CÑ ÐBß CÑ Ä Ð!ß C Ñ quando .! 

1.5.10 (Continuidade da métrica) Seja  um espaço métrico, cuja métrica será\
notada  e consideremos em . É então contínua a. \ ‚\ a topologia produto
aplicação , que a cada par  de elementos de  associa a.À\ ‚\ Ä ÐBß CÑ \‘
sua distância .ÐBß CÑÞ
Dem: Mostremos a continuidade da aplicação  num  ponto  arbitrário.. Ð+ß ,Ñ
Com esse objetivo, começamos por estabelecer uma desigualdade que nos
vai ser útil e que envolve, além de  e , dois pontos arbitrários  e  de .+ , B C \
Para isso, aplicamos duas vezes a desigualdade triangular generalizada
referida em  para deduzir que1.1.2

.ÐBß CÑ Ÿ .ÐBß +Ñ  .Ð+ß ,Ñ  .Ð,ß CÑ

.Ð+ß ,Ñ Ÿ .Ð+ß BÑ  .ÐBß CÑ  .ÐCß ,Ñ

,
,

e portanto

.ÐBß CÑ  .Ð+ß ,Ñ Ÿ .ÐBß +Ñ  .ÐCß ,Ñ

.Ð+ß ,Ñ  .ÐBß CÑ Ÿ .ÐBß +Ñ  .ÐCß ,Ñ

,
.

Uma vez que o valor absoluto  é igual a um dos doisl.ÐBß CÑ  .Ð+ß ,Ñl
primeiros membros precedentes, estas últimas desigualdades implicam que

l.ÐBß CÑ  .Ð+ß ,Ñl Ÿ .ÐBß +Ñ  .ÐCß ,Ñ,

que é a desigualdade que vamos utilizar.
Consideremos então uma vizinhança arbitrária  de  em  e fixemos[ .Ð+ß ,Ñ ‘
$ ‘ $ ! .Ð+ß ,Ñ tal que a bola aberta de  de centro  e raio  esteja contida em
[ + ,. Considerando como vizinhanças de  e , respetivamente, as bolas
abertas  e , vemos agora que para cada  na vizinhançaF Ð+Ñ F Ð,Ñ ÐBß CÑ$ $Î# Î#

F Ð+Ñ ‚ F Ð,Ñ Ð+ß ,Ñ \ ‚ ]$ $Î# Î#  de  para a topologia produto de  tem-se

l.ÐBß CÑ  .Ð+ß ,Ñl Ÿ .ÐBß +Ñ  .ÐCß ,Ñ   œ
# #

$ $
$

pelo que  pertence à bola de centro  e raio  de , em particular.ÐBß CÑ .Ð+ß ,Ñ $ ‘
.ÐBß CÑ − [ , o que prova a continuidade pretendida. 

1.5.11 (Nota) Repare-se que o resultado precedente implica  o facto de, para
+ − \ fixado, ser contínua a aplicação  definida por. À\ Ä+ ‘
. ÐBÑ œ .Ð+ß BÑ+ , facto que foi estabelecido em . Com efeito, esta1.4.22
última aplicação é a composta da aplicação  com a aplicação.À\ ‚\ Ä ‘
\ Ä \ ‚\ B È Ð+ß BÑ definida por , aplicação que é contínua por isso
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acontecer às suas duas coordenadas, a primeira constante a a segunda igual à
identidade de .\

Em vez de continuar a examinar outras propriedades da topologia produto
no produto cartesiano de dois espaços topológicos vamos agora genera-
lizar o que foi estudado até este momento à situação em que temos um
produto cartesiano podendo envolver mais que dois espaços topológicos.
Para isso partimos da observação de que considerar um par ordenado
ÐBß CÑ − \ ‚ ] Ö"ß #× é o mesmo que considerar a aplicação de domínio 
que a  associa  e a  associa  (a primeira e a segunda coordenadas). A" B # C
generalização que temos em vista consiste em substituir o conjunto de
índices , que está implícito quando se considera , por umÖ"ß #× \ ‚ ]
conjunto não vazio de índices  que em geral poderá ser arbitrário,M
embora para alguns resultados deva ser suposto finito.

1.5.12 (Generalidades sobre produtos cartesianos) Consideremos um
conjunto não vazio  de índices e, para cada , um conjunto .M 3 − M \3

Chamamos então  dos conjuntos  (ou, maisproduto cartesiano \3

precisamente, da família de conjuntos ) o conjunto  de todas asÐ\ Ñ \3 3−M 3
3−M

#
aplicações de domínio  que aplicam cada índice  num elemento doM 3
conjunto . Para uma tal aplicação será utilizada com frequência a notação\3

de família , onde  é naturalmente a imagem do índice  pelaÐB Ñ B 33 3−M 3

aplicação.
Analogamente ao que sucedia com o produto cartesiano de dois conjuntos,
dados um conjunto  e uma aplicação ^ 2À^ Ä #

3−M
3\ , ficam-lhe associadas

aplicações 23À ^ Ä \ 23 (as  da aplicação ) pela condição de secoordenadas
ter

2ÐDÑ œ Ð2 ÐDÑÑ3 3−M   (1)

para cada  e podemos, para cada índice  fixado considerar umaD − ^ 3!
aplicação

1 13 3 3 3−M 3! ! !
À Ä \ ÐÐB Ñ Ñ œ B$
3−M

3\ 3! , ,

aplicação a que se dá o nome de  correspondente ao índiceprojeção canónica
3 3! ! e que não é mais do que a coordenada de índice  da aplicação identidade
de . Também como no caso em que temos dois fatores, podemos notar#

3−M
3\

que, dadas aplicações arbitrárias , existe uma única aplicação2 À^ Ä \3 3

2À ^ Ä #
3−M

3\  que as tem como coordenadas, nomeadamente a definida pela

igualdade em (1).
Repare-se que, no caso em que todos os conjuntos  coincidem com um\3

mesmo conjunto , o produto cartesiano \ #
3−M

3\  não é mais do que o conjunto
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E:ÐMß\Ñ de todas as aplicações de  em .M \
No caso particular em que , onde , também se usa aM œ Ö"ß #ßá ß 8× 8   "
notação  como alternativa a \ ‚\ ‚â‚\" # 8 #

3−M
3\  e a notação

ÐB ß B" #ßá ß B Ñ ÐB Ñ \8 3 3−M 3 como alternativa a  e, se todos os  forem iguais a
um mesmo  também se escreve  no lugar de  (é\ \ \ ‚\ ‚â‚\8

" # 8

neste contexto que se insere a notação  já encontrada decerto em ocasiões‘8

anteriores).

1.5.13 (A topologia produto) Seja  um conjunto não vazio de índices, finito ouM
infinito, e seja  um espaço topológico para cada . Tem-se então:\ 3 − M3

a) Existe uma única topologia no produto cartesiano  #
3−M

3\ com a propriedade

de, quaisquer que sejam o espaço topológico , o subconjunto , o^ G § ^
ponto  aderente a  e a aplicação , com coordenadasD − ^ G 2ÀG Ä! #

3−M
3\

2 ÀG Ä \ 2ÐDÑ qp Ð+ Ñ 2 ÐDÑ qp + \3 3 3 3−M 3 3 3
D p D D p D

, ter-se  em  em 
! !

#
3−M

3\  se, e só se 

para cada índice . Dizemos que esta topologia é a  ou a3 topologia produto
topologia de Tichonoff70 de #

3−M
3\ , sendo ela a que se considera implicita-

mente num produto cartesiano de espaços topológicas quando outra não for
explicitada. 71

b) Um subconjunto  é uma vizinhança de um ponto  para aH § #
3−M

3 3 3−M\ Ð+ Ñ

topologia produto se, e só se, se tiver  para alguma famíliaH ¨ #
3−M

3Y

h œ ÐY Ñ Y3 3−M 3 com § \ Y + \3 3 3 3 tal que cada  seja vizinhança de  em  e que
seja finito o conjunto dos índices  com . 3 Y Á \3 3

72

Dem: Comecemos por notar que se duas topologias em  verificam#
3−M

3\

ambas a propriedade referida em a) elas têm ambas as mesmas sucessões
generalizadas a convergir para cada ponto  (lembrar que os limites dasÐ+ Ñ3 3−M

sucessões generalizadas são casos particulares de limites de funções num
ponto aderente a domínio como referimos em ) e portanto coincidem1.2.62
necessariamente (cf. a alínea b) de ). Por outras palavras, podemos1.2.74
garantir a unicidade de uma topologia com a propriedade referida em a).
Resta-nos mostrar que a caracterização das vizinhanças referida em b) define
uma topologia e que, para esta topologia, verifica-se a propriedade referida

70Esta última designação costuma se utilizada com mais frequência no caso em que o
conjunto de índice  é infinito.M
71O facto de não explicitarmos o resultado sobre as sucessões generalizadas convergentes
no produto cartesiano  que corresponde ao enunciado na alínea b) de , e que é#

3−M
3\ 1.5.1

também válido com justificação trivial, tem como único objetivo evitarmos notações que
se poderão considerar confusas (por fazerem intervir dois tipos de índices, o das coorde-
nadas do produto cartesiano e o das sucessões generalizadas).
72Esta última condição costuma ser enunciada, de modo mais sugestivo, dizendo que para
quase todos os índices  a vizinhança  coincide com o espaço todo .3 Y \3 3
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em a).
Mostremos, em primeiro lugar, que as vizinhanças dos pontos de #

3−M
3\

definidas em b) verificam as cinco propriedades da definição de topologia em
1.2.1. O facto de  ser uma vizinhança de qualquer ponto  resulta#

3−M
3\ Ð+ Ñ3 3−M

de se ter  com  vizinhança de , sendo vazio, em particular# #
3−M 3−M

3 3\ \§ \ +3 3

finito, o conjunto dos  tais que . O facto de qualquer subconjunto de3 \ Á \3 3#
3−M

3\  que contenha uma vizinhança de  ser ainda uma vizinhança deÐ+ Ñ3 3−M

Ð+ Ñ3 3−M  é uma consequência direta da definição das vizinhanças. Quanto à
terceira propriedade, vemos que qualquer vizinhança  de  contém umH Ð+ Ñ3 3−M

produto  com cada  vizinhança de  e então  para cada ,#
3−M

3Y Y + + − Y 33 3 3 3

donde  e portanto . Sendo agora  e Ð+ Ñ − Ð+ Ñ −3 3−M 3 3−M
w#

3−M
3Y H H H

vizinhanças de  podemos considerar famílias  e  com Ð+ Ñ ÐY Ñ ÐY Ñ Y3 3−M 3 3−M 3−M 3
w
3

e  vizinhanças de  tais que sejam finitos os conjuntos  e  dos índicesY + O Ow w
3 3

3 − M Y Á \ Y Á \ para os quais se tenha respetivamente  e  e para as3 3 3
w
3

quais se tenha H H¨ ¨# #
3−M 3−M

3 3Y Y e ; tem-se então quew w

H H ¨  Y Ñw w
3$

3−M

3ÐY ,

onde cada  é vizinhança de  e é finito, por estar contido emY  Y +3 3
w
3

O  O 3 Y  Y Á \ w w w
3 33, o conjunto dos  tais que , o que implica que  éH H

também uma vizinhança de . Por fim, quanto à quinta propriedade, seÐ+ Ñ3 3−M

H é uma vizinhança de , podemos considerar vizinhanças  dos Ð+ Ñ Y +3 3−M 3 3

tais que  e que seja finito o conjunto  dos índices  tais que#
3−M

3Y § O 3H

Y Á \ 3 − O Y +3 3 3
w
3 e seguidamente para cada  uma vizinhança   de  tal que

Y Y Y œ \3 3
w w
3 3 seja vizinhança de todos os elementos de  e então, pondo  para

cada , vemos que  é3 Â O #
3−M

3 3 3−MY Ð+ Ñw é uma vizinhança de  tal que H

vizinhança de todos os seus elementos.
Consideremos agora um espaço topológico , um subconjunto  e^ G § ^
D − ^ G 2ÀG Ä!  aderente a , assim como uma aplicação  com#

3−M
3\

coordenadas .2 ÀG Ä \3 3

Suponhamos que  para cada . Seja  uma vizinhança de2 ÐDÑ qp + 3 − M3 3
D p D!

H

Ð+ Ñ Y +3 3−M 3 3 em . Podemos considerar vizinhanças  dos  tais que#
3−M

3\

#
3−M

3Y § O 3 Y Á \H e que seja finito o conjunto  dos índices  tais que  e3 3

seguidamente para cada  uma vizinhança  de  em  tal que3 − O Z D ^3 !

2 ÐDÑ − Y D − Z  G Z D ^3 3 3 ! para cada . Seja  a vizinhança de  em  interseção
finita dos conjuntos  com  (no caso em que  tomamosZ 3 − O O œ g3
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Z œ ^ D − Z  G 2 ÐDÑ − Y 3 3 − O). Para cada  vem  para todo o  (se  por3 3

ser  e se  por ser ) e portantoD − Z  G 3 Â O Y œ \3 3 3

2ÐDÑ œ Ð2 ÐDÑÑ − §3 3−M $
3−M

3Y H.

Provámos assim que  em 2ÐDÑ qp Ð+ Ñ
D p D

3 3−M
!

#
3−M

3\ .

Suponhamos, reciprocamente,  e seja  que  em 2ÐDÑ qp Ð+ Ñ
D p D

3 3−M
!

#
3−M

3 !\ 3 − M

um índice arbitrário. Seja  uma vizinhança arbitrária de .Y + œ 2 ÐÐ+ Ñ Ñ3 3 3 3 3−M! ! !

Pondo  para todo o , podemos considerar a vizinhança  deY œ \ 3 Á 3 Y3 3 ! 3
3−M

#
Ð+ Ñ \ Z D ^3 3−M 3 !

3−M

 em  e, a partir desta, uma vizinhança  de  em  tal que para#
cada D − Z  G  se tenha

2ÐDÑ œ Ð2 ÐDÑÑ −3 3−M $
3−M

3Y ,

em particular . Fica assim provado que .2 ÐDÑ − Y 2 ÐDÑ qp +3 3 3 3
D p D! ! ! !

!



1.5.14 (Notas) a) No caso em que  e encaramos M œ Ö"ß #× \" ‚ \# como sendo
o produto cartesiano #

3−Ö"ß#×
3\  constatamos que a topologia produto definida

em  coincide com a topologia produto referida em , visto que a1.5.13 1.5.1
condição que a caracteriza, referida na alínea a) do resultado precedente,
coincide com a referida na alínea a) de . Podemos assim concluir que a1.5.1
definição precedente generaliza efetivamente a dada no caso particular
estudado no início.
b) No caso em que o conjunto de índices  é finito, a caracterizaM ção das
vizinhanças de um elemento  para a topologia produto pode serÐ+ Ñ3 3−M

enunciada de forma mais simples: Um conjunto  é vizinhança de  se,H Ð+ Ñ3 3−M

e só se,  vizinhança deH ¨ § \#
3−M

3 3 3−M 3[ Ð[ Ñ [ para alguma família  com 3

+ \ Ð[ Ñ 33 3 3 3−M em . Com efeito, para uma tal família  o conjunto dos índices 
tais que , sendo uma parte de , é automaticamente finito. É claro[ Á \ M3 3

que, em particular, os próprios conjuntos da forma #
3−M

3 3[ [ com cada 

vizinhança de  vão ser vizinhanças de  (por conterem elas mesmas).+ Ð+ Ñ3 3 3−M

c) No caso em que o conjunto não vazio  de índices é finito ou infinito masM
todos os espaços topológicos  coincidem com um mesmo espaço\3

topológico  já referimos que o produto cartesiano \ #
3−M

3\  não é mais do que

o conjunto  de todas as aplicações de  em . Além disso, aE:ÐMß\Ñ M \
topologia produto de  coincide com a topologia da convergência#

3−M
3\

simples de , definida em .E:ÐMß\Ñ 1.2.82
Para o reconhecermos, basta-nos reparar que as caracterizações das
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vizinhanças de uma família  em  e em  coincidem, umaÐ+ Ñ3 3−M 1.2.82 1.5.13
vez que, para cada família , o conjunto h Uœ ÐY Ñ3 3−M

w
h  referido em 1.2.82

não é mais do que o produto cartesiano . Alternativamente, também#
3−M

3Y

seria suficiente reparar que a caracterização dos limites de funções com
valores em  para a topologia produto, referida na alínea a) de , é#

3−M
3\ 1.5.13

uma propriedade que se verificou em  ser válida para a topologia da1.2.82
convergência simples.

1.5.15 (Corolário) Seja  um conjunto não vazio de índices, finito ou infinito, eM
seja  um espaço topológico para cada  e consideremos no produto\ 3 − M3

cartesiano  a topologia produto. Tem-se então:#
3−M

3\

a) Se  é um espaço topológico e  é uma aplicação com^ 2À^ Ä #
3−M

3\

coordenadas , então  é contínua num ponto  se, e só se,2 À^ Ä \ 2 D − ^3 3 !

todas as coordenadas  são contínuas em .2 D3 !

b) Para cada  a projeção canónica  é uma aplicação3 − M À Ä \! 3 31
! !

#
3−M

3\

contínua.
Dem: Tal como em , conclusão de a) resulta diretamente da caracteri-1.5.2
zação da topologia produto na alínea a) de  se nos lembrarmos da1.5.13
definição de função contínua num ponto em termos de limites (cf. ) que1.4.1
nos diz que  é contínua em  se, e só se  for um limite2 D 2ÐD Ñ œ Ð2 ÐD ÑÑ! ! 3 ! 3−M

de  quando  (e analogamente para as aplicações coordenadas ). A2 D p D 2! 3

conclusão de b) resulta da de a) se repararmos que cada projeção canónica
13 3 !! !

À Ä \ 3#
3−M

3\  não é mais do que a coordenada de índice  da aplicação

identidade  que sabemos ser contínua.M.À Ä# #
3−M 3−M

3 3\ \ 

1.5.16 (Produto de subespaços topológicos) Seja  um conjunto não vazio deM
índices, finito ou infinito, e seja  um espaço topológico para cada .\ 3 − M3

Seja para cada  um subconjunto 3 − M E3 § \3 onde consideramos a
topologia induzida. No produto cartesiano # #

3−M 3−M
3 3E \§  coincidem então a

topologia produto das topologias dos  e a topologia induzida pelaE3

topologia produto de .#
3−M

3\

Dem: Tal como em , basta mostrarmos que a segunda topologia verifica1.5.3
a propriedade na alínea a) de , que caracteriza a topologia produto de1.5.13#
3−M

3E . Sejam então  um espaço topológico, ,  aderente a  e^ G § ^ D − ^ G!

2À ^ Ä 2 ÀG Ä E#
3−M

3E  uma aplicação com coordenadas . Lembrando a3 3

caracterização dos limites de aplicações com valores num subespaço referida
em , vemos que  para a topologia induzida se,1.2.32 2ÐDÑ qp Ð+ Ñ −

D pD
3 3−M

!

#
3−M

3E
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e só se,  para a topologia de , se, e só se, 2ÐDÑ qp Ð+ Ñ 2 ÐDÑ qp +
D pD D p D

3 3−M 3 3
! !

#
3−M

3\

para a topologia de  para cada , se, e só se, para cada ,  para\ 3 3 2 ÐDÑ qp +3 3 3
D p D!

as topologias induzidas de .E3 

1.5.17 (Produto finito de espaços métricos) Sejam  um conjunto finito e nãoM
vazio de índices e para cada  um espaço topológico  cuja topologia é3 − M \3

a associada a uma certa métrica . Pode então definir-se uma métrica  no. .3

produto cartesiano , a que damos o nome de , por#
3−M

3\ métrica do máximo

.ÐÐB Ñ ß ÐC Ñ Ñ œ . ÐB ß C Ñ3 3−M 3 3−M 3 3 3
3−M

max

e a topologia associada a esta métrica é a topologia produto de .#
3−M

3\

Dem: Comecemos por verificar que a aplicação  definida no enunciado, que.
toma valores em  é efetivamente uma métrica em Ò!ß_Ò #

3−M
3\ , isto é, que

verifica as propriedades a) a d) em . Uma vez que as propriedades a) e1.1.1
b) são triviais e que a propriedade d) resulta de que o máximo de um número
finito de números em  é  se, e só se, estes são todos iguais a ,Ò!ß_Ò ! !
temos apenas de examinar a propriedade c). Ora, dados três elementos
B œ ÐB Ñ C œ ÐC Ñ D œ ÐD Ñ \ 33 3−M 3 3−M 3 3−M 3

3−M

,  e  em , vemos que para cada #
tem-se  e , donde.ÐB ß C Ñ Ÿ .ÐBß CÑ .ÐC ß D Ñ Ÿ .ÐCß DÑ3 3 3 3

.ÐB ß D Ñ Ÿ .ÐB ß C Ñ  .ÐC ß D Ñ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ3 3 3 3 3 3

e portanto, uma vez que  é igual a um dos valores , tem-se,.ÐBß DÑ . ÐB ß D Ñ3 3 3

como queríamos,

.ÐBß DÑ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß DÑ.

Resta-nos mostrar que a topologia associada à métrica  é a topologia.
produto e, para isso, vamos verificar que ela verifica a propriedade referida
na alínea a) de . Consideremos então um espaço topológico , um1.5.13 ^
conjunto G § ^ D − ^ G, um ponto  aderente a  e uma aplicação!

2À G Ä ÀG Ä \#
3−M

3 3\ 2 com coordenadas 3. Comecemos por reparar que, se

3 − M B œ ÐB Ñ C œ ÐC Ñ! 3 3−M 3 3−M, quaisquer que sejam  e  tem-se

. Ð ÐBÑß ÐCÑÑ œ .ÐB ß C Ñ Ÿ .ÐBß CÑ3 3 3 3 3! ! ! ! !
1 1 ,

pelo que a aplicação  admite  como constante de Lipschitz13 3! !
À Ä \ "#
3−M

3\

(cf. ) e é portanto contínua. Tendo em conta , deduzimos daqui1.4.3 1.2.41
que se  então para cada 2ÐDÑ qp + œ Ð+ Ñ 3

D p D
3 3−M !

!

2 ÐDÑ œ Ð2ÐDÑÑ qp Ð+Ñ œ +3 3 3 3
D p D! ! ! !

!

1 1 .
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Suponhamos, reciprocamente, que se tem  para cada . Dado2 ÐDÑ qp + 33 3
D p D!

$  ! 3 − M Z D arbitrário, consideremos para cada  uma vizinhança  de  em3 !

^ D − Z  G . Ð2 ÐDÑß + Ñ  tal que, para cada ,  e, considerando a3 3 3 3 $
vizinhança  de  em  intersecção do número finito de vizinhanças ,Z D ^ Z! 3

vemos agora que para cada  tem-se  para cada D − Z  G D − Z  G 33

portanto  para cada , donde. Ð2 ÐDÑß + Ñ  33 3 3 $

.Ð2ÐDÑß Ð+ Ñ Ñ œ . Ð2 ÐDÑß + Ñ 3 3−M 3 3 3
3−M

max $,

o que mostra que  (cf. a alínea b) de , com a2ÐDÑ qp + œ Ð+ Ñ
D p D

3 3−M
!

1.2.27

classe das bolas abertas como sistema fundamental de vizinhanças no espaço
de chegada. 

1.5.18 (Corolário) Lembremos que o espaço ‘8 não é mais do que o produto
cartesiano indexado em  com todos os factores iguais a . NesteÖ"ß #ßá ß 8× ‘
contexto, a topologia usual de  (cf. ) coincide com a topologia‘8 1.2.3
produto associada à topologia usual em cada fator .‘
Dem: Por definição, a topologia usual de  é a associada à métrica ‘8

_.
associada à norma do máximo (cf. ) e esta não é mais do que a métrica1.1.8
do máximo correspondente à métrica usual de  em cada factor.‘ 

1.5.19 (Produtos contáveis de espaços métricos) Sejam  um conjuntoM
contável não vazio de índices e, para cada , 3 − M \3 um espaço topológico
metrizável. Tem-se então que o produto cartesiano #

3−M
3\ , com a topologia

produto, é metrizável. Em particular, se  é um espaço topológico metri-\
zável então  com a topologia da convergência simples é metri-E:ÐMß\Ñ
zável.73

Mais precisamente, se para cada  considerarmos uma métrica  em 3 − M . \3 3

que defina a respetiva topologia e que verifique . ÐBß CÑ Ÿ "3  quaisquer que
sejam  (métrica cuja existência decorre do lema ), podemosBß C − \3 1.2.78
considerar uma família de reais  com  e tomar como métrica$ $3 3

3−M

 ! œ "!
definindo a topologia produto de #

3−M
3\  a definida por

. ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ . ÐB ß C Ñˆ ‰ "3 3−M 3 3−M 3 3 3 3

3−M

$ .

Dem: Vamos dividir a prova em várias partes:
1) Mostremos que se pode considerar para cada  um real  de3 − M  !$3
modo que .!

3−M
3$ œ "

Subdem:  Se  for finito com  elementos, podemos tomar . Se  forM 8 œ M$3
"
8

73Pelo contrário, como se verificou no exercício , se  é infinito não contável1.2.25 M
podemos garantir que  não é metrizável, desde que afastemos os casos triviaisE:ÐMß\Ñ
em que  ou  tem um único elemento.\ œ g \
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numerável, podemos considerar uma bijeção  e tomar: À Ä M

$3 Ð3Ñ
œ

"

#:" .

Atendendo a  para calcular a soma (que existe, tendo em conta ),1.2.69 1.2.70
obtemos

" " "
3−M

3

8œ" 8œ"

_ _

Ð8Ñ 8
$ $œ œ œ "Þ

"

#
:

2) Vamos definir agora para  e  em ÐB Ñ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M #
3−M

3\

. ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ . ÐB ß C Ñ Ÿ œ "ˆ ‰ " "3 3−M 3 3−M 3 3 3 3 3

3−M 3−M

$ $ ,

que é assim um elemento de . Vamos mostrar que  constitui umaÒ!ß "Ó .
métrica em .#

3−M
3\

Subdem: São evidentes as propriedades

. ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ . ÐC Ñ ß ÐB Ñ

. ÐB Ñ ß ÐB Ñ œ !

. ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ ! Ê ÐB Ñ œ ÐC Ñ

ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰
ˆ ‰

3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3−M

3 3−M 3 3−M

3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3−M

,

,

.

Além disso, vemos que, dados ,  e , vemÐB Ñ ÐC Ñ ÐD Ñ3 3−M 3 3−M 3 3−M

. ÐB Ñ ß ÐD Ñ œ .ÐB ß D Ñ Ÿ .ÐB ß C Ñ  .ÐC ß D Ñ œ

œ .ÐB ß C Ñ  .ÐC ß D Ñ œ

œ . ÐB Ñ ß ÐC Ñ  . ÐC Ñ ß ÐD Ñ

ˆ ‰ ˆ ‰" "
" "
ˆ ‰ ˆ

3 3−M 3 3−M 3 3 3 3 3 3 3 3

3−M 3−M

3−M 3−M

3 3 3 3 3 3

3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3−M

$ $

$ $

‰.

3) Suponhamos que  é uma vizinhança de  para a topologia daH Ð+ Ñ3 3−M

produto. Vamos ver que  é também uma vizinhança de  para aH Ð+ Ñ3 3−M

topologia associada à métrica ..
Subdem: Existe uma família de conjuntos  tal que cada  éY \ Y3 3 3§
vizinhança de , que, para uma certa parte finita  de  se tenha + M M Y œ \3 ! 3 3

para todo o  e que o conjunto  esteja contido em 3 Â M Y! 3
3−M

# H. Para cada

3 − M <  ! F Ð+ Ñ § Y <  ! < Ÿ <! 3 < 3 3 3 3 seja  tal que  e seja  com  para todo o
3

$
3 − M Ð+ Ñ <! 3 3−M. Vamos mostrar que a bola aberta de centro  e raio  para a
métrica  está contida em , e portanto em , o que mostrará que  é. #

3−M
3Y H H

efetivamente uma vizinhança de  para essa métrica. Seja então Ð+ Ñ ÐB Ñ3 3−M 3 3−M

em  tal que . Para cada  tem-se então#
3−M

3\ .ÐÐ+ Ñ ß ÐB Ñ Ñ  < 3 − M3 3−M 3 3−M !
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$ $3 3 3 3 3−M 3 3−M 3 3.Ð+ ß B Ñ Ÿ .ÐÐ+ Ñ ß ÐB Ñ Ñ  < Ÿ < ,

donde  e . Uma vez que para cada  vem.Ð+ ÞB Ñ  < B − F Ð+ Ñ § Y 3 Â M3 3 3 3 < 3 3 !3

trivialmente  concluímos que se tem .B − \ œ Y ÐB Ñ −3 3 3 3 3−M #
3−M

3Y

4) Suponhamos que  é uma vizinhança de  para a topologia daH Ð+ Ñ3 3−M

métrica . Vamos ver que  é também uma vizinhança de  para a. Ð+ ÑH 3 3−M

topologia produto, o que terminará a demonstração.
Subdem: Seja  tal que a bola fechada de centro  e raio  para a<  ! Ð+ Ñ <3 3−M

métrica  esteja contida em . Lembrando que a soma dos  é igual a ,. "H $3
consideremos uma parte finita  de  tal queM M!

"
3−M

3

!

$  " 
<

#
.

Consideremos a família  onde  se  e  seÐY Ñ Y œ F Ð+ Ñ 3 − M Y œ \3 3−M 3 3 ! 3 3<
#

3 Â M Ð+ Ñ! 3 3−M e a correspondente vizinhança  de  para a topologia#
3−M

3Y

produto. Consideremos  arbitrário. Reparemos que, para cadaÐB Ñ −3 3−M #
3−M

3Y

parte finita  de , o facto de  ser a união disjunta dos subconjuntosN M N  M!
finitos  e  implica queM N Ï M! !

"   œ   "  
<

#
" " " "

3−NM 3−M

3 3 3 3

3−NÏM 3−NÏM! ! ! !

$ $ $ $

e portanto

"
3−NÏM

3

!

$ 
<

#
.

Deduzimos agora que, para cada parte finita  de ,N M

" " " "
3−N 3−NM 3−M

3 3 3 3 3 3 3 3

3−NÏM

$ $ $ $.Ð+ ß B Ñ œ .Ð+ ß B Ñ    Ÿ <
< <

# #
! !!

pelo que, tendo em conta o facto de a soma geral ser o supremo de todas as
somas finitas, vem

.ÐÐ+ Ñ ß ÐB Ñ Ñ œ .Ð+ ß B Ñ Ÿ <3 3−M 3 3−M 3 3 3

3−M

"$

e portanto . Provámos assim que  e portanto que  éÐB Ñ − §3 3−M H H H#
3−M

3Y

uma vizinhança de  para a topologia da convergência simples.Ð+ Ñ3 3−M 

1.5.20 (Produto de espaços de Haudorff) Seja  um conjunto não vazio deM
índices, finito ou infinito, e seja  um espaço topológico de Hausdorff para\3
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cada . Tem-se então que o produto cartesiano , com a topologia3 − M \#
3−M

3

produto, é também um espaço de Hausdorff.
Dem: Sejam  e  dois elementos distintos de Ð+ Ñ Ð, Ñ3 3−M 3 3−M #

3−M
3\ . Existe assim

3 − M + Á , \! 3 3 3 tal que . Uma vez que  é um espaço de Hausodrff,
! ! !

podemos considerar  vizinhança de  e Y + Y3 3! !

w
3 3 3! ! !

 vizinhança de  tais que , Y

e  não tenham nenhum elemento comum. Considerando então para cadaY w
3!

3 Á 3 Y œ \ + Y œ \ ,! 3 3 3 3 3
w
3 as vizinhanças  de  e  de  constatamos que os

conjuntos  e  que não têm# #
3−M 3−M

3 3Y Y e  são vizinhanças de w
3 3−M 3 3−MÐ+ Ñ Ð, Ñ

nenhum elemento comum. Fica assim provado que o produto cartesiano é
efetivamente um espaço de Haudorff. 

1.5.21 (Produto de fechados) Seja  um conjunto não vazio de índices, finitoM
ou infinito. Para cada  sejam  um espaço topológico e 3 − M \ E3 3 § \3 um
subconjunto fechado. Tem-se então que o conjunto # #

3−M 3−M
3 3E \§  é fechado

relativamente à topologia produto.
Dem: Para cada  o facto de a projeção  ser contínua3 − M À Ä \! 3 31

! !
#
3−M

3\

implica que é fechado para a topologia produto o conjunto

H 13 3 3 3−M3
"

! !!
œ ÐE Ñ œ ÖÐB Ñ − $

3−M

3 3 3\ ± B − E ×
! !

.

Reparando que o produto cartesiano #
3−M

3E  não é mais do que a intersecção

dos conjuntos fechados  é efetivamenteH3 com , concluímos que 3 − M #
3−M

3E

um conjunto fechado (cf. a alínea c) de ).1.2.19 

1.5.22 (Produto finito de abertos) finitoSeja  um conjunto  não vazio deM
índices. Para cada  sejam  um espaço topológico e 3 − M \ E3 3 § \3 um
subconjunto aberto. Tem-se então que o conjunto # #

3−M 3−M
3 3E \§  é aberto

relativamente à topologia produto.
Dem: Para cada  o facto de a projeção  ser contínua3 − M À Ä \! 3 31

! !
#
3−M

3\

implica que é aberto para a topologia produto o conjunto

H 13 3 3 3−M3
"

! !!
œ ÐE Ñ œ ÖÐB Ñ − $

3−M

3 3 3\ ± B − E ×
! !

.

Reparando que o produto cartesiano #
3−M

3E  não é mais do que a intersecção

dos conjuntos abertos  é efetivamente umH3 com , concluímos que 3 − M #
3−M

3E

conjunto aberto (cf. a alínea b) de —a necessidade da hipótese de o1.3.12
conjunto de índices  ser finito resulta de que, em geral, uma interseçãoM
infinita de conjuntos abertos não ter que ser um conjunto aberto). 
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1.5.23 (Pontos aderentes a um produto cartesiano) Seja  um conjunto nãoM
vazio de índices, finito ou infinito. Para cada  sejam  um espaço3 − M \3

topológico, E3 § \ + − \ Ð+ Ñ3 3 3 3 3−M um subconjunto e . Tem-se então que  é
aderente a #

3−M
3 3E 3 − M + se, e só se para cada  o ponto  é aderente ao conjunto

E3.74

Dem: Se  for aderente a Ð+ Ñ3 3−M #
3−M

3 !E 3 o facto de, para cada índice , o ponto

+ E E3 3 3
3−M

! !
 ser aderente a  é uma consequência de aplicar  à restri1.2.40 ção a #

da projeção 13 3 3 3−M! !
 que, pela continuidade desta, tem limite  quando + ÐB Ñ

tende para  e toma valores em . Suponhamos, reciprocamente, queÐ+ Ñ E3 3−M 3!

+ E 3 − M3 3 é aderente a  para todo o . Sendo  uma vizinhança arbitrária deH
Ð+ Ñ ÐY Ñ Y3 3−M 3 3−M 3, podemos considerar uma família  com cada  vizinhança de
+ § 3 − M B − Y  E3 3 3 3 e  e, escolher para cada  um ponto , tendo-se#

3−M
3Y H

então que  é um elemento de  no conjunto ÐB Ñ3 3−M H #
3−M

3E , o que mostra que

Ð+ Ñ E3 3−M 3
3−M

 é efetivamente aderente a . # 75 

1.5.24 (Corolário — Produtos finitos de espaços separáveis) Sejam  umM
conjunto finito não vazio de índices e, para cada ,  um espaço3 − M \3

topológico separável. Tem-se então que o espaço topológico produto  é#
3−M

3\

também separável.76

Dem: Sendo, para cada ,  um conjunto contável denso, resulta3 − M E § \3 3

de  que o conjunto contável 1.5.23 #
3−M

3E  (produto finito de contáveis) é denso

em .#
3−M

3\ 

1.5.25 (Produtos contáveis de espaços de base contável) Sejam  um conjuntoM
contável não vazio de índices e, para cada ,  um espaço topológico de3 − M \3

base contável. Tem-se então que o espaço topológico produto  é#
3−M

3\

também de base contável.
Dem: Para cada , seja  uma base contável de abertos de  que, para3 − M \h3 3

simplificar, suporemos verificar  (podemos sempre acrescentar mais\ −3 3h
um aberto a uma base de abertos dada). Tem-se então que a classe contável h
dos abertos da forma #

3−M
3Y Y com  e, salvo para um número finito de3 3− h

74Reparar que este resultado permitiria apresentar uma demonstração alternativa de
1.5.21.
75Reparar que, apesar de a família das vizinhanças  dever verificar a condiçãoY3

suplementar de ser finito o conjunto dos índice  tais que , não precisámos de3 Y Á \3 3

tirar partido desta condição.
76Ver o exercício  adiante para uma generalização em que o conjunto  é contável,1.5.14 M
podendo não ser finito.
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índices , , é uma base de abertos de . Com efeito, dados um3 Y œ \ \3 3 3
3−M

#
aberto  e H H de , podemos considerar para cada  uma#

3−M
3 3 3−M\ Ð+ Ñ − 3 − M

vizinhança  de  em , com  salvo para um número finito deZ + \ Z œ \3 3 3 3 3

índices , de modo que  e então, sendo, para cada ,  tal3 § 3 − M Y −#
3−M

3Z H h3 3

que int , com o cuidado de tomar  sempre que+ − Y § ÐZ Ñ Y œ \3 3 3 3 3

Z œ \3 3, tem-se que #
3−M

3Y  pertence a  eh

Ð+ Ñ − Y Z3 3−M 3 3

3−M 3−M

$ $§ § H. 

Vamos concluir esta secção examinando alguns exemplos de homeomor-
fismos entre produtos cartesianos com a característica comum de serem
consequência das propriedades da topologia produto referidas no corolário
1.5.15.

1.5.26 (Comutatividade) Sejam  e  dois conjuntos de índices, M N :À N Ä M  uma
aplicação bijetiva e  um espaço topológico para cada índice . Consi-\ 3 − M3

derando nos produtos cartesianos # #
3−M 4−N

3\ \ e  as topologias produto, tem:Ð4Ñ

lugar um homeomorfismo  definido porFÀ Ä# #
3−M 4−N

3\ \:Ð4Ñ

FÐÐB Ñ Ñ œ ÐB Ñ3 3−M 4−NÐ4Ñ: .

Dem: Comecemos por notar que a aplicação  é uma bijeção cuja inversa é aF
aplicação do mesmo tipo associada à aplicação bijetiva  e à:"À M Ä N
família de espaços topológicos , onde . Ficamos assim] œ \ 4 − N4 Ð4Ñ:

reduzidos a mostrar que a aplicação  é contínua. Ora, isso resulta de ,F 1.5.15
uma vez que a coordenada  da aplicação  é a projeção de índice  de4 Ð4ÑF :#
3−M

3\ \ para .:Ð4Ñ 

1.5.27 (Corolário) Se  e  são espaços topológicos podemos considerar um\ ]
homeomorfismo F FÀ\ ‚ ] Ä ] ‚\ ÐBß CÑ œ ÐCß BÑ, definido por .
Dem: Trata-se do caso particular de  em que ,1.5.26 M œ N œ Ö"ß #×
\ œ \ \ œ ] Ð"Ñ œ # Ð#Ñ œ "" #, ,  e .: : 

1.5.28 (Produtos com um único factor) Seja  um conjunto de índicesM œ Ö3 ×!
com um único elemento e  um espaço topológico. Consideremos a família\
de espaços topológicos indexada em  definida por  e notemos ,M \ œ \ ÐBÑ3!

para cada  o elemento de  definido por . Temos então umB − \ \ B œ B#
3−M

3 3!

homeomorfismo  definido por F FÀ\ Ä ÐBÑ œ ÐBÑ#
3−M

3\ .

Dem: A continuidade de  resulta de  uma vez que a sua únicaF 1.5.26
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aplicação coordenada é a identidade de . A aplicação  é bijetiva e a sua\ F
inversa é contínua por se tratar da projeção de índice  de 3! #

3−M
3\  para

\ œ \3! . 

1.5.29 (Um exemplo de associatividade) Sejam  um conjunto de índices comM
pelo menos dois elementos, finito ou infinito, e  um espaço topológico\3

para cada . Dado um índice , podemos considerar um homeomor-3 − M 3 − M!

fismo

FÀ Ä ‚\$ $
3−M

3 3

3−MÏÖ3 ×

\ \Š ‹
!

3!

definido por

FÐÐB Ñ Ñ œ ÐB Ñ ß B3 3−M 3 33Á3ˆ ‰
! !

.

Dem: O facto de  ser contínua resulta de serem contínuas as suas duasF
coordenadas, a segunda por ser a projeção canónica de índice , de 3! #

3−M
3\

para , e a primeira por ser uma aplica  para  que é\ \ \3 3 3
3−M 3Á

!

!

ção de # #
i

contínua por o serem as suas coordenadas, cada uma sendo uma projeção
canónica de  para  (onde ). A aplicação #

3−M
3 3 !\ \ 3 Á 3 F é bijetiva e a sua

inversa é contínua uma vez que a sua coordenada de índice  é a segunda3!

projeção canónica de  para  e cada coordenada deŠ ‹#
3−MÏÖ3 ×

3

!

\ ‚\ \3 3! !

índice  é contínua por ser a composta de duas aplicações contínuas,3 Á 3!

nomeadamente a primeira coordenada de  para Š ‹# #
3−MÏÖ3 × 3−MÏÖ3 ×

3 3

! !

\ \‚\3!

seguida da projeção canónica de índice  de  para .3 \ \#
3−MÏÖ3 ×

3 3

!



Exercícios

Ex 1.5.1 Sejam  e  espaços topológicos e consideremos em  a topologia\ ] \ ‚ ]
produto. Verificar que, se  for uma vizinhança de um ponto ,Y ‚ Z Ð+ß ,Ñ − \ ‚ ]
então  é vizinhança de  e  é vizinhança de . Dar, no entanto, um exemplo deY + Z ,
uma vzinhança de  num produto  que não seja do tipo referidoÐ+ß ,Ñ \ ‚ ]
anteriormente, por não ser igual a nenhum produto cartesiano de dois conjuntos.

Ex 1.5.2 Enunciar e justificar um resultado do mesmo tipo que , envolvendo a1.5.6
divisão, como aplicação definida num produto cartesiano.

Ex 1.5.3 Chama-se  a um espaço vetorial  munido de umaespaço vetorial topológico I
topologia tal que sejam contínuas as aplicações
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I ‚I Ä I ÐBß CÑ È B  C

‚ I Ä I Ð>ß BÑ È >B

, ,
, .‘

a) Mostrar que, se  é um espaço vetorial normado, sobre o qual se considera aI
métrica e a topologia associadas, então  é um espaço vetorial topológico.I
Sugestão: Lembrar o exercício .1.2.5
b) Seja  um espaço vetorial topológico. Sejam  um espaço topológico,  eI \ + − \
0ß 1À\ Ä I À\ Ä I 9 + e  três aplicações contínuas n  ponto . Mostrar que são-
contínuas as aplicações  e  definidas respetivamente por0  1À\ Ä I 0À\ Ä I-

B È 0ÐBÑ  1ÐBÑ B È ÐBÑ0ÐBÑ, .-

c) Verificar que um espaço vetorial topológico  é de Hausdorff se, e só se, oI
conjunto unitário  for fechado.  Ter em conta a caracterização dosÖ!× § I Sugestão:
espaços de Hausdorff em .1.5.4

Ex 1.5.4 Sejam  um conjunto não vazio de índices e  um espaço vetorial normado deM I
dimensão , sobre o qual se considera a métrica associada. Consideremos no8   "
espaço vetorial , de todas as aplicações , a topologia da convergênciaE:ÐMß IÑ M Ä I
uniforme (cf. ).1.2.76
a) Verificar que no caso em que  é finito  é um espaço vetorial topológico.M E:ÐMß IÑ
Sugestão: Ter em conta a alínea b) de  e .1.2.77 1.1.21
b) Verificar que no caso em que  é infinito  não é um espaço vetorial topo-M E:ÐMß IÑ
lógico.  Sendo  uma aplicação não limitada  (cf. o exercícioSugestão: Ð+ Ñ M Ä I3 3−M

1.2.21), verificar que não é contínua em  a aplicação  que a cada! Ä E:ÐMß IÑ‘
> − >Ð+ Ñ œ Ð>+ Ñ‘ associa .3 3−M 3 3−M

Ex 1.5.5 Consideremos na reta estendida  a sua topologia usual.‘
a) Mostrar que são respetivamente aberto e fechado em  os conjuntos‘ ‘‚

Y œ ÖÐBß CÑ − ‚ ± B  C× E œ ÖÐBß CÑ − ‚ ± B Ÿ C×‘ ‘ ‘ ‘, .

Sugestão: Comparar com  reparando que não se pode decalcar a respetiva1.5.7
demonstração uma vez que a subtração não está bem definida em . Poderá ser‘ ‘‚
útil tirar partido da condição de separação de  enunciada em .‘ 1.2.47
b) Deduzir de a) que, se  é um espaço topológico e  são duas aplicações^ 0ß 1À ^ Ä ‘
contínuas então são respetivamente aberto e fechado em  os conjuntos^

Y œ ÖD − ^ ± 0ÐDÑ  1ÐDÑ× E œ ÖD − ^ ± 0ÐDÑ Ÿ 1ÐDÑ×s s, .

Ex 1.5.6 Consideremos na reta estendida  a sua topologia usual.‘
a) Mostrar que, sendo   o complementar do conjuntoE § ‚‘ ‘

ÖÐ_ß_Ñß Ð_ß_Ñ×,

existe uma, e uma só, aplicação contínua , tal que , sempre0 ÀE Ä 0ÐBß CÑ œ B  C‘
que .  Lembrar , verificar que  é um aberto densoÐBß CÑ − ‚ ‚‘ ‘ ‘ ‘Sugestão: 1.5.6
de , determinar explicitamente quais os valores que  vai ter em todos os pontos deE 0
E ‚ 0 que não estão em  e provar, em seguida, a continuidade de  nesses pontos‘ ‘
com o auxílio de . Alternativamente, utilizar .1.4.17 1.4.31
b) Utilizar as conclusões de a) para enunciar e justificar resultados sobre os limites
em  de aplicações definidas muma parte dum espaço topológico e com valores reais‘
obtidas como soma de funções com limites eventualmente infinitos.
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Ex 1.5.7 Enunciar e resolver resultados no mesmo espírito que o do exercício  mas1.5.6
com a multiplicação no lugar da adição.

Ex 1.5.8 Mostrar que é contínua a aplicação , definida por0 À Ä‘ ‘#

0ÐBß CÑ œ
#B  C B  C Ÿ "

B  C  " , se 

, se 
 .B BC"

BC

#

Sugestão: Utilizar .1.4.28

Ex 1.5.9 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação contínua. Seja\ ] 0À\ Ä ]
K § \ ‚ ] 00  o  de ,gráfico

K œ ÖÐBß CÑ − \ ‚ ] ± C œ 0ÐBÑ×0 .

a) Mostrar que existe um homeomorfismo de  sobre .\ K0

b) Mostrar que, no caso em que  é de Hausdorff,  é um subconjunto fechado de] K0

\ ‚ ] .
c) Seja  a aplicação definida por  e , se . Mostrar0 À Ä 0Ð!Ñ œ ! 0ÐBÑ œ B Á !‘ ‘ "

B

que  não é contínua mas que o seu gráfico, o conjunto0

ÖÐ!ß !Ñ×  ÖÐBß CÑ − ± BC œ "×‘# ,

é fechado em .‘#

Ex 1.5.10 Sejam ,  e  espaços topológicos. Diz-se que uma aplicação\ ] ^
0À\ ‚ ] Ä ^ Ð+ß ,Ñ − \ ‚ ] é  no ponto  se foremseparadamente contínua
contínuas, em  e , respectivamente, as aplicações  e ,, + 0 À ] Ä ^ 0 À\ Ä ^+

,

definidas por

0 ÐCÑ œ 0Ð+ß CÑ 0 ÐBÑ œ 0ÐBß ,Ñ+
,, .

a) Mostrar que, se  é contínua em , então  é também separadamente contínua0 Ð+ß ,Ñ 0
em .Ð+ß ,Ñ
b) Mostrar que a aplicação , definida por  e0 À Ä 0Ð!ß !Ñ œ !‘ ‘#

0ÐBß CÑ œ
BC

B  C# #
,

se , é separadamente contínua em todos os pontos, mas não é contínuaÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ
no ponto .Ð!ß !Ñ

Ex 1.5.11 Seja  o conjunto dos pares  tais que ,  e .E § ÐBß CÑ B   ! C   ! BC œ !‘#

Mostrar que  é homeomorfo a , construindo explicitamente um homeomorfismoE ‘
entre os dois espaços.

Ex 1.5.12 Sejam  um espaço topológico e  um espaço métrico e considere-se no\ ]
conjunto , das aplicações de  em  a topologia da convergência uniformeE:Ð\ß ] Ñ \ ]
(cf. ). Seja  a definida por1.2.76 FÀ E:Ð\ß ] Ñ ‚ \ Ä ] aplicação de avaliação, 
F FÐ0 ß BÑ œ 0ÐBÑ Ð0 ß B Ñ. Mostrar que  é contínua num ponto  se, e só se, a aplicação! !

0 À\ Ä ] B! ! for contínua em .

Ex 1.5.13 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação. Diz-se que a\ ] 0À\ Ä ]
aplicação  é  se, para cada aberto  de ,  é um aberto de ; diz-se que0 Y \ 0ÐYÑ ]aberta
ela é  se, para cada fechado  de ,  é um fechado de .fechada G \ 0ÐGÑ ]
a) Mostrar que uma aplicação, mesmo contínua, pode não ser nem aberta nem
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fechada.  Pensar na função , definida por .Sugestão: 0 À Ò!ß "Ò Ä 0ÐBÑ œ B‘
b) Mostrar que, se  é um conjunto não vazio, finito ou infinito, de índices e se, paraM
cada ,  é um espaço topológico, então, para cada , a projeção canónica3 − M \ 3 − M3 !

13 3 3
3−M

! !
À \ Ä \# , além de contínua, é também aberta.

c) Mostrar que a primeira projecção  não é uma aplicação fechada.1 ‘ ‘ ‘"À ‚ Ä
Sugestão: Considerar o conjunto  dos pares , tais que .G ÐBß CÑ − ‚ BC œ "‘ ‘

Ex 1.5.14 (Produtos contáveis de espaços topológicos separáveis) Sejam  um conjuntoM
contável não vazio de índices e, para cada ,  um espaço topológico separável.3 − M \3

Mostrar que o espaço topológico produto  é também separável.#
3−M

3\

Sugestão: Afastando já o caso trivial em que  para algum , considerar um\ œ g 33

subconjuto contável denso  e um elemento escolhido  para cada .E § \ + − E 33 3 3 3

Sendo  o subconjunto de  constituído pelas famílias  com  paraT #
3−M

3 3 3−M 3 3\ ÐB Ñ B − E

cada  e com  salvo para um número finito de valores de , verificar que  é3 B œ + 33 3 T
denso e que é contável, enquanto união de uma família de conjuntos contáveis
indexada no conjunto contável das partes finitas de .M

Ex 1.5.16 Enunciar e justificar uma generalização da propriedade de associatividade dos
produtos de espaços topológicos enunciada em , envolvendo a situação em que1.5.29
o conjunto não vazio de índices  é a união de uma família de conjuntos não vaziosM
M − E E!, com , disjuntos dois a dois, onde  é um conjunto não vazio, também finito!
ou infinito de índices.

§6. Sublimites e espaços topológicos compactos.

1.6.1 (Sublimite duma aplicação num ponto) Sejam  e  espaços topoló-\ ]
gicos, E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E e  uma aplicação. Dados  aderente a  e!

77

, − ] , são então equivalentes as seguintes propriedades:
a) Quaisquer que sejam as vizinhanças  de , em , e  de , em ,Z , ] Y B \!

existe  tal que . B − Y  E 0ÐBÑ − Z 78

b) Existe um espaço topológico , um conjunto , um ponto ^ G § ^ D − ^!

aderente a  e uma aplicação  tais que  eG 1ÀG Ä E 1ÐDÑ qp B
D pD

!
!

0 Ð1ÐDÑÑ qp ,
D pD!

.

c) Existe uma sucessão generalizada  de elementos de  tal queÐB Ñ E4 4−N

B pB 0ÐB Ñp ,4 ! 4 e .
Quando se verificar uma destas propriedades, e portanto todas elas, dizemos
que  é um  de  (ou de ) quando  ou que  é um , 0ÐBÑ 0 BpB ,sublimite ponto!

aderente de  (ou de ) quando .0ÐBÑ 0 BpB!
79

77Reparar que esta hipótese implica, em particular, que  não é vazio.E
78Comparar com a definição de limite em , reparando que a diferença consiste1.2.27
essencialmente na substituição de um quantificador existencial pelo universal e de um
quantificador universal pelo existencial.
79Ver  adiante para uma explicação da razão de ser desta última designação.1.6.13
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Tal como acontecia com a noção de limite (cf. ), quando nos referir-1.2.55
mos a um sublimite de uma -sucessão  de elementos de um espaço ÐC Ñ8 8−

topológico  estará subentendido que se trata de um sublimite quando]
8p_. Análoga observação vale, mais geralmente, quando nos referirmos
aos sublimites de uma sucessão generalizada  de elementos de ÐC Ñ ]4 4−N

(comparar com ).1.2.62
Dem: Se nos lembrarmos que a noção de limite de uma sucessão
generalizada é um caso particular da de limite duma função num ponto
aderente ao seu domínio (cf. ) constatamos que a propriedade c)1.2.62
implica a propriedade b).
Suponhamos agora que se verifica a propriedade b). Dadas vizinhanças arbi-
trárias  de  em  e  de  em , podemos considerar duas vizinhançasZ , ] Y B \!

[ [ D ^ D − [  G 1ÐDÑ − Y e  de  em  tais que, para cada  se tenha  e paraw
!

cada  se tenha . Considerando a vizinhançaD − [  G 0Ð1ÐDÑÑ − Zw

[ [ D − ^ D G Dw
! ! de  o facto de  ser aderente a  permite-nos considerar 

em  e então  é um elemento de  para o qual se tem[ [ G 1ÐDÑ Y  Ew

0Ð1ÐDÑÑ − Z . Provámos assim que se verifica a propriedade a).
Suponhamos por fim que se verifica a propriedade a) e, para estabelecer a
propriedade c), tentemos arranjar uma sucessão generalizada de elementos de
E B 0 com limite  cuja imagem por  seja uma sucessão generalizada de!

elementos de  com limite . Para isso consideramos como conjunto dirigido] ,
dos índices o conjunto dos pares  com  vizinhança de  em  e ÐY ß Z Ñ Y B \ Z!

vizinhança de  em  com a relação, ]

ÐY ß Z Ñ ß Z Ñ Í Y § Y • Z § Z¤ ÐY w w w w

(cf.  e ) e escolhemos, para cada índice  um elemento1.2.72 1.2.71 ÐY ß Z Ñ
B − Y  E 0ÐB Ñ − ZÐY ßZ Ñ ÐY ßZ Ñ tal que . Obtivémos assim uma sucessão
generalizada de elementos  de  e resta-nos mostrar que se temB EÐY ßZ Ñ

B pB 0ÐB Ñp ,ÐY ßZ Ñ ÐY ßZ Ñ! e . Para o primeiro destes objetivos, consideramos
uma vizinhança arbitrária  de  em . Uma vez que  é uma vizinhançaY B \ ]! !

de  em , podemos considerar o índice  e vemos que para cada, ] ÐY ß ] Ñ!

índice  e , donde .ÐY ß Z Ñ § Y B − Y B − Y¤ ÐY ß ] Ñ Y!  tem-se ! !ÐY ßZ Ñ ÐY ßZ Ñ

Ficou assim  provado que se tem efetivamente . Para o segundoB pBÐY ßZ Ñ !

objetivo apontado, consideramos uma vizinhança arbitrária  de  em .Z , ]!

Uma vez que  é uma vizinhança de  em , podemos considerar o índice\ B \!

Ð\ß Z Ñ ÐY ß Z Ñ § Z! ! e vemos que para cada índice  e¤ Ð\ß Z Ñ Z!  tem-se 
0ÐB Ñ − Z 0ÐB Ñ − ZÐY ßZ Ñ ÐY ßZ Ñ !, donde . Ficou assim  provado que se tem
efetivamente .0ÐB Ñp ,ÐY ßZ Ñ 

1.6.2 (Sublimites estritos) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \,
0 ÀE Ä ] B − \ E uma aplicação e  aderente a . Dizemos que um elemento!

, − ] 0ÐBÑ 0 BpB é um  de  (ou de ) quando  se existir umsublimite estrito !

subconjunto , com  ainda aderente a , tal que a restrição E § E B E 0w w
! ÎEw

tenha limite  quando , por outras palavras, tal que, BpB!
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0ÐBÑ qp ,
BpB

B−E
!
w

.

Os sublimites estritos de  quando  são, em particular, sublimites0ÐBÑ BpB!

de  quando . 0ÐBÑ BpB!
80

Dem: Basta reparar que a restrição de  a  é o mesmo que a composta de0 Ew

0 ÀE Ä ] ÀE Ä E B com a identidade , que sabemos ter limite  quando+ w
!

BpB!, e ter então em conta a caracterização dos sublimites na alínea b) de
1.6.1. 

1.6.3 (Sublimites num ponto do domínio) Sejam  e  espaços topológicos,\ ]
E § \ 0ÀE Ä ] B − E 0ÐB Ñ,  uma aplicação e . Tem-se então que  é! !

sublimite de  quando , sendo de facto mesmo um sublimite estrito.0ÐBÑ BpB!

Dem: Basta utilizar a propriedade dos sublimites em , tomando1.6.2
E œ ÖB × 0w

! , visto que a restrição de , sendo constante, tem essa constante
como limite. 

1.6.4 (Os sublimites são aderentes ao codomínio) Sejam  e  espaços\ ]
topológicos, E § \ F § ] 0ÀE Ä F B − \, ,  uma aplicação e  aderente a!

E , − ] 0ÐBÑ BpB ,. Se  é um sublimite de  quando , então  é aderente ao!

codomínio .F
Dem: Tendo em conta a caracterização dos sublimites na alínea b) de ,1.6.1
podemos considerar um espaço topológico , um subconjunto , um^ G § ^
ponto  aderente a  e uma aplicação  tal que D − ^ G 1ÀG Ä E 1ÐDÑpB! !

quando  e  quando . O facto de  ser aderente a  éD p D 0Ð1ÐDÑÑp , D p D , F! !

então uma consequência do resultado correspondente  sobre os limites,1.2.40
visto que se tem .0 ‰ 1À G Ä F 

1.6.5 (Limites e sublimites I) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \,
0 ÀE Ä ] B − \ E , − ] 0ÐBÑ qp , uma aplicação,  aderente a  e  tais que .!

BpB!

Tem-se então que  é também sublimite de  quando  e, no caso em, 0ÐBÑ BpB!

que  é um espaço de Hausdorff,  é o único sublimite de  quando] , 0ÐBÑ
BpB!.
Dem: O facto de  ser também sublimite de  quando  é uma, 0ÐBÑ BpB!

consequência imediata da caracterização dos sublimites na alínea b) de 1.6.1
uma vez que se pode tomar para  a aplicação identidade , que1 M.ÀE Ä E
tem limite  quando . Supondo agora que o espaço  é de Hausdorff,B BpB ]! !

o facto de  ser o único sublimite de  quando  resulta de que, se , 0ÐBÑ BpB ,!
w

fosse um tal sublimite, podíamos, mais uma vez pela caracterização dos
sublimites na alínea b) de , considerar um espaço topológico , ,1.6.1 ^ G § ^
D − ^ G 1ÀG Ä E 1ÐDÑ qp B 0Ð1ÐDÑÑ qp ,! !

D p D D p D

w aderente a  e  com  e  e então
! !

pelo resultado sobre o limite da função composta (cf. ) tinha-se tam-1.2.41
bém , donde, pela unicidade do limite (cf. ), .0Ð1ÐDÑÑ qp , , œ ,

D pD

w

!

1.2.44 

80Se assim não fosse, a utilização da designação “estrito” seria, no mínimo, confusa.
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1.6.6 (Comportamento dos sublimites quando se consideram subespaços
topológicos) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \ 0ÀE Ä ],  uma
aplicação,  aderente a  e . Seja  tal que  eB − \ E , − ] \ § \ B − \! !

w w

E § \ ] § ] , − ] ,w w w e seja  tal que . Tem-se então que  é sublimite de
0ÐBÑ BpB \ ] quando  no contexto dos espaços topológicos  e  se, e só se,!

isso acontecer no contexto dos subespaços topológicos  e .\ ]w w

Dem: Temos, mais uma vez, uma consequência da caracterização dos
sublimites na alínea b) de  se recordarmos o correspondente resultado1.6.1
sobre limites em .1.2.32 

1.6.7 (Sublimites e aplicações compostas I) Sejam  e  espaços topológicos,\ ]
E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E , − ] ^,  uma aplicação,  aderente a  e . Sejam !

um espaço topológico, ,  aderente a  e  comG § ^ D − ^ G 1ÀG Ä E!

1ÐDÑ qp B , 0Ð1ÐDÑÑ D p D
D pD

! !
!

 tal que  seja sublimite de  quando . Tem-se então

que  também é sublimite de  quando . , 0ÐBÑ BpB!
81

Dem: Tendo em conta a caracterização dos sublimites na alínea b) de ,1.6.1
podemos considerar um espaço topológico , um conjunto ,[ H § [
A − [ H 2ÀH Ä G 2ÐAÑ qp D! !

ApA
 aderente a  e uma aplicação  tal que  e

!

0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑ qp ,
ApA!

.

Uma vez que, por , tem-se , a caracterização dos1.2.41 1Ð2ÐAÑÑ qp B
ApA

!
!

sublimites já referida garante que  é efetivamente sublimite de  quando, 0ÐBÑ
BpB!. 

1.6.8 (Corolário) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \ 0ÀE Ä ],  uma
aplicação,  aderente a  e . Seja  tal que  ainda sejaB − \ E , − ] E § E B! !

w

aderente a  e que  tenha sublimite  quando .  Tem-seE 0 ÀE Ä ] , BpBw w
ÎE !w

então que  tem sublimite  quando . 0 ÀE Ä ] , BpB!
82

Dem: Trata-se do caso particular de 1.6.7 em que tomamos para o papel de 1
a aplicação identidade , definida por  que sabemos ter+ +À E Ä E ÐBÑ œ Bw

limite  quando  (cf. a alínea b) de ).B BpB! ! 1.2.30 

1.6.9 (Limites e sublimites II) Sejam  e  espaços topológicos, \ ] E § \,
B − \ E 0ÀE Ä ] , − ]!  aderente a ,  uma aplicação e  que não seja limite
de  quando . Existe então um subconjunto , com 0ÐBÑ BpB E § E B! !

w

aderente a , tal que a restrição  não tenha  como sublimiteE 0 ÀE Ä ] ,w w
ÎEw

quando .BpB!

Dem: Consideremos uma vizinhança  de  em  tal que para nenhumaZ , ]
vizinhança  de  em  se tenha , portanto tal que paraY B \ 0ÐE  YÑ § Z!

cada vizinhança  de  em  exista  com . SendoY B \ B − E  Y 0ÐBÑ Â Z!

81Comparar com .1.2.41
82Comparar com .1.2.36
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E œ ÖB − E ± 0ÐBÑ Â Z ×w ,

o que acabámos de referir diz-nos que qualquer vizinhança  de  em Y B \!

possui algum elemento no subconjunto  de , portanto que  é aderente aE E Bw
!

E , 0 ÀE Ä ] BpBw w
ÎE !. O facto de  não ser sublimite da restrição  quando w

resulta de a vizinhança  de  não ter nenhum elemento do contradomínioZ ,
0ÐE Ñ ,w  e portanto  não ser aderente a este contradomínio (cf. ).1.6.4 

1.6.10 (Sublimites e aplicações compostas II) Sejam  e  espaços topoló-\ ]
gicos, E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E C − ],  uma aplicação,  aderente a  e  um! !

sublimite de  quando . Tem-se então:0ÐBÑ BpB!

a) Sendo  um espaço topológico,  um subconjunto com  e^ F § ] 0ÐEÑ § F
C F 2ÀF Ä ^ 2ÐCÑ qp -!

CpC
 aderente a  e  uma aplicação com , a aplicação

!

2 ‰ 0 ÀE Ä ^ - BpB admite o sublimite  quando .!
b) Em particular, sendo  um espaço topológico e  uma aplicação^ 2À ] Ä ^
contínua no ponto , tem-se que  admite o sublimite  quandoC 2Ð0ÐBÑÑ 2ÐC Ñ! !

BpB!.
Dem: É claro que b) é uma consequência de a), uma vez que a continuidade
de  no ponto  diz-nos precisamente que . Para provar a)2 C 2ÐCÑ qp 2ÐC Ñ! !

C p C!

aplicamos mais uma vez a caracterização dos sublimites na alínea b) de .1.6.1
Seja então  um espaço topológico, ,  aderente a  e[ H § [ A − [ H!

1À[ Ä E 1ÐAÑ qp B 0Ð1ÐAÑÑ qp C uma aplicação com  e . O resultado
ApA ApA

! !
! !

sobre o limite da aplicação composta (cf. ) garante então que se tem1.2.41
2Ð0Ð1ÐAÑÑÑ qp -

ApA!

 o que, mais uma vez pela caracterização referida, implica

que  é um sublimite de  quando .- 2Ð0ÐBÑÑ BpB! 

1.6.11 (Sublimites quando o domínio é uma união) Sejam  e  espaços\ ]
topológicos, E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E,  uma aplicação,  aderente a  e!

, − ] E E E E œ E  E. Sejam  e  dois subconjuntos de  tais que  ew ww w ww

lembremos que  tem que ser aderente a pelo menos um destesB!

subconjuntos. Tem-se então:
a) Se  é aderente a  e a  então  é sublimite de  quandoB E E , 0 ÀE Ä ]!

w ww

BpB ,! se, e só se,  for sublimite de pelo menos uma das restrições
0 ÀE Ä ] 0 ÀE Ä ] BpBÎE ÎE

w ww
!w ww e  quando .

b) Se  é aderente a  e não é aderente a  então  é sublimite deB E E ,!
w ww

0 À E Ä ] BpB , 0 ÀE Ä ] quando  se, e só se,  for sublimite de  quando! ÎE
w

w

BpB!. 83

Dem: a) Já verificámos em  que se pelo menos uma das restrições1.6.8
0 ÀE Ä ] 0 ÀE Ä ] , BpBÎE ÎE

w ww
!w ww e  tiver sublimite  quando  então

0 ÀE Ä ] , BpB também tem sublimite  quando . Suponhamos, reciproca-!

mente, que nenhuma das restrições  e  tem0 ÀE Ä ] 0 ÀE Ä ]ÎE ÎE
w ww

w ww

sublimite  quando . Utilizando a caracterização dos sublimites na, BpB!

83Comparar com .1.2.37
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alínea a) de , podemos, por um lado, considerar vizinhanças  de  e1.6.1 Y Bw
!

Z , 0ÐBÑ Â Z B − Y  Ew w w w de  tais que  para cada  e, por outro lado,
considerar vizinhanças  de  e  de  tais que  para cadaY B Z , 0ÐBÑ Â Zww ww ww

!

B − Y  E Y œ Y  Y Bww ww w ww
!. Considerando agora as vizinhanças  de  e

Z œ Z  Z , B − Y  E B − Ew ww w de  vemos agora que para cada , ou , e
portanto  donde , ou , e portanto B − Y  E 0ÐBÑ Â Z B − E B − Y  Ew w w ww ww ww

donde , em qualquer dos casos . Provámos assim que0ÐBÑ Â Z 0ÐBÑ Â Zww

0 À E Ä ] , BpB não tem sublimite  quando .!
b) Já verificámos em  que se  tiver sublimite  quando1.6.8 0 ÀE Ä ] ,ÎE

w
w

BpB 0 ÀE Ä ] , BpB! ! então  também tem sublimite  quando . Suponha-
mos, reciprocamente, que a restrição  não tem sublimite 0 ÀE Ä ] ,ÎE

w
w

quando . Podemos então considerar vizinhanças  de  e  de  taisBpB Y B Z ,! !
w

que  para cada  e, por  não ser aderente a , uma0ÐBÑ Â Z B − Y  E B Ew ww
!

vizinhança  de  que não tenha nenhum ponto de . ConsiderandoY B Eww ww
!

então a vizinhança  de , vemos que para cada , oY œ Y  Y B B − Y  Ew ww
!

facto de se ter  e portanto  implica que , em particularB − Y B Â E B − Eww ww w

B − E  Y 0ÐBÑ Â Z 0 ÀE Ä ]w w e portanto .  Provámos assim que  não tem
sublimite  quando ., BpB! 

1.6.12 (Exemplo)  Consideremos a sucessão  de elementos de ÐB Ñ8 8− ‘ definida
por

B œ 8 8   "!

# B  "!

8 8 8   "!
8

8"
8

Ú
ÛÜ

, se ,
, se  par e ,

, se  ímpar e .

Uma vez que  não é aderente ao conjunto dos naturais menores que _ "!
uma aplicação da alínea b) de  mostra-nos que os sublimites desta1.6.11
sucessão são os sublimites da sua restrição ao conjunto dos naturais maiores
ou iguais a . Olhando para este conjunto como a união daqueles que são"!
pares com os que são ímpares, ambos tendo  como ponto aderente vemos_
que os sublimites da sucessão são os reais estendidos que são sublimites das
restrições a estes dois últimos conjuntos sendo assim  e  por estas" _
restrições terem mesmo estes elementos como limites.

1.6.13 (Sublimites e propriedades de aderência) Sejam  e  espaços topoló-\ ]
gicos, E § \ 0ÀE Ä ] B − \ E,  uma aplicação e  aderente a . Tem-se!

então:
a) Um elemento  é sublimite de  quando  se, e só se, para, − ] 0ÐBÑ BpB!

cada vizinhança  de ,  for aderente ao conjunto . Y B , 0ÐE  YÑ!
84

b) O conjunto dos sublimites de  quando  é um subconjunto0ÐBÑ BpB!

fechado (eventualmente vazio) de .]
Dem: Reformulando a caracterização dos sublimites na alínea a) de ,1.6.1
podemos dizer que  é sublimite de  quando  se, e só se, qualquer, 0ÐBÑ BpB!

84Esta caracterização dos sublimites explica a designação de  à funçãopontos aderentes
quando , que também é atribuida aos sublimites.BpB!
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que seja a vizinhança  de  o conjunto  tem elementos emY B 0ÐE  YÑ!

qualquer vizinhança  de  e esta última afirmação corresponde exatamenteZ ,
a dizer que  é aderente ao conjunto . Fica assim justificada a, 0ÐE  YÑ
caracterização dos sublimites indicada em a). Essa condição permite-nos
dizer que o conjunto dos sublimites de  quando  é a interseção0ÐBÑ BpB!

para todas as vizinhanças  de  das aderências ad  pelo que,Y B Ð0ÐE  YÑÑ!

uma vez que a aderência de um conjunto é sempre um conjunto fechado (cf.
1.2.16) e que uma intersecção de uma família não vazia de fechados é um
conjunto fechado (cf. ), podemos concluir que o conjunto dos1.2.19
sublimites quando  é efetivamente fechado.B Ä B! 

Os sublimites estritos, definidos em , são porventura os sublimites1.6.2
mais fáceis de identificar em situações concretas e o resultado que apre-
sentamos em seguida mostra que, de facto, quando os dois espaços
topológicos envolvidos são metrizáveis (é o que acontece, em particular,
no contexto das funções reais de variável real, decerto já encontrado ante-
riormente pelo leitor), todo o sublimite é um sublimite estrito. Exami-
namos no exercício , no fim desta secção um exemplo de sublimite1.6.17
de uma função (de facto de uma sucessão) que não é sublimite estrito.

1.6.14 (O caso dos espaços metrizáveis) Sejam  e  espaços métricos, sobre\ ]
os quais consideramos as topologias associadas, E § \ 0ÀE Ä ],  uma
aplicação,  aderente a  e  um sublimite de  quandoB − \ E , − ] 0ÐBÑ!

BpB , 0ÐBÑ!. Tem-se então que  é mesmo um sublimite estrito de  quando
BpB!.
Dem: Começamos por reparar que no caso em que  e  aB − E , œ 0ÐB Ñ! !

conclusão já foi obtida em . Podemos assim afastar esse caso trivial e1.6.3
examinar apenas o que se passa quando a hipótese anterior não se verifica,
isto é quando  ou  mas . Comecemos por repararB Â E B − E , Á 0ÐB Ñ! ! !

que, para cada , podemos considerar  com ,8 − B − E B Á B 8 8 !

.ÐB ß B Ñ  .Ð0ÐB Ñß ,Ñ  B8 ! 8 8
" "
8 8 e . A possibilidade de escolher um tal 

resulta, no caso em que , de aplicar a caracterização dos sublimites naB Â E!

alínea a) de  tomando para  a bola aberta de  de centro  e raio  e1.6.1 Y \ B!
"
8

para  a bola aberta de centro  e raio  (o facto de se ter  resulta deZ , B Á B"
8 8 !

ser ) e, no caso em que  e , de aplicar a mesmaB − E B − E , Á 0ÐB Ñ8 ! !

caracterização mais uma vez com  igual à bola aberta de  de centro  eY \ B!

raio  mas agora com  igual à bola aberta de centro  e raio igual a"
8 Z ,

$ œ Ö ß .Ð0ÐB Ñß ,Ñ×  !
"

8
min !

(o facto de ser  resulta agora de se terB Á B8 !

.Ð0ÐB Ñß ,Ñ  Ÿ .Ð0ÐB Ñß ,Ñ8 !$ ).

Consideremos agora o subconjunto  cujos elementos são os E § E Bw
8
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considerados para os diferentes naturais . De se ter8

! Ÿ .ÐB ß B Ñ 
"

8
8 ! ,

onde  em , deduzimos por enquadramento que  e"
8 ! 8p ! .ÐB ß B Ñp !‘

portanto que  (cf. ), em particular,  é aderente a . Resta-nosB pB B E8 ! !
w1.2.29

mostrar que  é limite da restrição de  a  quando . Ora, dado , 0 E BpB  !w
! $

arbitrário, fixemos  tal que  e, em seguida,  tal que8 −   !!
"
8 $ &
!

F ÐB Ñ ÖB ß B ßá ß B ×& ! " # 8 não tenha nenhum elemento do conjunto finito 
!

(trata-se de um conjunto fechado que não contém ). Para cadaB!

B − E  F ÐB Ñ B œ B 8  8w
! 8 !&  tem-se assim  para um certo , portanto

.Ð0ÐBÑß ,Ñ œ .Ð0ÐB Ñß ,Ñ   
" "

8 8
8

!
$

ou seja . Lembrando que as bolas abertas de centro num ponto0ÐBÑ − F Ð,Ñ$

e raio maior que  constituem um sistema fundamental de vizinhanças desse!
ponto ficou assim provado que se tem efetivamente

0ÐBÑ qp ,
BpB

B−E
!
w

. 

1.6.15 (Corolário — Sublimites de -sucessões num espaço metrizável)
Sejam  um espaço métrico, sobre o qual consideramos a topologia]
associada,  uma sucessão de elementos de  e . Tem-se entãoÐB Ñ ] , − ]8 8−

que  é sublimite da sucessão se, e só se, existe um subconjunto infinito,
N § ÐB Ñ , 8p_ tal que a restrição  tenha limite  quando .8 8−N

Dem: Reparando que um subconjunto de  é infinito se, e só se, não for
majorado, isto é, se, e só se, tiver  como ponto aderente, temos uma_
consequência de  e , já que , tendo a topologia1.6.2 1.6.14  œ  Ö_×

induzida pela de  é um espaço metrizável (cf. ).‘ 1.4.44 

1.6.16 (Sublimites na reta estendida ‘Ñ Sejam  um espaço topológico,\
E § \ B − \ E 0ÀE Ä,  aderente a  e  uma aplicação. Para cada vizi-! ‘
nhança  de  en  notemos  e  respetivamente oY B \ Q − 7 −! Y Y‘ ‘
supremo e o ínfimo do conjunto , conjunto que não é vazio por 0ÐY  EÑ B!

ser aderente a . Sendo  o ínfimo do conjunto dos reais estendidosE Q − ‘
Q 7 − 7 Q 7Y Y e  o supremo dos reais estendidos , tem-se então que  e ‘
são sublimites de  quando  e qualquer sublimite  de  quando0ÐBÑ BpB , 0ÐBÑ!

BpB 7 Ÿ , Ÿ Q Q 7! verifica as desigualdades . Por esse motivo, a  e a 
dá-se respetivamente o nome de  e  desublimite máximo sublimite mínimo
0ÐBÑ BpB quando  e usa-se para eles as notações!

Q œ 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ 7 œ 0ÐBÑ œ 0ÐBÑlim sup lim lim inf lim
BpB BpB BpB BpB! ! ! !

, .

Dem: Vamos explicitar apenas a demonstração de que  é um sublimite deQ
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0ÐBÑ BpB , Ÿ Q , quando   e de que se tem  para qualquer sublimite  de!

0 ÐBÑ Bp+ 7 quando . A prova, que não explicitaremos, de que  é um
sublimite com  para cada sublimite  seria uma adaptação7 Ÿ , ,
evidentemente da que vamos examinar obtida a partir de uma troca do
sentido das desigualdades.
Vamos dividir a demonstração em várias partes para uma melhor
sistematização:
a) Vamos verificar que, no caso em que  é finito,  é um sublimite,Q Q
utilizando para isso a caracterização na alínea a) de . Fixemos então1.6.1
vizinhanças arbitrárias  de  e  de  e consideremos  tal queY B Z Q  !! ! ! $

ÓQ  ßQ  Ò œ Z ÐQÑ § Z$ $ $ !.

Tendo em conta a caracterização de  como um ínfimo, podemos considerarQ
uma vizinhança  de  tal que . Considerando agora aY B Q  Q " ! Y"

$
vizinhança  de , para a qual se tem , a caracterizaçãoY œ Y  Y B Y § Y! " ! "

de  com um ínfimo e de  e  como supremos implica queQ Q QY Y"

Q Ÿ Q Ÿ Q B − Y  E 0ÐBÑ  Q Y Y Y"
 e que podemos escolher  com .$

Uma vez que, por  ser um supremo, temos , vemos agora queQ 0ÐBÑ Ÿ QY Y

Q  Ÿ Q   0ÐBÑ Ÿ Q Ÿ Q  Q $ $ $Y Y Y"

portanto . Uma vez que , por ser0ÐBÑ − ÓQ  ßQ  Ò § Z B − Y  E$ $ ! !

Y § Y Q 0ÐBÑ BpB! !, podemos assim concluir que  é sublimite de  quando .
b) Vamos agora verificar que, no caso em que ,  é um sublimite,Q œ _ Q
utilizando para isso, mais uma vez, a caracterização na alínea a) de .1.6.1
Fixemos então vizinhanças arbitrárias  de  e  de  e consideremosY B Z _! ! !

$  ! tal que

Ó ß _Ó œ Z Ð_Ñ § Z
"

$
$ !.

Tendo em conta a caracterização de  como um ínfimo, tem-seQ œ _
também  e portanto, pelo facto de  ser um supremo, existeQ œ _ QY Y! !

B − Y  E 0ÐBÑ  0ÐBÑ − Z! !
" tal que , em particular . Podemos assim$

concluir que  é sublimite de  quando .Q œ _ 0ÐBÑ BpB!

c) Verifiquemos enfim que, no caso em que ,  é ainda umQ œ _ Q
sublimite, utilizando para isso, como antes, a caracterização na alínea a) de
1.6.1. Fixemos então vizinhanças arbitrárias  de  e  de  eY B Z _! ! !

consideremos  tal que$  !

Ò_ß Ò œ Z Ð_Ñ § Z
"

$
$ !.

Tendo em conta a caracterização de  como um ínfimo, podemosQ œ _
considerar uma vizinhança  de  tal que . Considerando agoraY B Q  " ! Y

"
" $

a vizinhança  de , para a qual se tem , aY œ Y  Y B Y § Y! " ! "

caracterização de  e  como supremos implica que .Q Q Q Ÿ QY Y Y Y" "
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Escolhendo agora  arbitrário, tem-se ainda , por serB − Y  E B − Y  E!

Y § Y Q! Y, e, pelo facto de  ser um supremo,

0ÐBÑ Ÿ Q Ÿ Q  
"

Y Y" $

portanto . Podemos assim concluir que  é0ÐBÑ − Ò_ß Ò § Z Q œ _"
!$

sublimite de  quando .0ÐBÑ BpB!

d) Consideremos agora um sublimite arbitrário  de  quando ., 0ÐBÑ BpB!

Seja  uma vizinhança arbitrária de . Tendo em conta ,  é aderenteY B ,! 1.6.13
ao conjunto não vazio  e portanto, sendo  o supremo deste0ÐE  YÑ QY

conjunto, a alínea d) de  garante que . O facto de se ter1.2.13 , Ÿ QY

, Ÿ Q Y B ,Y ! para toda a vizinhança  de , implica agora que  é menor ou
igual ao ínfimo  do conjunto dos .Q œ 0ÐBÑ Qlim sup

BpB
Y

!



A propriedade precedente, especialmente enquanto garantia da existência
de sublimite em qualquer ponto aderente ao domínio para funções com
valores em  é uma propriedade topológica importante que é compar-‘
tilhada por outros espaços topológicos. Essa importância conduz à defi-
nição que apresentamos a seguir.

1.6.17 Diz-se que um espaço topológico  é  se, quaisquer que sejam o] compacto
espaço topológico , o conjunto \ E § \ B − \ E, o ponto  aderente a  e a!

aplicação , esta aplicação admite algum sublimite  quando0 ÀE Ä ] , − ]
BpB!.
Se  é um espaço topológico diz-se que  é um conjunto compacto se] F § ]
F ], com a topologia induzida pela de  é um espaço topológico compacto.
É claro que um espaço topológico  é compacto se, e só se, for um]
subconjunto compacto dele mesmo.

1.6.18 (Exemplos de compactos) a) O que estabelecemos em  mostra, em1.6.16
particular, que a reta estendida ‘ é um espaço topológico compacto.
b) Se  é um espaço topológico arbitrário, então o conjunto vazio  é um] g
subconjunto compacto de  e, para cada , o conjunto unitário  é um] , − ] Ö,×
subconjunto compacto de .]
Com efeito, a primeira afirmação resulta de não haver aplicações com valores
em  cujo domínio  seja diferente do vazio e a segunda resulta de que umag E
aplicação com valores em  é necessariamente constante e portanto tem Ö,× ,
como limite, em particular como sublimite.

1.6.19 (Compacidade e sucessões generalizadas) Um espaço topológico  é]
compacto se, e só se, qualquer sucessão generalizada  de elementos deÐC Ñ4 4−N

]  admitir um sublimite.
Dem: Se  é compacto, o facto de uma sucessão generalizada  ser] ÐC Ñ4 4−N

uma aplicação , onde se encara  como parte dum espaço topológicoN Ä ] N
N _ N, com um elemento  aderente a  (cf. ), garante que esta sucessão1.2.61
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generalizada admite um sublimite (quando ). Suponhamos,4p_
reciprocamente, que qualquer sucessão generalizada de elementos de ]
admite um sublimite. Sejam  um espaço topológico, , \ E § \ B − \!

aderente a  e  uma aplicação. Tendo em conta a caracterizaçãoE 0ÀE Ä ]
dos pontos aderentes em , podemos considerar uma sucessão1.2.73
generalizada  de elementos de  tal que . A sucessãoÐB Ñ E B pB4 4−N 4 !

generalizada  de elementos de  admite então algum sublimite Ð0ÐB ÑÑ ] ,4 4−N

e, tendo em conta ,  é também sublimite de  quando . Fica1.6.7 , 0ÐBÑ BpB!

assim provado que  é um espaço topológico compacto.] 

1.6.20 (Unicidade dos sublimites e limites) Sejam  e  espaços topológicos,\ ]
E § \ B − \ E 0ÀE Ä ] ],  aderente a  e  uma aplicação. Se  for compacto!

e  for o único sublimite de  quando , então tem-se mesmo, − ] 0ÐBÑ BpB!

0ÐBÑp , BpB quando .!
Dem: Suponhamos, por absurdo, que  não é limite de  quando ., 0ÐBÑ BpB!

Tendo em conta , podemos considerar  com  aderente a  tal1.6.9 E § E B Ew w
!

que a restrição  não admita  como sublimite quando . O0 ÀE Ä ] , BpBÎE
w

!w

facto de  ser compacto implica que  admite algum sublimite ] 0 ÀE Ä ] ,ÎE
w w

w

quando , tendo-se assim . Mas, tendo em conta ,  éBpB , Á , ,!
w w1.6.8

também sublimite de  quando , o que é absurdo por0 ÀE Ä ] BpB!

contradizer o facto de  ser o único sublimite., 

1.6.21 (Conjuntos compactos e conjuntos fechados) a) Se  é um espaço]
topológico compacto e F § ]  é um subconjunto fechado então é um
subconjunto compacto.
b) Se  é um espaço topológico de Hausdorff e  é um subconjunto] F § ]
compacto então  é um subconjunto fechado.F
c) Em particular, se  é um espaço de Hausdorff compacto então os]
subconjuntos compactos de  são exatamente aqueles que são fechados.]
Dem: a) Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e\ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä F 0 uma aplicação. Em particular  toma valores no espaço compacto
] , − ] 0ÐBÑ BpB, pelo que existe  que seja sublimite de  quando . Como!

vimos em ,  é aderente ao codomínio  e portanto , por  ser1.6.4 , F , − F F
fechado. Concluímos assim que  é um sublimite de  quando, − F 0ÀE Ä F
BpB! (cf. ).1.6.6
b) Seja  aderente a . Tem-se então que a aplicação identidadeC − ] F!

+À F Ä ] C C pC tem limite  quando  (cf. a alínea b) de ), em! ! 1.2.30
particular, por  ser de Hausdorff,  é o único sublimite desta aplicação] C!
quando  (cf. ). Mas, por  ser compacto, existe  que sejaC p C F C − F! "1.6.3
sublimite de  quando , e, uma vez que  também é sublimite+À F Ä F CpC C! "

quando o espaço de chegada que se considera é , a propriedade de]
unicidade implica que , portanto . Fica assim  provado que C œ C C − F F" ! !

é um subconjunto fechado de .]
c) Temos uma consequência da conjunção das conclusões de a) e b). 
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1.6.22 (Corolário) a) Um conjunto F § ‘ é compacto se, e só se, for fechado
em .‘
b) Um conjunto  é compacto se, e só se, for fechado em  eF § ‘ ‘
limitado.85

Dem: A conclusão de a) resulta de  ser um espaço topológico de Hausdorff‘
compacto. Quanto a b), pela transitividade das topologias induzidas, dizer
que  é compacto no espaço topológico  é equivalente a dizer que éF § ] ‘
compacto no espaço topológico  pelo que basta então repararmos que um‘
conjunto  é fechado em  se, e só se, for fechado em  (contém todosF § ‘ ‘ ‘
os reais que são aderentes) e não tiver  e  como pontos aderentes,_ _
onde estas últimas exigências são equivalentes respetivamente a  serF
minorado e ser majorado. 

1.6.23 (Uniões finitas de compactos) Seja  um espaço topológico. Se ] Fw § ]
e  são conjuntos compactos então  é também um conjuntoF § ] F  Fww w ww

compacto. Em consequência, se  é um conjunto finito de índices e N F § ]4

é um subconjunto compacto para cada  então a união finita  é4 − N F- 4

também um conjunto compacto. Em particular, qualquer subconjunto finito
de  é compacto.]
Dem: Suponhamos que  são subconjuntos compactos de . Sejam F /F ] \w ww

um espaço topológico, ,  aderente a  e  umaE § \ B − \ E 0ÀE Ä F F!
w ww

aplicação. Tem-se então , ondeE œ E  Ew ww

E œ ÖB − E ± 0ÐBÑ − F × E œ ÖB − E ± 0ÐBÑ − F ×w w ww ww, ,

e portanto  é aderente a pelo menos um dos conjunto  e . Se  forB E E B! !
w ww

aderente a , o facto de  ser compacto implica que a restriçãoE Fw w

0 À E Ä F , − F BpBÎE
w w w

!w  admite algum sublimite  quando  e então
, − F  F 0ÀE Ä F F BpBw ww w ww

! é também sublimite de  quando  (cf.
1.6.8Ñ + E F. Se  for aderente a , o facto de  ser compacto implica que aww ww

restrição  admite algum sublimite  quando  e0 ÀE Ä F , − F BpBÎE
ww ww ww

!ww

então, como antes,  é também sublimite de , − F  F 0ÀE Ä F Fw ww w ww

quando . Em qualquer das hipóteses verificámos que BpB 0ÀE Ä F F!
w ww

admite sublimite quando , o que mostra que  é compacto.BpB F  F!
w ww

Lembrando que o conjunto vazio  é compacto, o facto da a união de uma86

família finita de compactos ser compactos tem agora uma demonstração
evidente, por indução no número de elementos do conjunto de índices . PorN
fim, o facto de qualquer subconjunto finito de  ser compacto resulta de que]
um tal conjunto pode ser obtido como união finita de conjuntos com um
único elemento, conjuntos esses que já verificámos serem compactos. 

1.6.24 (Imagem directa de um compacto) Sejam  e ] ] w dois espaços topo-
lógicos e  uma aplicação contínua. Se  é um subconjunto0 À ] Ä ] F § ]w

85Em Análise no contexto dos números reais é frequente definerem-se os conjuntos
compactos como aqueles que são fechados e limitados.
86Que pode ser olhado como a união de  conjuntos compactos.!
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compacto então a sua imagem directa  é também um subconjunto0ÐFÑ § ] w

compacto.87

Dem: Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e\ E § \ B − \ E!

1ÀE Ä 0ÐFÑ B − E uma aplicação arbitrária. Para cada , consideremos um
elemento  tal que . Considerando a aplicação2ÐBÑ − F 1ÐBÑ œ 0Ð2ÐBÑÑ
2ÀE Ä F F , − F, o facto de  ser compacto garante a existência de  que seja
sublimite de  quando . Tendo em conta a continuidade de 2ÐBÑ BpB 0!

concluímos agora da alínea b) de  que  tem o elemento1.6.10 1ÐBÑ œ 0Ð2ÐBÑÑ
0Ð,Ñ − 0ÐFÑ BpB 0ÐFÑ como sublimite quando . Fica assim provado que  é!

um subconjunto compacto de .] w 

1.6.25 (Corolário) Se  e ] ] w são espaços topológicos homeomorfos e  é]
compacto, então  é também compacto.] w

Dem: Apesar de este resultado se inserir na situação geral de dois espaços
topológicos homeomorfos terem as mesmas propriedades topológicas, é mais
directo notar que um homeomorfismo  é, em particular, uma apli-0 À ] Ä ] w

cação contínua com .0Ð] Ñ œ ] w 

1.6.26 (Corolário — Teorema de Weierstrass) Sejam  um espaço topológico]
compacto e não vazio e 0 À ] Ä ‘ um aplicação contínua. Tem-se então que
a aplicação  atinge um valor máximo e um valor mínimo, isto é, o0
contradomínio  tem máximo e mínimo.0Ð] Ñ
Dem: Tendo em conta , o conjunto  é compacto e portanto, por 1.6.24 0Ð] Ñ ‘
ser um espaço de Hausdorff, é um subconjunto fechado de , evidentemente‘
não vazio. Uma vez que, como referido em , o supremo e o ínfimo de1.2.13
0Ð] Ñ 0Ð] Ñ são aderentes a , podemos concluir que eles são respetivamente
máximo e mínimo deste conjunto. 

1.6.27 (Corolário — Os compactos são limitados) Sejam  um espaço métrico]
e F § ] F um subconjunto compacto. Tem-se então que  é limitado.
Dem: Uma vez que o conjunto vazio é limitado, podemos já supor que
F Á g , − ] . À ] Ä. Fixemos  e consideremos a aplicação contínua , ‘
definda por  (cf. ). Tendo em conta , a restrição a. ÐCÑ œ .Ð,ß CÑ, 1.4.22 1.6.26
F V − Ò!ß_Ò desta aplicação contínua vai atingir um valor máximo ,
tendo-se assim  para cada , o que implica que  é.Ð,ß CÑ Ÿ V C − F F
efetivamente um conjunto limitado (cf. ).1.1.17 

1.6.28 (Corolário — Distância de um compacto a um fechado) Sejam  um]
espaço métrico e E § ] F § ] um conjunto fechado e  um conjunto
compacto com  e . Tem-se então  (cf.E Á gß F Á g E  F œ g .ÐEßFÑ  !

87Comparar com a propriedade dos conjuntos fechados referida em : Vimos então1.4.25
que imagem recíproca de um conjunto fechado por uma aplicação contínua é um conjunto
fechado enquanto que, para os compactos, o que podemos afirmar é que a imagem directa
por uma aplicação contínua de um conjunto compacto é compacto. No exercício 1.4.12
examinámos um exemplo de uma imagem direta de um conjunto fechado por uma
aplicação contínua que não é fechada e, para uma aplicação constante  de valor ,‘ ‘Ä ,
a imagem recíproca do compacto , igual a , não é um compacto.Ö,× ‘
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1.1.14).88

Dem: Lembremos que, como se viu em , podemos considerar uma1.4.22
aplicação contínua , definida por  e, uma vez que. À ] Ä . ÐCÑ œ .ÐCßEÑE E‘
E . ÐCÑ œ ! C − E é fechado, tem-se  se, e só se,  (cf. ). A restriçãoE 1.1.29
desta função contínua ao compacto não vazio  vai assim, pelo teorema deF
Weierstrass, ter um mínimo  e, como referido em , esse mínimo é<  ! 1.1.15
igual a ..ÐEßFÑ 

1.6.29 (Aplicação aos homeomorfismos) Sejam  um espaço topológico]
compacto, ] w w um espaço topológico de Hausdorff e  uma0 À ] Ä ]
aplicação contínua e bijetiva. Tem-se então que a aplicação inversa
0 À ] Ä ] 0À ] Ä ]" w w é também contínua, por outras palavras,  é um
homeomorfismo.
Dem: Tendo em conta a caracterização das aplicações contínuas em ,1.4.25
tudo o que temos que verificar é que se  é um conjunto fechado entãoF § ]
a sua imagem recíproca por , que é igual a  é um subconjunto0 0ÐFÑ"

fechado de . Ora, pela alínea a) de , o facto de  ser fechado no] Fw 1.6.21
compacto  implica que  é compacto e daqui deduzimos, por , que] F 1.6.24
0ÐFÑ ] ] é um subconjunto compacto de  e, finalmente, o facto de  ser dew w

Hausdorff permite-nos concluir, pela alínea b) de , que  é um1.6.21 0ÐFÑ
subconjunto fechado de .] w 

1.6.30 (Aplicação a um teorema de metrizabilidade) Sejam  um espaço]
topológico compacto,  um espaço métrico,  um conjunto contável de^ N
índices e  uma família de aplicações contínuas Ð0 Ñ 04 4−N 4À ] Ä ^  que separe
os pontos de , no sentido que para cada par de pontos  em  existe] C Á C ]w

4 − N 0 ÐCÑ Á 0ÐC Ñ ] tal que . O espaço topológico  é então metrizável.4
w

Dem: Consideremos no espaço  a topologia da convergênciaE:ÐN ß ^Ñ
simples que, como verificámos em , é metrizável. Podemos considerar1.5.19
uma aplicação  definida por , aplicação0 À ] Ä E:ÐN ß ^Ñ 0ÐCÑ œ Ð0 ÐCÑÑ4 4−N

essa que é contínua por isso acontecer a cada uma das suas coordenada
0 À ] Ä ^ 04 4. Além disso, a condição de a família dos  separar os pontos de
] 0 À ] Ä E:ÐN ß ^Ñ exprime precisamente o facto de  ser injetiva, portanto
uma bijeção contínua do espaço compacto  sobre o espaço separado]
0Ð] Ñ § E:ÐN ß ^Ñ que é metrizável, em particular de Haudorff. Tendo em
conta  essa bijeção é um homeomorfismo o que implica que , sendo1.6.29 ]
homeomorfo ao espaço metrizável , é um espaço metrizável.0Ð] Ñ 

Vamos agora examinar outro método de obter espaços topológicos com-
pactos, mostrando nomeadamente que o produto cartesiano de uma famí-
lia de espaços topológicos compactos, munido da topologia produto, é um
espaço topológico compacto. Começamos por examinar o caso em que
temos uma família finita de espaços compactos, deixando para mais tarde
o caso geral das famílias possivelmente infinitas (Teorema de Tichonoff)

88No exercício  adiante veremos um exemplo de dois conjuntos fechados disjuntos1.6.5
dum espaço métrico cuja distância é igual a .!
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cuja demonstração exige a utilização de um resultado profundo de Teoria
dos Conjuntos (Teorema de Zorn) que alguns leitores poderão não
conhecer.

1.6.31 (Lema) Sejam  e  dois espaços topológicos compactos. Tem-se então] ]" #

que ]" ‚ ]#, com a topologia produto, é um espaço topológico compacto.
Dem: Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e\ E § \ B E!

0 ÀE Ä ] ‚ ]" # uma aplicação. Podemos então considerar as coordenadas
0 ÀE Ä ] 0 ÀE Ä ] 0 0ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑß 0 ÐBÑÑ" " # # " # e  de , definidas por , e o
facto de  ser compacto permite-nos considerar um sublimite  de ] , 0" " "

quando , e portanto um espaço topológico , um subconjunto ,BpB ^ G § ^!

D − ^ G 1ÀG Ä E 1ÐDÑpB D p D! ! ! aderente a  e uma aplicação  com  quando 
e  quando . O facto de  também ser compacto0 Ð1ÐDÑÑp , D p D ]" " ! #

garante-nos agora que, para a aplicação , é possível considerar0 ‰ 1À G Ä ]# #

um sublimite  quando ,  e portanto um espaço topológico , um, D p D [# !
89

subconjunto ,  aderente a  e uma aplicação  comH § [ A − [ H 2ÀH Ä G!

2ÐAÑp D ApA 0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑp , ApA! ! # # ! quando  e  quando . Tendo em
conta o resultado sobre o limite da aplicação composta (cf. ) vemos1.2.41
agora que  quando  e que vem também 1Ð2ÐAÑÑpB ApA 0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑp ,! ! " "

quando  de onde concluímos, pela caracterização da topologia produtoApA!

em , que1.5.1

0Ð1Ð2ÐAÑÑÑ œ 0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑß 0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑ p Ð, ß , Ñˆ ‰" # " #

quando  e portanto que  é um sublimite de  quandoApA Ð, ß , Ñ 0ÐBÑ! " #

BpB ] ‚ ]! " #. Provámos assim que  é efetivamente compacto. 

1.6.32 (Produto finito de compactos) Seja  um conjunto finito de índicesM Á g
e seja, para cada ,  um espaço topológico compacto. Tem-se então que3 − M ]3

o produto cartesiano , com a topologia produto (cf. ), é também#
3−M

3] 1.5.13

um espaço topológico compacto.
Dem: Vamos provar o resultado, com o auxílio do lema , por indução1.6.31
no número de elementos do conjunto . Se  tem  elemento aM M œ Ö3 × "!

conclusão resulta de que, por , o produto cartesiano 1.5.28 #
3−M

3]  é

homeomorfo a . Supondo o resultado verdadeiro quando  tem ] M :3!

elementos a constatação de que ele é também verdadeiro quando  tem M :  "
elementos resulta de que, escolhendo então , podemos considerar o3 − M!

conjunto  com  elementos e então, pela hipótese de indução, oM Ï Ö3 × :!

produto cartesiano     é compacto e portanto, pelo o lema referido,#
3−MÏÖ3 ×

3

!

\

# #
3−M

3 3
3−MÏÖ3 ×

\ \ é compacto por ser homeomorfo a ˆ ‰
!

‚ \3!  (cf. ).1.5.29 

89Se tirássemos partido de  ser compacto diretamente através da consideração da apli-]#

cação  não conseguiríamos prosseguir a demonstração.0#
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1.6.33 (Corolário — Compactos de ) Consideremos em ‘8   a métrica do‘8

máximo , que sabemos definir a topologia produto (cf.  e ).._ 1.5.18 1.2.3
Tem-se então que um conjunto  é compacto se, e só se, for fechado eF § ‘8

limitado (comparar com a alínea b) de ).1.6.22
É claro que, uma vez que métricas Lipschitz-equivalentes têm os mesmos
subconjuntos limitados, também podemos dizer que, considerando em  a‘8

métrica euclidiana  os subconjuntos compactos de  continuam a ser. ß#
8‘

aqueles que são fechados e limitados (cf.  e )1.1.27 1.1.35
Dem: Tendo em conta a alínea b) de  e , já sabemos que se1.6.21 1.6.27
F § ‘8 é compacto então é fechado e limitado. Suponhamos, reciproca-
mente, que  é fechado e limitado. Uma vez que  é limitado, podemosF F
considerar  tal que<   !

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ . ÐÐB ß B ßá ß B Ñß !Ñ Ÿ <" # 8 _ _ " # 8

para cada  (cf. ), portanto tal que  esteja contidoÐB ß B ßá ß B Ñ − F F" # 8 1.1.17
no compacto  (produto de compactos de ). Uma vez que , sendoÒ<ß <Ó F8 ‘
fechado em , também é fechado em , concluímos finalmente, pela‘8 8Ò<ß <Ó
alínea a) de , que  é compacto.1.6.21 F 

Vamos agora generalizar o resultado  mostrando que o produto1.6.32
cartesiano de uma família, mesmo que infinita, de espaços compactos é
um espaço compacto. Como já referido, trata-se de um resultado que
utiliza um teorema produndo de Teoria dos Conjuntos, o teorema de Zorn
e, por esse motivo, poderá ser dispensado por quem não se sinta à vontade
neste contexto.
O  examina a situação em que temos um conjunto nãoteorema de Zorn
vazio  munido de uma relação de ordem parcial, que notaremos . Um] ¤
subconjunto não vazio  diz-se uma  se a ordem parcial emk ]§ cadeia
k ] obtida por restrição da de  for mesmo uma ordem total. O teorema de
Zorn afirma-nos que se qualquer cadeia  admitir um k ]§ majorante
4 − 4 ¤ 4 4 −! !] k (isto é, um elemento que verifica  para todo o ), então
existe pelo menos um maximal  (cf. ).4 −max ] 1.2.60

1.6.34 (Teorema de Tichonoff) Sejam  um conjunto de índices não vazio,N
finito ou infinito e, para cada , um espaço topológico compacto .4 − N ]4

Tem-se então que o produto cartesiano , com a topologia produto (cf.#
4−N

4]

1.5.13), é um espaço topológico compacto.
Dem: Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e\ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä #
4−N

4]  uma aplicação. Temos que provar a existência de um sublimite

Ð, Ñ 0ÐBÑ B B4 4−N ! de  quando  e é isso que vamos fazer em seguida,p
dividindo, para uma melhor sistematização, a prova em várias alíneas.
1) Sejam 04À E Ä ] 04 as aplicações coordenadas de , definidas portanto pela
condição de se ter
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0ÐBÑ œ 0 ÐBÑˆ ‰4 4−N

para cada . Para cada parte não vazia  de , notemos B − E O N 0 ÀE ÄO #
4−O

4]

a aplicação com valores no produto cartesiano “parcial” (onde consideramos
também a topologia produto) com as coordenadas ,  (tem-se assim0 4 − O4

0 œ 0N ).
2) Vamos considerar a classe  de todos os pares  com ] ˆ ‰Oß Ð, Ñ O § N4 4−O

não vazio e  sublimite da aplicação Ð, Ñ 0 ÀE Ä p4 4−O O #
4−O

4 !] B B quando  e

reparemos que o nosso objetivo é mostrar que esta classe possui um elemento
com .  Nesta classe consideramos a relaO œ N ção  definida por¤

ˆ ‰ ˆ ‰Oß Ð, Ñ ¤ O ß Ð, Ñ4 4−O 4−O
w w

4 w

se, e só se,  e  para cada  (por outras palavras, oO ¨ O , œ , 4 − Ow w w
4 4

segundo par é essencialmente uma restrição do primeiro). É muito simples
constatar que esta relação é uma ordem parcial na classe . Repare-se que ] ]
não é vazio por conter pelo menos, para cada , o par formado pelo4 − N!

conjunto unitário  e pela família que a  associa um sublimite daÖ4 × 4! !

coordenada  quando  (cf.  e a alínea b) de ).0 ÀE Ä ] BpB4 4 !!
1.5.28 1.6.10

3) Vamos agora verificar que a ordem parcial que estamos a considerar na
classe  verifica a hipótese do teorema de Zorn, isto é, que qualquer cadeia]
k ] ]§ Þ admite um majorante em 
Subdem: Por comodidade, notemos , com , umaˆ ‰O ß Ð, Ñ −# #ß4 4−O#

# >

indexação dos elementos da cadeia . Notemos  a união dos conjuntos k O O#

e, para cada , seja  para cada  tal que  (o facto desta4 − O , œ , 4 − O4 ß4# ##
definição não depender de  resulta de  ser uma cadeia e da definição da# k
relação  em ). Se mostrarmos que  pertence a , isto é,¤ Oß Ð, Ñ] ]ˆ ‰4 4−O

que  é sublimite da aplicação Ð, Ñ 0 ÀE Ä p4 4−O O #
4−O

4 !] B B quando , é claro

que ˆ ‰Oß Ð, Ñ4 4−O  vai ser um majorante da cadeia . Para mostrar que temosk

efetivamente um sublimite, utilizamos a caracterização destes na alínea a) de
1.6.1. Consideremos então vizinhanças arbitrárias  de  em  e  deY B \! H
Ð, Ñ4 4−O  em #

4−O
4] . A caracterização das vizinhanças para a topologia produto

em  permite-nos considerar para cada  uma vizinhança  de 1.5.13 4 − O Z ,4 4

em  de modo que ] Z4 4
4−O

# § 4 − OH e que seja finito o conjunto dos  tais que

Z Á ]4 4. O facto de  ser uma cadeia implica que qualquer subconjuntok
finito de  admite um majorante em  (que se pode tomar como o máximok k
se o conjunto não for vazio) e daqui decorre, considerando para cada índice 4
com  um conjunto  que o contenha, que podemos considerar umZ Á ] O4 4 #

índice  tal que  sempre que . O facto de#! 4 44 − O Z Á ]#!
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Ð, Ñ œ Ð, Ñ4 4−O ß4 4−O# #! !!#

ser um sublimite de 0 ÀE Ä pO#

#
!

!

#
4−O

4 !] B B quando  permite-nos considerar

B − Y Z tal que  de 0 ÐBÑ Ð, ÑO 4 4−O# #

#
! !

!

 pertença à vizinhança    isto é, tal#
4−O

4

que  para cada  e uma vez que, para cada 0 ÐBÑ − Z 4 − O 4 − O Ï O4 4 # #! !

tem-se trivialmente , concluímos que0 ÐBÑ − ] œ Z4 4 4

0 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ − §O 4 4−O
ˆ ‰ $

4−O

4Z H,

o que mostra que  é efetivamente sublimite da aplicaçãoÐ, Ñ4 4−O

0 ÀE Ä pO #
4−O

4 !] B B quando .

4) Podemos agora aplicar o teorema de Zorn para concluir a existência de um
elemento maximal de , que notaremos ] ˆ ‰Oß Ð, Ñs s

4 4−Os , de . Como referido]

em 2), o teorema ficará provado se mostrarmos que . Suponhamos,O œ Ns

por absurdo, que isso não acontece e fixemos um índice .4 − N Ï Os s

Utilizando a caracterização dos sublimites na alínea b) de ,1.6.1
consideremos um espaço topológico , um conjunto , um ponto^ G § ^
D − ^ G 1ÀG Ä E 1ÐDÑqp B! !

D p D
 aderente a  e uma aplicação  tais que  e que

!

0 Ð1ÐDÑÑqp Ð, Ñ , 0 ‰ 1À G Ä ]s s
O 4−Os s s s s

D p D
4 4 4 4

!

. Notemos  um sublimite da aplicação ,

cuja existência resulta de  ser compacto e sejam  um espaço topológico,] [4s

H § [ A − [ H 2ÀH Ä G 2ÐAÑqp D,  aderente a  e  uma aplicação com ! !
ApA!

e . Uma vez que, de se ter  para cada0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑÑqp , 0 Ð1ÐDÑÑqp ,s s
4 4s s

ApA D pD
4 4

! !

4 − Os  donde, pelo resultado sobre o limite da aplicação composta, também
0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑÑqp , O œ O  Ö4×s s s4 4

ApA!

, constatamos agora que, sendo , a família

Ð, Ñ − ps
4 4−O #

4−O
4 O !] 0 Ð1Ð2ÐAÑÑÑ A A é o limite de  quando  e portanto, por se

ter  é um sublimite de  quando . Vemos assim1Ð 0 ÐBÑ B B2ÐAÑÑqp B p
ApA

!
!

, O !

que o par ˆOß Ð, Ñ ¤s
4 4−O‰ é um elemento de  que é diferente e  ao par]ˆ ‰Oß Ð, Ñs s

4 4−Os , o que é o absurdo procurado, tendo em conta o facto de este

último ser um elemento maximal de ] Þ 

1.6.35 (Corolário) Sejam  um conjunto de índices não vazio e  um espaçoN ]
topológico compacto. Tem-se então que , com a topologia daE:ÐN ß ] Ñ
convergência simples, é também um espaço topológico compacto.
Dem: Trata-se do caso particular do resultado precedente em que tomamos
todos os espaços topológicos  iguais a  (cf. a alínea c) em ).] ]4 1.5.14 



§6. Sublimites e espaços topológicos compactos 163

Vamos agora examinar uma caracterização alternativa dos espaços topoló-
gicos compactos que em muitos textos é tomada como definição. Será
cómodo, para simplificar algumas aplicações, enunciar a caracterização
em termos de subconjuntos compactos de um espaço topológico, o que
inclui a caracterização referida no início se nos lembramos que um espaço
topológico compacto é o mesmo que um subconjunto compacto dele
mesmo.

1.6.36 (Compacidade e propriedade das coberturas) Sejam  um espaço]
topológico e F § ] F um subconjunto. Tem-se então que  é compacto se, e
só se, é válida a seguinte :propriedade das coberturas
Qualquer que seja a  de , isto é, a família  decobertura aberta F ÐZ Ñ3 3−M

abertos de  com , existe uma , isto é, uma] F § Z-
3−M

3 subcobertura finita

parte finita  tal que se tenha ainda .O § M F § Z-
3−O

3

Dem:  Suponhamos  não verifica a propriedade das coberturas e1) F
tentemos mostrar que  não é compacto. Consideremos assim uma famíliaF
ÐZ Ñ ] F § Z O § M3 3−M 3

3−M

 de abertos de  com  tal que para cada parte finita -
não se tenha . Podemos assim, para cada parte finita ,F § Z O § M-

3−O
3

considerar  com . Lembrando que (cf. ) a classeC − F C Â ZO O 3
3−O

- 1.2.67

YÐMÑ M de todas as partes finitas de  é um conjunto dirigido para a relação
O ¤ O Í O ¨ Ow w, podemos considerar a sucessão generalizada
ÐC Ñ F , FO O− ÐMÑY  de elementos de . Seja  um elemento arbitrário de 
Escolhendo  tal que , vemos que  é uma vizinhança de  tal3 − M , − Z Z ,! 3 3! !

que, para qualquer  com ,  (uma vez queO − ÐMÑ O ¤ Ö3 × C Â ZY ! O 3!

C Â Z 3 − O OO 3 !
3−O

-  e ); Uma vez que o conjunto desses  é a intersecção de

Y YÐMÑ _ ÐMÑ com uma vizinhança de  em  (notação de ), concluímos1.2.61
que  não é sublimite da sucessão generalizada de elementos de  (cf. a, F
alínea a) de ) e portanto, dada a arbitrariedade de , o conjunto  não é1.6.1 , F
compacto.
2) Suponhamos, reciprocamente, que o conjunto  não é compacto eF
tentemos mostrar que  não verifica a propriedade das coberturas.F
Consideremos um espaço topológico , um subconjunto , um ponto\ E § \
B − \ E 0ÀE Ä F!  aderente a  e uma aplicação  que não admita nenhum
sublimite pertencente a  quando . Lembrando a caracterização dosF BpB!

sublimites na alínea a) , para cada  podemos considerar uma1.6.13 , − F
vizinhança  de  em  tal que  não seja aderente a , ou sejaY B \ , 0ÐE  Y Ñ, ! ,

não pertença à aderência , que é um subconjunto fechado de .0ÐE  Y Ñ ],

Vemos assim que a família dos abertos  de , com ,] Ï 0ÐE  Y Ñ ] , − F,

constitui uma cobertura aberta de . Vamos verificar que esta coberturaF
aberta de  não possui subcobertura finita, o que terminará a demonstração.F
Consideremos então uma parte finita arbitrária de , que podemos já suporF
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não vazia, e notemos  os seus elementos. Consideremos aÖ, ß , ßá ß , ×" # :

vizinhança

Y œ Y  Y â Y, , ," # :

de  em . Uma vez que  é aderente a , podemos considerarB \ B E! !

B − E  Y 0ÐB Ñ − F" " e então o elemento  pertence a cada um dos

0ÐE  Y Ñ § 0ÐE  Y Ñ, ,4 4
,

com , e portanto não pertence à união finita dos , o" Ÿ 4 Ÿ : ] Ï 0ÐE  Y Ñ,4

que mostra que esta família finita de abertos não é uma cobertura de .F 

Vamos agora examinar algumas propriedades dos conjuntos compactos
que se estabelecem mais naturalmente a partir da caracterização prece-
dente da compacidade.

1.6.37 (Propriedade do encaixe)  Seja  um espaço topológico compacto e]
sejam  subconjuntos fechados não vazios de  tais que, para cadaÐO Ñ ]8 8−

8 − O § O O Á g, . Tem-se então .8" 8 8
8−

+


Dem: Se a intersecção fosse vazia, os abertos  de  tinham união  e] Ï O ] ]8

verificavam , para cada , pelo que, por  ser compacto,] Ï O ¨ ] Ï O 8 ]8" 8

existia uma subcobertura finita, portanto existia  tal que8!

] Ï O œ ] Ï O œ ]8 8

8Ÿ8
!

!

. ,

o que era absurdo, por  não ser vazio.O8!


1.6.38 (Lema) Seja  um espaço topológico de Hausdorff e sejam  um] E § ]
conjunto compacto e . Existem então abertos  e  de  tais que+ − ] Ï E Y Z ]
E § Y + − Z Y  Z œ g,  e .
Dem: Podemos já supor , sem o que tomávamos  e .E Á g Y œ g Z œ ]
Tendo em conta o facto de o conjunto dos abertos que contêm um ponto
constituir um sistema fundamental de vizinhanças desse ponto, vemos que o
facto de  ser de Haudorff implica que, para cada , existe um aberto] B − E
Y B − Y Z + − Z Y  Z œ gB B B B B B, com , e um aberto , com , tais que . A
família dos , com , vai ser uma cobertura aberta de , pelo queY B − E EB

podemos considerar uma parte finita  de  tal que o conjunto abertoO E

Y œ Y  .
B−O

B

ainda contenha . Tem-se então que o conjuntoE

Z œ Z  ,
B−O

B
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vai ser um aberto contendo  (uma intersecção finita de abertos) tal que+
Y  Z œ g. 

1.6.39 (Separação de conjuntos compactos) Sejam  um espaço topológico de]
Hausdorff e  e  dois subconjuntos compactos, tais queE § ] F § ]
E  F œ g Y Z ] E § Y. Existem então conjuntos abertos  e  de , tais que ,
F § Z Y  Z œ g e .
Dem: Podemos já supor , sem o que tomávamos  e . ParaF Á g Y œ ] Z œ g
cada , podemos, pelo lema , considerar dois abertos  e  deC − F Y Z1.6.38 C C

] E § Y C − Z Y  Z œ g Z, com ,  e . Tem-se então que a família dos ,C C C C C

com , constitui uma cobertura aberta de , pelo que podemosC − F F
considerar uma parte finita  de  tal que o conjunto aberto   O F Z œ Z-

C−O
C

ainda contenha . Tem-se então que o conjunto    vai ser umF Y œ Y+
C−O

C

aberto contendo  e tal que .E Y  Z œ g 

1.6.40 (Um tipo de continuidade uniforme) Sejam  um espaço topológico, \ ]
um espaço topológico compacto e  um espaço métrico. Sejam  e^ B − \!

0 À\ ‚ ] Ä ^ ÐB ß CÑ C − ] uma aplicação contínua em cada  com . Para!

cada  existe então uma vizinhança  de  em  tal que$  ! Y B \!

. 0ÐBß CÑß 0 ÐB ß CÑ ˆ ‰! $

sempre que  e .B − Y C − ]
Dem: Para cada  a continuidade de  em  permite-nosC − ] 0 ÐB ß C Ñ! ! !

considerar uma vizinhança  de  em  e uma vizinhança aberta  deY B \ ZC ! C! !

C ]! em  tais que

. 0ÐBß CÑß 0 ÐB ß C Ñ 
#

ˆ ‰! !
$

sempre que  e . Para cada  e  tem-se entãoB − Y C − Z B − Y C − ZC C C C! ! ! !

também

. 0ÐBß CÑß 0 ÐB ß CÑ Ÿ . 0ÐBß CÑß 0 ÐB ß C Ñ  . 0ÐB ß C Ñß ÐB ß CÑ 

  œ
# #

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰! ! ! ! ! !

$ $
$.

Tendo em conta a propriedade das cobertura em , podemos considerar1.6.36
pontos  em  tais que  e, considerando então aC ßá ß C ] ] œ Z â Z" 8 C C" 8

vizinhança  de  em , tem-se, para cada  eY œ Y â Y B \ B − YC C !" 8

C − ] C − Z " Ÿ 4 Ÿ 8 B − Y que  para algum  e portanto, por ser ,C C4 4

. 0ÐBß CÑß 0 ÐB ß CÑ ˆ ‰! $. 

1.6.41 (Espaços localmente compactos) Diz-se que um espaço topológico  é]
localmente compacto se, para cada , existe um sistema fundamental deC − ]!
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vizinhanças  de , constituído por subconjuntos compactos ou, o que é oUC !!
C

mesmo, se, para cada , o conjunto das vizinhanças compactas de C − ] C! !

constitui um sistema fundamental de vizinhanças desse ponto.90

1.6.42 (Regularidade) Se  é um espaço topológico de Hausdorff localmente]
compacto então  é um espaço topológico regular (cf. ).] 1.4.30
Dem: Basta atender a que um sistema fundamental de vizinhanças compactas
de  é, em particular um sistema fundamental de vizinhanças fechadas, − ]
de  (cf. )., 1.6.21 

1.6.43 (Compactos e localmente compactos) Se  é um espaço topológico]
Hausdorff compacto então  é localmente compacto, em particular é regular.]
Dem: Dado , vamos ver que o conjunto , das vizinhanças compactas, − ] U,

de , constitui um sistema fundamental de vizinhanças de . Seja então , , [
uma vizinhança arbitrária de . Tem-se então que int  é um aberto, [ œ Ð[Ñw

contendo  e contido em , pelo que  é um conjunto fechado, e, [ ] Ï[ w

portanto compacto, que não contém . Tendo em conta , podemos, 1.6.39
considerar abertos  e  de , com ,  e .Y Z ] ] Ï [ § Y Ö,× Z Y  Z œ gw §
Uma vez que  está contido no conjunto fechado , tem-seZ ] Ï Y

ad ad ,ÐZ Ñ § Ð] Ï YÑ œ ] Ï Y § [ § [w

onde ad  é uma vizinhança de , por conter  e é compacto, por serÐZ Ñ , Z
fechado no espaço topológico compacto .] 

1.6.44 (Exemplo) O espaço topológico ‘, com a sua topologia usual, apesar de
não ser compacto, é localmente compacto. Com efeito, para cada , a+ − ‘
classe dos intervalos , com , constitui umÒ+  <ß +  <Ó œ F Ð+Ñ <  !<

sistema fundamental de vizinhanças compactas de .+

1.6.45 (Subespaços localmente compactos) Se  é um espaço topológico]
localmente compacto e se  é um subconjunto aberto ou fechado,] § ]w

então , com a topologia induzida, é também localmente compacto.] w

Dem: Dado , seja  um sistema fundamental de vizinhanças de  em, − ] ,w U,

] ], constituído por conjuntos compactos. No caso em que  é fechado, ow

conjunto das intersecções , com , vai ser um sistema]  Z Z −w U,

fundamental de vizinhanças de  em  (cf. ), constituído por, ] w 1.2.21
conjuntos compactos (o facto de  ser compacto vem de que é fechado]  Zw

90Note-se que , define os espaços localmente compactos como sendo aquelesKelley [9]
em que cada ponto tem pelo menos uma vizinhança compacta (propriedade trivialmente
verificada pelos espaços compactos). Seguimos aqui uma definição mais restritiva para
não nos afastarmos da situação habitual de definir um espaço como tendo localmente uma
certa propriedade quando cada ponto tem um sistema fundamental de vizinhanças com
essa propriedade. Note-se que resulta facilmente de  adiante que, para um espaço de1.4.43
Haudorff, a existência de uma vizinhança compacta de um ponto implica a existência de
um sistema fundamental de vizinhanças compactas desse ponto, o que mostra que, para
espaços de Hausdorff, as duas definições são equivalentes. É talvez essa a razão por que
Bourbaki [3], só define a compacidade local no contexto dos espaços de Hauddorff.
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no compacto ). No caso em que  é aberto, o conjunto , dos  taisZ ] Z −w U Us
, ,

que  é ainda um sistema fundamental de vizinhanças de  em ,Z § ] , ]w

como se reconhece imediatamente se se reparar que, para cada vizinhança [
de  em ,  é também vizinhança de ; resulta daqui que , que é, ] [  ] ,w Us,

também igual ao conjunto das intersecções dos conjuntos de  com , éUs, ] w

um sistema fundamental de vizinhanças de  em , constituído por, ] w

conjuntos compactos. 

1.6.46 finito Sejam  um conjunto  não vazio de índices e, para cada , N 4 − N ]4

um espaço topológico localmente compacto. Tem-se então que , com a#
4−N

4]

topologia produto, é também localmente compacto.
Dem: Dado  em Ð, Ñ4 4−N #

4−N
4]  começamos por reparar que, sendo, para cada

4 − N [ , [,  uma vizinhança compacta de , o produto cartesiano  é uma4 4 4
4−N

#
vizinhança compacta de  (cf. a alínea b) da nota  e ). OÐ, Ñ4 4−N 1.5.14 1.6.32
facto de as vizinhanças compactas deste tipo constituirem um sistema
fundamental de vizinhanças resulta de que se H é uma vizinhança de Ð, Ñ4 4−N

podemos considerar para cada  uma vizinhança  de  com  e,4 Z , §4 4 #
4−N

4Z H

sendo então para cada ,  uma vizinhança compacta de  contida em , a4 [ , Z4 4 4

correspondente vizinhança # #
4−N 4−N

4 4[ Z está contida em , e portanto em HÞ 

1.6.47 (Corolário) Para cada , o espaço 8   " ‘8, com a sua topologia usual, é
um espaço localmente compacto.
Dem: Basta lembrar que a topologia usual de  é, como referido em ,‘8 1.5.18
a topologia produto das topologias usuais de .‘ 

O resultado que examinamos em seguida será útil em várias situações em
que o espaço topológico localmente compacto é de base contável.

1.6.48 (Espaços localmente compactos de base contável) Seja  um espaço\
topológico localmente compacto e de base contável. Existe então uma
sucessão  de abertos de  e uma sucessão  de compactos deÐY Ñ \ ÐO Ñ8 8 " 8 8 "

\ Y tais que 8 § O Y œ \ Y § Y O § O8 8 8 8" 8 8", ,  e .- 91

No caso em que  pode supor-se que  para cada .\ Á g Y Á g 88

Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que , caso em que se toma\ œ g
Y œ O œ g 88 8  para cada . Consideremos uma base contável de abertos  deh
\ Y − e consideremos a parte de  constituída pelos  não vazios e queh h
estão contidos nalgum compacto de . Consideremos uma sucessão de\
abertos  cujo conjunto dos termos seja a parte referida de  e, paraÐY Ñw8 8− h

91De facto, examinando a demonstração, podemos constatar que em vez de pedir que \
seja localmente compacto, bastaria pedir a existência de pelo menos uma vizinhança
compacta de cada ponto de .\
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cada  seja  um compacto de  com . Reparemos que a união8 O \ Y § Ow w w
8 8 8

dos  é igual a  uma vez que para cada  podemos considerar umaY \ B − \w
8

vizinhança compacta  de  e então, considerando o aberto int  queZ B ÐZ Ñ
contém  vai existir  com int  e esse aberto  é um dosB Y − B − Y § ÐZ Ñ Yh
Y 8   "w

8. Definindo agora para cada ,

Y œ Y O œ O8 8

:œ" :œ"

8 8
w w
8 8. ., ,

os  são abertos, os  são compactos e verificam-se trivialmente asY O8 8

condições do enunciado. 

Verificaremos em seguida que qualquer espaço topológico de Hausdorff
localmente compacto é subespaço topológico de um espaço topológico de
Hausdorff compacto que se obtém juntando-lhe um único elemento. Esse
facto permite em várias situações aplicar a espaços topológicos de
Hausdorff localmente compactos propriedades conhecidas no contexto
dos espaços topológicos de Hausdorff compactos.

1.6.49 (Compactificado de Alexandroff) Seja  um espaço topológico de\
Hausdorff localmente compacto. Consideremos um ponto não pertencente a
\ _ \, que notaremos , e seja s sœ \  Ö_× \. Existe então em  uma única
topologia de espaço compacto de Hausdorff que induza em  a topologia\

dada (diz-se que  é o  de ). Mais\ \s compactificado de Alexandroff
precisamente, tem-se:
a) As vizinhanças de  no compactificado de Alexandroff são + − \ os
subconjuntos  de  tais que  vizinhança de  em  e asZ \ Z + \s \ é
vizinhanças de  são os conjuntos  de _ Z \s s para os quais exista algum
subconjunto compacto  de  com O \ Z O œ \s s.
b) O conjunto  é aberto em \ \s.
c) Se  então  é exterior a  se, e só se, existir um compacto E § \ _ E O § \
com .  Em particular,  é exterior a  se, e só se,  for compacto,E § O _ \ \92

ou seja o ponto  é aderente a  se, e só se,  não for compacto._ − \ \ \s

Dem: 1) Comecemos por provar a propriedade de unicidade, supondo assim
dada uma topologia de espaço compacto e de Hausdorff em  que induza em\s

\ Ö_× \s a topologia dada. O facto de  ser fechado, por  ser de Hausdorff,
implica que  é aberto em .\ œ \ Ï Ö_× \s s

Vemos agora que se  for vizinhança de  para a topologia de Z § \ + − \ \s s

então, pela caracterização das vizinhanças para uma topologia induzida,
Z  \ + é vizinhança de  para a topologia induzida e, reciprocamente, se

92Dito de outro modo, com a definição referida adiante no exercício 1.7.10,  é exterior_
a  se, e só se,  é relativamente compacto em .E E \



§6. Sublimites e espaços topológicos compactos 169

Z  \ + \ \ for vizinhança de  para a topologia de  então, por  ser
vizinhança de  para a topologia de , resulta de  que , e+ \ Z \s 1.2.22
portanto também  é vizinhança de  para a topologia de .Z ¨ Z \ + \s

Se  for vizinhança de  para a topologia de  então int  que éZ _ \ _ − ÐZ Ñs s s

aberto em  pelo que int  é um subconjunto de  fechado em\ O œ \ Ï ÐZ Ñ \s s s

\ Z O œ \s s s, e portanto compacto e vem . Reciprocamente, se existir um
compacto  tal que  então, por  ser fechado em ,O § \ Z O œ \ O \s s s

\ Ï O \ _ Z ¨ \ Ï O Zs s s s s é um aberto de  contendo  e, por ser ,  é vizinhança
de  em . Acabamos assim de mostrar que as vizinhanças da topologia_ \s

dada em  são as caracterizadas na alínea a) do enunciado.\s

2) Vamos agora verificar que as vizinhanças definidas pelas condições na
alínea a) do enunciado verificam as condições na definição de topologia em
1.2.1 , começando com as que partem de um ponto . O facto de  ser+ − \ \s

vizinhança de  em  resulta de  ser vizinhança de  em . Se+ \ \ \ œ \ + \s s

Z + \ Z § Z § \s s é vizinhança de  em  e  entãow

Z  \ § Z \ § \w

com  vizinhança de  em  pelo que  é vizinhança de  em Z  \ + \ Z \ + \w

e  é vizinhança de  em . Se  é vizinhança de  em  então  éZ + \ Z + \ Z \s sw

vizinhança de  em  pelo que . Se  e  são vizinhanças+ \ + − Z \ § Z Z Z w

de  em  então  e  são vizinhanças de  em  pelo que+ \ Z \ Z \ + \s w

ÐZ  Z Ñ  \ œ ÐZ  \Ñ  ÐZ  \Ñw w

é vizinhança de  em  e  é vizinhança de  em . Se  é+ \ Z  Z + \ Zsw

vizinhança de  em  então  é vizinhança de  em  pelo que+ \ Z \ + \s

podemos considerar uma vizinhança  de  em  tal que para cada [ + \ B − [
o conjunto  seja vizinhança de  em  e então, por ser ,Z  \ B \ [ \ œ [

o conjunto  é também vizinhança de  em  e  é vizinhança em  de[ + \ Z \s s

cada ponto .B − [
Verifiquemos agora as mesmas condições mas quando partem do ponto
_ − \ g \s. O facto de o conjunto vazio  ser um compacto de  com
\  g œ \ \ _ \ Zs s s s s mostra que  é uma vizinhança de  em . Se  é vizinhança

de  em  e  então, sendo  um compacto tal que_ \ Z § Z § \ O § \s s s sw

Z  O œ \ Z O œ \ Zs s s s s, tem-se também  pelo que  é também uma
w w

vizinhança de  em . Se  é uma vizinhança de  em  então existe um_ \ Z _ \s s s

compacto  tal que  e então, como , vem .O § \ Z O œ \ _ Â O _ − Zs s s

Se  e  são vizinhanças de  em  então existem compactos  eZ Z _ \ O § \s s sw

O § \ Z O œ \ Z O œ \ O O § \s s s sw w ww
 tais que  e  e então  é

compacto (cf. ) e1.6.23

ÐZ  Z Ñ  ÐO O Ñ œ \s s sw w ,

o que mostra que  é uma vizinhança de  em . Se  é uma vizi-Z  Z _ \ Zs s s sw
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nhança de  em  então existe um compacto  tal que  e_ \ O § \ Z O œ \s s s

então, por ser ,  é uma vizinhança de  em Ð\ Ï OÑ  O œ \ \ ÏO _ \s s s s

tendo-se que  é vizinhança de todos os elementos de  em  vistoZ \ Ï O \s s s

que, por hipótese,  é vizinhança de  e para cada  em  oZ _ + Á _ \ ÏOs s

facto de  ser vizinhança de  em  resulta de  ser uma vizinhançaZ + \ Z \s s s

de  em , por conter o aberto  de  que contém  (reparar que o+ \ \ Ï O \ +
facto de  ser um espaço de Hausdorff implica que o compacto  é fechado\ O
em ).\
3) Se  é uma vizinhança de  para a topologia original, então oZ § \ + − \
facto de se ter  implica que  é também uma vizinhança de  emZ  \ œ Z Z +

\ Z + \s, em particular  é também é uma vizinhança de  em  para a topologia
induzida. Em particular  é vizinhança de cada  para a topologia de\ + − \

\ \ \s s, o que mostra que  é um subconjunto aberto de . Reciprocamente, se
Z § \ + − \ é uma vizinhança de  para a topologia induzida então existe
uma vizinhança  de  para a topologia de  tal que  e isso[ + \ Z œ [ \s

implica que  é vizinhança de  para a topologia original. Ficou assimZ +

provado que a topologia induzida em  pela topologia de  é a topologia\ \s

original de  e que  é aberto em \ \ \s

4) Sendo  em , o facto de  ser um espaço de Haudorff implica que+ Á , \ \
existem vizinhanças  de  e  de  em  tais que  e então,Z + Z , \ Z  Z œ gw w

como vimos na prova de 3),  e  são também vizinhanças de  e Z Z + ,w

respetivamente relativamente a . Por outro lado, sendo , o facto de \ + − \ \s

ser localmente compacto implica a existência de uma vizinhança compacta O
de  em  e então, por ser , concluímos que  é+ \ Ð\ Ï OÑ  O œ \ \ ÏOs s s

uma vizinhança de  em  para a qual se tem . Ficou_ \ O  Ð\ Ï OÑ œ gs s

assim provado que  é um espaço de Hausdorff. Para provarmos que  é\ \s s

compacto, vamos utilizar a propriedade das coberturas referida em .1.6.36
Seja então  uma família de abertos de  com união igual a . SejaÐY Ñ \ \s s

4 4−N

4 − N _ − Y Y _! 4 4 tal que . Como  é uma vizinhança de , podemos
! !

considerar um compacto  tal que . O conjunto , que,O § \ Y O œ \ Os
4!

por  ser subespaço topológico de , é também compacto em , está\ \ \s s

contido na união dos abertos  pelo que, pela propriedade das coberturas,Y4

vai existir um número finito destes,  tais queY ßá ßY4 4" 8

O § Y â Y4 4" 8

e tem-se então

\ œ Y  Y â Ys
4 4 4! " 8

.

Concluímos assim que  é um espaço topológico compacto.\s

5) Se  for exterior a , isto é, interior a , então  é vizinhança_ E \ Ï E \ Ï Es s

de , ou seja, existe um compacto  tal que ,_ O § \ Ð\ Ï EÑ  O œ \s s

condição que implica que . Reciprocamente, se , com E § O E § O O § \
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compacto, vem , pelo que  é uma vizinhança de Ð\ Ï EÑ  O œ \ \ Ï E _s s s

em  e portanto  é interior a , isto é,  é exterior a .\ _ \ Ï E _ Es s 

1.6.50 (Compactificado de Alexandroff de um subespaço fechado) Sejam \
um espaço topológico de Hausdorff localmente compacto e \s œ \  Ö_×
um compactificado de Alexandrov de . Se  é um subconjunto\ ] § \

fechado então  é também localmente compacto e , com a] ] œ ]  Ö_×s

topologia induzida pela de , é um compactificado de Alexandroff de .\ ]s

Dem: Já vimos em  que  é localmente compacto. Pela transitividade1.6.45 ]
das topologias induzidas, a topologia induzida em  pela topologia induzida]

de  é a topologia de  induzida pela de . Tendo em conta a unicidade na] ] \s

definição do compactificado de Alexandrov, resta-nos mostrar que  é]s

compacto em , ou seja que é fechado, e isso resulta de  ser\ \ Ï ] œ \ Ï ]s s s

aberto em , e portanto em \ \Þs 

1.6.51 (Compactificado de Alexandroff da topologia discreta) Seja  umM
conjunto sobre o qual se considera a topologia discreta. Tem-se então:
1) Um subconjunto E § M  é compacto se, e só se, é finito.
2)  é um espaço topológico de Hausdorff localmente compacto.M

3) Sendo  o compactificado de Alexandroff de , um conjuntoM œ M  Ö_× Ms

Z § M _ Z œ M Ï Os s s s é uma vizinhança de  se, e só se,  para alguma parte
finita  de .O M
4) O ponto  é aderente a  se, e só se,  é infinito._ M M
5) Se  é outro conjunto, com o correspondente compactificado deN

Alexandroff  e se  é uma aplicação injetiva entãoN œ N  Ö_× À N Ä Ms :
tem-se  em  quando  em .:Ð4Ñp_ M 4p_ N
Dem: Já sabemos que se  é finito então  é compacto (cf. ).E § M E 1.6.23
Reciprocamente, se  é compacto então como a família dos conjuntosE § M
Ö3× 3 − E E, com , constitui uma cobertura aberta de , deduzimos de  a1.6.36
existência de  finito tal que  esteja contido na união dos  comO § E E Ö3×
3 − O O œ E E, o que só é possível com , e portanto  é finito. Já sabemos
que a topologia discreta é de Hausdorff e o facto de  ser localmenteM
compacto resulta de que, para cada , a classe formada pelo único3 − M
conjunto , que é compacto, constitui um sistema fundamental deÖ3×
vizinhanças de . Se  é finito, portanto compacto, o facto e se ter3 O § M

M œ ÐM Ï OÑ  O M Ï O _s s s implica que  é vizinhança de . Reciprocamente,
se  é vizinhança de , então existe  compacto, e portanto finito, talZ _ O § Ms w

que , o que implica que  é também finito,Z O œ M O œ M Ï Z § Os s s sw w

tendo-se então . A conclusão de 4) resulta diretamente da alínea c)Z œ M Ï Os s

de . Quanto a 5), dada uma vizinhança  de  em , tem-se1.6.49 Z _ Ms s

Z œ M Ï O O § M ÐOÑ œ Ö4 − N ± Ð4Ñ − O×s s  com  finito e então  é: :"

finito e para cada  na vizinhança  de  vem .4 − N N Ï ÐOÑ _ Ð4Ñ − Zs s: :" 

1.6.52 (Exemplo) A topologia de  ‘ induzida pela de  (e portanto também pela
de ) é a topologia discreta e a topologia de  (aquela que é‘  œ  Ö_×
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utilizada na definição do limite das -sucessões) coincide com a topologia
do compactificado de Alexandroff de .
Dem: O facto de a topologia de  ser a discreta resulta do referido em  1.2.54
e o facto de a topologia de  ser a do compactificado de Alexandroff resulta
da unicidade em , uma vez que  tem a topologia induzida pela de  e1.6.49  
que a topologia de  é de Hausdorff e compacta, já que  é compacto e ‘
 ™ ‘œ  Ò"ß_Ó é fechado em (cf. a alínea f) de ).1.2.20 

1.6.53 (Compactificado de Alexandroff de um espaço de base contável) Seja
\ um espaço topológico de Haudorff localmente compacto e de base
contável. Um compactificado de Alexandroff \s œ \  Ö_× \ de  é então
também um espaço de base contável.
Dem: Seja  uma base contável de abertos de  e reparemos que, por  serh \ \

um subespaço aberto de , os conjuntos em  são também abertos de .\ \s sh
Consideremos uma sucessão  de abertos de  e uma sucessãoÐY Ñ \8 8 "

ÐO Ñ \8 8 " de compactos de  nas condições de . Vamos verificar que a1.6.48
classe contável de abertos de \s constituída pelos que pertencem a  e pelosh

abertos  constitui uma base de abertos de , o que terminará a\ ÏO \s s
8

demonstração.
Consideremos então um aberto arbitrário  de  e . Se  então[ \ B − [ B − \s

considerando o aberto  de  vai existir  tal que[ \ \ Y − h

B − Y § [ \ § [Þ

Se  então  é um compacto de ; uma vez que  estáB œ _ O œ \ Ï[ \ Os

contido na união dos abertos , a propriedade das coberturas em Y8 1.6.36
garante que  está contido numa união finita de tais  e portanto, conside-O Y8

rando o maior dos índices  ; tem-se então que, para o correspondenteß O § Y8

compacto  tem-seO8

_ − \ Ï O § \ Ï Y § \ Ï O œ [s s s
8 8 . 

Como aplicação do compactificado de Alexandroff de um espaço topoló-
gico de Hausdorff localmente compacto, enunciamos a propriedade a
seguir que teremos ocasião de aplicar mais adiante.

1.6.54 Seja  um espaço topológico de Hausdorff localmente compacto e seja\
E § \ Z \ E § Z um subconjunto compacto. Para cada aberto  de , tal que ,
existe então um aberto  e um compacto , tais queY F

E § Y § F § Z . 93

93Este resultado também costuma ser enunciado dizendo-se que cada subconjunto com-
pacto admite um sistema fundamental de vizinhanças compactas. Ele é também válido,
embora com uma demonstração diferente, sem a hipótese de o espaço  ser de Hausdorff\
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Dem: Seja  o compatificado de Alexandroff de . Uma vez que  é aberto\ \ Zs

em , vemos que  é fechado em  e portanto um compacto que\ \ Ï Z \s s s

contém . Aplicando , concluímos a existência de abertos  e  de_ Y [1.6.39
\s tais que

E § Y \ Ï Z § [ Y [ œ gs, , .   (1)

Tem-se então que , portanto  e  é aberto em , e, sendo_ − [ _ Â Y Y \

F œ \ Ï[ \ \s s, que é fechado em , portanto compacto, e está contido em ,
vemos que  e , como consequências da terceira e segundaY § F F § Z
asserção em (1), respetivamente. 

Exercícios

Ex 1.6.1 a)  Sejam  e  espaços topológicos, ,  uma aplicação, \ ] E § \ 0ÀE Ä ] B − \!

aderente a  e . Dados sistemas fundamentais de vizinhanças  de , em ,E , − ] B \UB !!

e  de , em , mostrar que  é um sublimite de  quando  se, e só se,Uw
, !, ] , 0ÐBÑ B Bp

quaisquer que sejam  e , existe  tal que .Y − Z − B − Y  E 0ÐBÑ − ZU UB ,!

b) Deduzir, em particular, que, no caso em que  e  são espaços métricos,  é um\ ] ,

sublimite de  quando  se, e só se, quaisquer que sejam  e ,0ÐBÑ B B  !  !p ! & $
existe  tal que  e .B − E .ÐB ß BÑ  .Ð,ß 0ÐBÑÑ ! & $
c) Ainda no caso em que  e  são espaços métricos, mostrar que  é um sublimite\ ] ,

de  quando  se, e só se, qualquer que seja , existe  tal que0ÐBÑ B B  ! B − Ep ! $
.ÐB ß BÑ  .Ð,ß 0ÐBÑÑ ! $ $ e  (ligeira variante da caracterização em b)).

Ex 1.6.2 Sejam  um espaço topológico de Hausdorff e  uma -sucessão de\ ÐB Ñ8 8− 
elementos de  (portanto uma aplicação de  para ). Mostrar que, se  é\ \ , − \
distinto de todos os termos  da sucessão, então  é sublimite da sucessão (quando B , 88

p_ , ÖB ×) se, e só se,  é aderente ao conjunto  dos termos da sucessão.8
94

Sugestão: Utilizar a caracterização dos sublimites na alínea a) de , reparando1.6.13
que  não é aderente a nenhuma parte finita do conjunto dos seus termos.,

Ex 1.6.3 (O  e o  em  e os sistemas fundamentais de vizinhanças)lim sup lim inf ‘
Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e  um sistema\ E § \ B − \ E! BU !

fundamental de vizinhanças de  em . Sendo  uma aplicação, notemos,B \ 0ÀE Ä! ‘
para cada , tal como em ,  e  o supremo e o ínfimo do conjuntoY − Q 7UB Y Y!

1.6.16
não vazio dos  com . Verificar que os sublimites máximo e mínimo0ÐBÑ B − E  Y
lim sup lim inf
B B B

Y
pB p

!

0ÐBÑ 0ÐBÑ Q e  são respetivamente o ínfimo do conjunto dos  com
!

Y − 7 Y −U UB Y B! !
 e o supremo do conjunto dos  com  (reparar que as caracteri-

(cf. o exercício  adiante) mas esta hipótese é verificada nas aplicações que teremos1.6.29
ocasião de encontrar.
94Repare-se que não afirmamos, de modo nenhum, que um resultado deste tipo seja
válido por outros tipos de sublimites de funções, nem sequer para sucessões generalizadas
mais gerais.
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zações no resultado referido são as que correspondem ao sistema fundamental de vizi-
nhanças de  constituído por todas as vizinhanças de ).B B! !

Ex 1.6.4 (O  e o  de sucessões generalizadas em )lim sup lim inf ‘  Seja  umN Á g
conjunto dirigido, com a correspondente relação  e seja  uma sucessão¤ ÐB Ñ4 4−N

generalizada de elementos de . Consideremos, para cada , o supremo ‘ ‘4 − N Q −4

e o ínfimo  do conjunto dos termos  com .7 − B 4 ¤ 44 4
w‘ w

a) Aplicando a conclusão do exercício  a um sistema fundamental de vizinhanças1.6.3
conveniente de  em , deduzir que  é o ínfimo dos  e_ N œ N  Ö_× B Qlim sup 4 4

que  é o supremo dos .lim infB 74 4

b) Verificar que a sucessão generalizada  é decrescente e que a sucessãoÐQ Ñ4 4−N

generalizada  é crescente (cf. o exercício ) e concluir que se tem mesmoÐ7 Ñ4 4−N 1.2.16

Q B 7 B4 4 4 4p plim sup lim inf, .

Ex 1.6.5 Considerar o espaço  com a métrica do máximo  (cf. ) e sejam  e ‘#
_. E F1.1.8

os subconjuntos de ,‘#

E œ Ö!× F œ ÖÐBß CÑ − ± BC œ "×‚ ‘, ‘# .

Verificar que  e  são conjuntos fechados com  e que, apesar disso,E F E  F œ g
.ÐEßFÑ œ !.

Ex 1.6.6 (O ponto mais próximo) Sejam  um espaço métrico e  um subconjunto] F § ]
compacto não vazio. Dado , mostrar que existe  tal queC − ] , − F!

.ÐC ßFÑ œ .ÐC ß ,Ñ! !

(por outras palavras,  é o ponto de  mais próximo de ).  A aplicação, F C! Sugestão:
contínua  deve atingir um mínimo sobre .. À ] Ä FC! ‘

Ex 1.6.7 (O diâmetro dum compacto) Sejam  um espaço métrico e  um] F § ]
subconjunto compacto não vazio. Mostrar que existem  tais que,ß , − Fw

diam  (cf. ), isto é tal que  quaisquer que sejamÐFÑ œ .Ð,ß , Ñ .ÐCß C Ñ Ÿ .Ð,ß , Ñw w w1.1.16
Cß C − F .w .  Lembrar que a distância  é contínua como aplicaçãoSugestão:
] ‚ ] Ä F ‚F‘ e considerar o máximo desta aplicação no compacto .

Ex 1.6.8 Mostrar que a -sucessão  de elementos de , definida por ‘ÐB Ñ8 8 "

B œ
"  8

#  8
8

"
8
"
8

 , se  é par

, se  é ímpar
 ,

não é convergente e determinar quais são os seus sublimites.

Ex 1.6.9 Determinar quais os sublimites, quando  da função  defi-B ! 0À Ï Ö!× Äp ‘ ‘
nida por sen .0ÐBÑ œ Ð Ñ"B

Ex 1.6.10 Mostrar que a -sucessão  de números reais, definida por ÐB Ñ8 8 "

B œ
8

8 8
8

"
8œ , se  é par
, se  é ímpar

 ,

tem  como único sublimite no espaço topológico  mas não tem limite .! !‘
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Ex 1.6.11 Seja  um espaço métrico compacto. Sejam  um espaço topológico, ,] \ \ § \w

B − \ \ 0À\ Ä ] F § ]!
w w aderente a  e  uma aplicação. Sendo  o conjunto dos

sublimites de  quando , que sabemos ser não vazio, verificar que se tem0ÐBÑ BpB!

lim
BÄB!

.Ð0ÐBÑß FÑ œ !.

Sugestão: Supondo que a conclusão não se verificava, reparar que se pode considerar
$ $ ! E œ ÖB − \ ± .Ð0ÐBÑß FÑ   × B E tal que, sendo ,  seja aderente a  e chegar aw

!

um absurdo considerando um sublimite  da restrição de  a  quando ., 0 E BpB!

Ex 1.6.12 Mostrar que o subconjunto

E œ ÖÐBß CÑ − ± $B  %C Ÿ #$×‘# % '

de  é compacto.‘#

Ex 1.6.13 (O gráfico fechado) Sejam  e  espaços topológicos, com  compacto, e\ ] ]
0À\ Ä ]  uma aplicação cujo gráfico

K œ ÖÐBß CÑ − \ ‚ ] ± C œ 0ÐBÑ×0

seja fechado em . Mostrar que  é contínua.   Utilizar\ ‚ ] 0À\ Ä ] 95 Sugestão:
1.6.20, mostrando que, dado , se  for sublimite de  quando ,B − \ , − ] 0ÐBÑ B B! !p
então  é aderente a  e portanto .ÐB ß ,Ñ K , œ 0ÐB Ñ! 0 !

Ex 1.6.14 Seja  um espaço topológico de Haudorff compacto. Mostrar que não existe\
sobre  nenhuma outra topologia compacta que seja mais fina, nem nenhuma outra\
topologia de Hausdorff que seja menos fina.  Utilizar  e ter em contaSugestão: 1.6.29
1.4.11.

Ex 1.6.15 Sendo , , mostrar que tem lugar umaW § W œ ÖÐBß CÑ ± B  C œ "×‘# # #

aplicação bijectiva e contínua , definida por cos sen , a0 À Ò!ß # Ò Ä W 0Ð>Ñ œ Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑ1
qual não é um homeomorfismo (comparar com ).1.6.29

Ex 1.6.16 a)  Sejam  um espaço topológico compacto,  um espaço topológico de\ ]
Hausdorff e  uma aplicação contínua e sobrejectiva. Mostrar que, se  é0 À\ Ä ] ^
um espaço topológico e se  é uma aplicação, então  é contínua num ponto1À ] Ä ^ 1
C − ] B − \ 0ÐB Ñ œ C! ! ! ! se, e só se, qualquer que seja , tal que , a aplicação
1 ‰ 0 À\ Ä ^ B é contínua em .!
Sugestão generosa: Raciocinar por absurdo, supondo que  não é contínua em .1 C!
Então:   Tendo em conta , considerar  com  aderente a  tal que a1) 1.6.9 F § ] C F!

restrição  não tenha  como sublimite quando .  Sendo ,1 1ÐC Ñ C C E œ 0 ÐFÑÎF ! !
"p 2)

considerar uma aplicação  tal que  para cada  e consi-: :À F Ä E 0Ð ÐCÑÑ œ C C − F

derar um sublimite  de  quando , reparando que  é neces-B − \ ÐCÑ C C B! ! !: p
sariamente aderente a .  Deduzir que  tem sublimite  quandoE C œ 0Ð ÐCÑÑ 0ÐB Ñ3) : !

C C C œ 0ÐB Ñ 1 ‰ 0 Bp ! ! ! ! e, portanto, que .  Da continuidade de  no ponto  deduzir4)
que  tem limite  quando  e, por ser , concluir que a1Ð0ÐBÑÑ 1ÐC Ñ B B 0ÐEÑ § F! !p
restrição  tem sublimite  quando , contradizendo 1).1 1ÐC Ñ C CÎF ! !p
b) Mostrar que a conclusão de a) conduz a uma demonstração alternativa de .1.6.29

Ex 1.6.17 (O que faltava ao exercício  e um sublimite de uma -sucessão que1.2.26 
não é sublimite estrito) Este exercício constitui uma sequência do exercício ,1.2.26

95Comparar com a situação examinada no exercício .1.5.9
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do qual retoma, em particular, as notações. Consideremos a -sucessão  de Ð0 Ñ: :−

elementos do espaço topológico  definida no exercício , cujoE:Ð ß Ö!ß "×Ñ] 1.2.26
conjunto dos termos notámos .s

a) Utilizar a conclusão da alínea a) do exercício referido para mostrar que nenhum
elemento de  é sublimite daquela -sucessão. s

b) Utilizar a conclusão da alínea b) do exercício referido para mostrar que aquela
-sucessão não admite nenhum sublimite estrito.
c) Utilizar o corolário do teorema de Tichonoff em  para garantir que1.6.35
E:Ð ß Ö!ß "×Ñ]  é compacto e portanto aquela sucessão tem algum sublimite que, pelo
que se viu em a), não pode pertencer a . Deduzir daqui que o conjunto , apesar de s s

sequencialmente fechado, não é fechado.

Ex 1.6.18 (Um espaço topológico compacto com origem disfarçada) Seja  um\
conjunto e notemos  o conjunto de todas as partes de  Dado  e doisc cÐ\Ñ \Þ E − Ð\Ñ
conjuntos finitos  e , cada um dos quais pode ser vazio, notemosF § E F § \ Ï Ew

i cFßF
w

wÐEÑ œ Ö] − Ð\Ñ ± F § ] F § \ Ï ] × e .

a) Verificar que se pode definir uma topologia em  pelo condição de umcÐ\Ñ
conjunto de partes de  ser vizinhança de  se, e só se, contiver algum dos\ E − Ð\Ñc
conjuntos .iFßFwÐEÑ
b) Verificar que , com a topologia definida em a), é um espaço de HausdorffcÐ\Ñ
compacto.
c) Verificar que a topologia de  é metrizável se, e só se, o conjunto  forcÐ\Ñ \
contável.
d) Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e ^ G § ^ D − ^ G ÀG Ä Ð\Ñ! : c
uma aplicação. Verificar que se tem  quando  se, e só se, para: cÐDÑpE − Ð\Ñ D p D!
cada  existe uma vizinhança  de  em  tal que  para todo oB − E [ D ^ B − ÐDÑ! :
D − [  G B Â E [ D ^ B Â ÐDÑ e para cada  existe uma vizinhança  de  em  tal que ! :
para todo o .D − [  G
Sugestão: Reparar que existe uma bijeção de  sobre o conjunto cÐ\Ñ E:Ð\ß Ö!ß "×Ñ
de todas as aplicações , que a cada conjunto associa a sua função\ Ä Ö!ß "×
indicatriz, e que a topologia que estamos a definir não é mais do que a que torna esta
bijeção um homeomorfismo, quando se considera em  a topologia daE:Ð\ß Ö!ß "×Ñ
convergência simples. Ter então em conta o corolário do teorema de Tichonoff, as
conclusões de  e do exercício  e a caracterização em  dos limites1.5.19 1.2.25 1.2.82
para a topologia da convergência simples.

Ex 1.6.19 Seja  um conjunto, sobre o qual se considera a topologia caótica (cf. ).\ 1.2.4
Mostrar que qualquer subconjunto  de  é compacto, apesar de, com as exceções deE \
Ö!× \ e , não ser fechado.

Ex 1.6.20 Considerar em  a topologia inferior, definida no exercício . Mostrar que‘ 1.2.6
um subconjunto não vazio  é compacto, para esta topologia se, e só se, eleE § ‘
admite um elemento mínimo .  Reparar que se existir mínimo  qualquer+ +Sugestão:
função com valores em  tem  como limite e que, no caso de o mínimo não existirE +
existe uma cobertura aberta de  sem subcobertura finita.E

Ex 1.6.21 Seja  uma aplicação contínua e seja0 À Ä‘ ‘

E œ ÖÐBß CÑ − ± C − 0ÐÒBß B  "ÓÑ×‘# .

Mostrar que  é um subconjunto fechado de .  Reparar que se podeE ‘# Sugestão:
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considerar uma aplicação  tal que, para cada , venha1ÀE Ä Ò!ß "Ó ÐBß CÑ − E
C œ 0ÐB  1ÐBß CÑÑ Ð+ß ,Ñ E > − Ò!ß "Ó e, supondo  é aderente a , considerar  sublimite
desta aplicação quando  e utlizar a caracterização dos sublimites naÐBß CÑ Ð+ß ,Ñp
alínea b) de  para verificar que .1.6.1 , œ 0Ð+  >Ñ

Ex 1.6.22 Sejam  e  espaços topológicos, o segundo dos quais compacto. Mostrar que\ ]
a primeira projecção  é uma aplicação fechada, isto é, que, para cada1"À\ ‚ ] Ä \
subconjunto fechado  de ,  é fechado em  (comparar com a alínea c)E \ ‚ ] ÐEÑ \1"

do exercício ).  Considerar uma aplicação  tal que, para1.5.13 Sugestão: 1À ÐEÑ Ä ]1"

cada  se tenha . Se  for aderente a  considerar umB − ÐEÑ ÐBß 1ÐBÑÑ − E B ÐEÑ1 1" ! "

sublimite  de  quando  e verificar que .C − ] 1ÐBÑ B B ÐB ß C Ñ − E! ! ! !p

Ex 1.6.23 Sejam  um espaço topológico e  uma -sucessão de elementos de ,\ ÐB Ñ \8 8 " 
convergente para um ponto . Mostrar que  é um subconjunto+ − \ Ö+×  ÖB ×8 8 "

compacto de .  Utilizar a propriedade das coberturas. Alternativamente,\ Sugestão:
verificar que o conjunto referido é a imagem direta do compacto  por œ  Ö_×
uma aplicação contínua.

Ex 1.6.24 Sejam  um espaço topológico,  um espaço topológico de Hausdorff e\ ]
0À\ Ä ] E § \ 0 uma aplicação. Seja  um subconjunto compacto tal que  seja
contínua nos pontos de , que  seja injectiva e que, para cada ,E 0 ÀE Ä ] B − EÎE

exista um aberto  de , com , tal que  seja injectiva (isto é, Y \ B − Y 0 À Y Ä ] 0ÎY

seja  nos pontos de ). Mostrar que existe um aberto  de ,localmente injectiva E Y \
com , tal que  seja injectiva.E § Y 0 À Y Ä ]ÎY

Sugestão: Começar por fixar  e verificar que se pode considerar, para cadaB − E!

B − E Y Y \ B − Y B − Y B − Y, abertos  e  de , com  e , tais que, sempre que ,w ww w ww w w
B B B B B!

B − Y B Á B 0ÐB Ñ Á 0ÐB Ñww ww w ww w ww
B  e , se tenha . Utilizando a propriedade das coberturas,

deduzir a existência, para cada , de abertos  e  de , com  eB − E Y Z \ B − Y! B B ! B! ! !

E § Z B − Y B − Z B Á B 0ÐB Ñ Á 0ÐB ÑB B B
w ww w ww w ww

! ! !
, tais que, sempre que ,  e , se tenha .

Aplicar então de novo a propriedade das coberturas aos abertos , com  a variarY BB !!

em .E

Ex 1.6.25 Seja  um espaço métrico com a propriedade de todo o subconjunto fechado e\
limitado ser compacto. Mostrar que  é localmente compacto.\

Ex 1.6.26 Mostrar que todo o espaço topológico de Hausdorff localmente compacto é
regular (cf. ).1.4.30

Ex 1.6.27 Seja  um espaço topológico de Hausdorff localmente compacto e seja \ ] § \
um subconjunto, sobre o qual se considera a topologia induzida. Mostrar que  é]
localmente compacto se, e só se,  é um subconjunto localmente fechado de  (cf. o] \
exercício ).  Para uma das implicações utilizar a definição de1.3.16 Sugestão:
conjunto localmente fechado e  e para a outra a respectiva caracterização dada1.6.45
na alínea d) do exercício referido.

Ex 1.6.28 Sejam  um espaço topológico de Hausodrff localmente compacto e\

\ œ \  Ö_× \ ] § \s  um compactificado de Alexandroff de . Seja  um subcon-
junto localmente compacto mas não fechado. Verificar que  não é compacto]  Ö_×

em  e, consequentemente, quando munido da topologia induzida pela de  não é\ \s s

um compactificado de Alexandroff de  (comparar com ).] 1.6.50

Ex 1.6.29 Seja  um espaço topológico localmente compacto, não necessariamente de\
Hausdorff  Mostrar que, dados um compacto  e um aberto , comÞ E § \ Z § \
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E § Z Y § \ F § \, existe um aberto  e um compacto  tais que

E § Y § F § Z Þ

Reparar que esta é a mesma conclusão a que se chegou em , mas agora sem1.6.54
estarmos a exigir que  seja um espaço de Hausdorff.\
Sugestâo: Considerar, para cada , uma vizinhança compacta  de  contidaB − E F BB

em , tomar para  uma união finita de conjuntos int  que contenha  e para Z Y ÐF Ñ E FB

a união dos correspondentes conjuntos .FB

Ex 1.6.30 Sejam  um espaço topológico compacto e  um espaço métrico e considere-\ ]
se no conjunto , das aplicações contínuas de  em , a topologia da conver-VÐ\ß ] Ñ \ ]
gência uniforme (isto é, a topologia induzida pela topologia da convergência
uniforme de , definida em ). Mostrar que, se  é um aberto de ,E:Ð\ß ] Ñ Y ]1.2.76
então  é aberto em  e verificar que esta conclusão não seria válida seV VÐ\ßY Ñ Ð\ß ] Ñ
não tivéssemos exigido a compacidade de .  Afastando já o caso trivial\ Sugestão:
em que , considerar, para cada , a aplicação contínua de  em ,Y œ ] 0 − Ð\ß ] Ñ \V ‘
que a  associa  (cf. ).B .Ð0ÐBÑß ] Ï YÑ 1.4.22

Ex 1.6.31 Sejam  um espaço topológico compacto e não vazio e  um espaço métrico e\ ]
considere-se no conjunto , das aplicações contínuas de  em , a topologiaVÐ\ß ] Ñ \ ]
da convergência uniforme (isto é, a topologia induzida pela topologia da
convergência uniforme de , definida em ). Sejam  um espaçoE:Ð\ß ] Ñ ^1.2.76
topológico e  uma aplicação e notemos  a aplicação: V :À ^ Ä Ð\ß ] Ñ À ^ ‚ \ Ä ]s
definida por . Mostrar que a aplicação  é contínua num ponto: : :sÐDß BÑ œ ÐDÑÐBÑ
D − ^ + − \ ÐD ß +Ñs! ! se, e só se, para cada , a aplicação  é contínua no ponto .:
Sugestão: Para uma das implicações, atender a que, pelo exercício , é contínua1.5.12
a aplicação de avaliação  definida por . Para aF V FÀ Ð\ß ] Ñ ‚ \ Ä ] Ð0ß BÑ œ 0ÐBÑ
outra implicação, ter em conta o tipo de continuidade uniforme em .1.6.40

Ex 1.6.32 (A topologia compacta-aberta) Sejam  um espaço topológico localmente\
compacto e  um espaço topológico e consideremos o conjunto  das] Ð\ß ] ÑV
aplicações contínuas de  em . Para cada compacto  e cada aberto \ ] O § \ Z § ]
notemos  o subconjunto de  constituídos pelos  tais que .i VOßZ Ð\ß ] Ñ 0 0ÐOÑ § Z
a) Verificar que se pode definir uma topologia em , a que se dá o nome deVÐ\ß ] Ñ
topologia compacta-aberta, pela condição de as vizinhanças de  serem0 − Ð\ß ] Ñ! V
os conjuntos que contêm uma interseção finita do tipo

i i iO ßZ O ßZ O ßZ" " # # 8 8
 â 

com os  compactos de , os  abertos de  e  para cada .O \ Z ] 0 − " Ÿ 4 Ÿ 84 4 ! O ßZi
4 4

b) No caso em que o espaço  é de Hausdorff verificar que , com a topologia] Ð\ß ] ÑV
compacta aberta, é também um espaço de Hausdorff.  Se Sugestão: 0 Ð+Ñ Á 0 Ð+Ñ! "

considerar vizinhanças de  e de  dos tipos  e , com abertos  e 0 0 Z Z! " ! "Ö+×ßZ Ö+×ßZi i
! "

convenientes.
c) Verificar que é contínua a aplicação de avaliação  definida0 VÀ Ð\ß ] Ñ ‚ \ Ä ]
por .  Para verificar a continuidade de  em  consi-0 0Ð0 ß BÑ œ 0ÐBÑ Ð0 ß +ÑSugestão: !

derar para cada aberto  de  contendo  uma vizinhança compacta  de  emZ ] 0 Ð+Ñ O +!

\ 0 ÐOÑ § Z 0 tal que  e, a partir desta, a correspondente vizinhança  de .! OßZ !i
d) Sejam  um espaço topológico e  uma aplicação e notemos^ À^ Ä Ð\ß ] Ñ: V
: : :s sÀ ^ ‚\ Ä ] ÐDß BÑ œ ÐDÑÐBÑ a aplicação definida por . Mostrar que a aplicação
: : é contínua num ponto  se, e só se, para cada , a aplicação  é contínuaD − ^ + − \ s!
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no ponto .   Para uma das implicações atender à continuidade daÐD ß +Ñ!
96 Sugestão:

aplicação de avaliação estabelecida em c). Supondo  contínua em cada  com:s ÐD ß +Ñ!

+ − \ 0 œ ÐD Ñ, começar por considerar vizinhanças particulares de  do tipo ! ! OßZ! i
com ,  compacto de  e  aberto de ; usando a propriedade das0 ÐOÑ § Z O \ Z ]!

coberturas do compacto  considerar considerar abertos  de  cuja uniãoO Y ßá ßY \" 8

contenha  e vizinhanças  de  em  tais que para cada  seO [ ßá ß[ D ^ " Ÿ 4 Ÿ 8" 8 !

tenha  e reparar que para a vizinhança  de ,:sÐ[ ‚ Y Ñ § Z [ œ [ â[ D4 4 " 8 !

tem-se .: iÐ[Ñ § OßZ

e) Suponhamos agora que  é um espaço métrico e que  é compacto e localmente] \
compacto , de modo que nos possamos colocar simultaneamente no contexto deste97

exercício e no do exercício . Verificar que a topologia compacta-aberta de1.6.31
VÐ\ß ] Ñ coincide com a topologia da convergência uniforme deste espaço.
Sugestão: Não precisamos utilizar a definição explícita destas topologias. A ideia
mais simples é partir da conclusão de d) e da do exercício  para mostrar que a1.6.31
aplicação identidade de  é contínua de cada uma das topologias para a outra.VÐ\ß ] Ñ

Ex 1.6.33 (Filtros e ultrafiltros) Seja  um conjunto. Diz-se que uma classe  de\ Y
subconjuntos de  é um  de  se se verificam as condições:\ \filtro
  Se  e  então ;F1) E − E § E § \ E −Y Yw w

  ;F2) \ − Y
  Se  e  então  (condição que arrasta que, maisF3) E − E − E  E −Y Y Yw w

geralmente, toda a intersecção finita de conjuntos em  pertence a ).Y Y
a) (Filtro impróprio e filtros própios) Reparar que o conjunto  de todos oscÐ\Ñ
subconjuntos de  é um filtro, a que se dá o nome de . Chamam-se\ filtro impróprio
filtros próprios de  todos os filtros de  diferentes do filtro impróprio. Mostrar que\ \
um filtro  de  é próprio se, e só se, .Y Y\ g Â
b) (Filtros principais) Verificar que, se , então a classe  de todos osE § \ YE

subconjuntos de  que contêm  é um filtro, filtro que é próprio se, e só se, \ E E Á g
(aos filtros deste tipo dá-se o nome de ). Em particular, a classefiltros principais
Y\ œ Ö\× é um filtro.
Verificar que no caso em que  é finito qualquer filtro  em  é principal.\ \Y
Sugestão: Considerar a interseção de todos os conjuntos pertencentes a .Y
c) (Filtro de Fréchet) Suponhamos que  é um conjunto infinito. Verificar que a\

classe  dos conjuntos  tal que  é um conjunto finito é um filtro próprio,Ys E § \ \ Ï E

a que se dá o nome de  de . Verificar que  não é principal nemfiltro de Fréchet \ sY
está contido em nenhum filtro próprio principal.
d) Verificar que se  e  são subconjuntos de , com os correspondentes filtrosE F \
principais  e , então tem-se  se, e só se, .  Em particular,Y Y Y YE F E FE § F ¨ 98

tem-se  se, e só se, .Y YE Fœ E œ F
e) Se  é um espaço topológico e  verificar que a classe  de todas as\ + − \ i+

vizinhanças de  é um filtro próprio, que está contido no filtro principal . Em que+ YÖ+×

situação é que se tem ?i Y+ Ö+×œ

f) Verificar que se  e  são dois filtros de  então  é também um filtro de ,Y Z Y Z\  \

96Comparar com a conclusão no exercício  num contexto diferente.1.6.31
97O que acontece, por exemplo, no caso em que  é compacto e de Haudorff, como se\
verificou em .1.6.43
98Reparar na troca na relação de ordem quando se passa dos subconjuntos para os corres-
pondentes filtros principais, fenómeno de que encontraremos mais exemplos nas alíneas
e) e f) a seguir.
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naturalmente “o maior” filtro de  que está contido em  e em , explicando qual o\ Y Z
significado da expressão entre aspas. Verificar que se  e  são subconjuntos de E F \
então, para os correspondentes filtros principais,

Y Y YE F EF œ .

g) Verificar que se  e  são dois filtros de  então, embora  possa não ser umY Z Y Z\ 
filtro de  (encontrar um contraexemplo), existe “o menor” filtro de  que contém \ \ Y
e  e que este filtro, que notaremos , é constituído pelos subconjuntos de  queZ Y Z” \
contêm alguma interseção  com  e . Verificar que se  e  sãoE  F E − F − E FY Z
subconjuntos de  então, para os correspondentes filtros principais,\

Y Y YE F EF” œ .

Verificar ainda que, se  e  é o filtro de Fréchet, então o filtro  éE § \ ”s sY Y YE

próprio se, e só se, o conjunto  for infinito.E
h) (Restrição dum filtro e pontos aderentes) Sejam  um conjunto,  um filtro de\ Y
\ \ § \ \ E E − e . Verificar que a classe das intersecções  com  é um filtrow w Y
de  (notamo-lo  e dizemos que é o  de  a ).E \Y YÎ\

w
w filtro restrição

Sejam  um espaço topológico,  e  e consideremos o filtro das\ \ § \ B − \w
!

vizinhanças  e o filtro principal . Verificar que  é aderente a  se, e só se, oi YB \ !
w

!
w B \

filtro restrição  de  for próprio, e se, e só se, o filtro  de  fori i YB B \Î\
w

! !w w\ ” \

próprio.
i) (Limites de filtros em espaços topológicos) Se  é um espaço topológico e \ + − \
diz-se que um filtro  de  tem  como  se  contém o filtro das vizinhançasY Y\ + limite
i+. Por exemplo o filtro impróprio tem qualquer elemento de  como limite e, de\
acordo com o que se verificou em e), o filtro principal  tem  como limite.Y

Ö+×
+

Verificar que o espaço topológico  é de Hausdorff se, e só se,  é o filtro\ ”i i+ ,

impróprio sempre que  e portanto que  é de Hausdorff se, e só se, nenhum+ Á , \
filtro próprio admite mais que um limite (comparar com a propriedade no exercício
1.2.18 no contexto dos limites de sucessões generalizadas).
j) (Imagem direta de um filtro, limites de aplicações e limites de filtros) Sejam \
e  conjuntos   uma aplicação e  um filtro sobre . Mostrar que a classe] ß 0 À\ Ä ] \Y
0Ð Ñ ] 0ÐEÑ E −Y Y dos subconjuntos de  que contêm algum conjunto  com  é um
filtro de , a que se dá o nome de  de  por meio de . Verificar que] 0imagem direta Y
0Ð ÑY Y é o filtro impróprio se, e só se,  é o filtro impróprio.
Sejam  e  espaços topológicos, ,  aderente a  e  uma\ ] \ § \ B − \ \ 0À\ Ä ]w w w

!

aplicação. Mostrar que se pode considerar o filtro próprio  de  (constituído0Ð Ñ ]iB Î\! w

assim pelos subconjuntos de  que contêm algum conjunto do tipo  com] 0Ð\  EÑw

E − , − ]iB!
) e que um elemento  é limite deste filtro se, e só se, for limite da

função  quando .0 B Bp !

k) (Sublimites de filtros em espaços topológicos) Se  é um espaço topológico e\
+ − \ \ + ” diz-se que um filtro  de  tem  como  se  for um filtroY Y isublimite +

próprio. Verificar que qualquer das condições seguintes é equivalente ao facto de +
ser um sublimite do filtro :  Para cada  tem-se  aderente a ;  ExisteY Yk k )"Ñ E − + E 2

um filtro próprio  de  admitindo  como limite e tal que .Y Y Yw w\ + §
Reparar que se  é um filtro próprio de  todo o limite de  é também sublimite deY Y\
Y  (de facto, o único sublimite no caso em que o espaço topológico  é de Hausdorff)\
mas que o filtro impóprio não tem sublimite, apesar de ter todos os pontos de  como\
limites.
j) (Sublimites de aplicações e sublimites de filtros) Sejam  e  espaços\ ]
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topológicos, ,  aderente a  e  uma aplicação e\ § \ B − \ \ 0À\ Ä ]w w w
!

consideremos o filtro associado  (cf. a alínea j)). Mostrar que um elemento0Ð ÑiB Î\! w

, − ] 0 B B é sublimite de  quando  se, e só se, for sublimite do filtro própriop !

0Ð ÑiB #Î\! w .  Lembrar k ) e a caracterização dos sublimites em .Sugestão: 1.6.13

m) (Compacidade e filtros) Verificar que um espaço topológico  é compacto se, e]
só se, todo o filtro próprio  de  tiver algum sublimite.  Para uma dasZ ] Sugestão:
implicações ter em conta a conclusão de ). Para a outra reparar que se  fosse umj Z
filtro próprio sem sublimite então a família dos abertos ad  com  teria\ Ï ÐEÑ E − Z
união  e não admitiria subcobertura finita, por ser\

Ð\ Ï ÐE ÑÑ â  Ð\ Ï ÐE ÑÑ § \ Ï ÐE âE Ñad ad ." 8 " 8

n) (Ultrafiltros) Diz-se que um filtro  em  é um  se  é um filtroY Y\ ultrafiltro
próprio de  que não está contido estritamente em nenhum filtro próprio de  (por\ \
outras palavras, se for um maximal da classe dos filtros próprios de ). Mostrar que\
um filtro próprio  é um ultrafiltro se, e só se, para cada  tem-se  ouY YF § \ F −
\ Ï F − F § \ F Â \ Ï F ÂY Y Y.  Se existir  com  e  considerar oSugestão:
filtro principal  e mostrar que o filtro  é próprio e contém estritamente .Y Y Y YF F”
Se  estiver contido estritamente num filtro próprio  então, sendo  comY Y Yw wF −
F Â \ Ï F ÂY Y tem-se também .
Deduzir que se  é um ultrafiltro em  e  então Y Y Y\ E E âE − E −" # 8 4

para algum .  Reparar que" Ÿ 4 Ÿ 8 Sugestão:

Ð\ Ï E Ñ â Ð\ Ï E Ñ œ \ Ï ÐE âE Ñ" 8 " 8

não pode pertencer a  por termos um filtro próprio.Y
o) (Ultrafiltros principais) Verificar que se  o filtro principal  é umE § \ YE

ultrafiltro se, e só se,  for um conjunto com um único elemento. Os ultrafiltrosE
principais são assim os da forma  com .YÖ+× + − \

p) (Zorn e a existência de ultrafiltros não principais) O que propomos nesta alínea
pressupõe o conhecimento do teorema de Zorn da Teoria dos Conjuntos, que já foi
utilizado para a demonstração do teorema de Tichonoff em , cujo enunciado foi1.6.34
referido nas observações que antecederam esse resultado.
Verificar que, se  é um filtro próprio de , então existe um ultrafiltro  queY Y\ w

contém .  Aplicar o teorema de Zorn à classe de todos os filtros própriosY Sugestão:
que contêm , ordenada pela relação de inclusão , reparando que, dada uma classeY ¨
não vazia de alguns desses filtros próprios onde a inclusão constitua uma ordem total,
a união dessa classe é ainda um filtro próprio, por não conter .g
No caso em que  é infinito, aplicar a conclusão anterior partindo do filtro de Fréchet\
de  para concuir a existência de um ultrafiltro contendo aquele, necessariamente\
não principal.
q) (Compacidade e ultrafiltros) Verificar que se  é um ultrafiltro no espaçoY
topológico  então os sublimites de  coincidem com os respetivos limites. Concluir\ Y
que um espaço topológico  é compacto se, e só se, todo o ultrafiltro de  tiver\ \
limite.
r) (Limites, sublimites e ultrafiltros) Sejam  um espaço topológico,  e \ + − \ Y
um filtro de . Mostrar que  tem sublimite  se, e só se, existe um ultrafiltro\ +Y
Y Y Y Y Yw w¨ + + ¨ com limite  e que  tem limite  se, e só se, qualquer ultrafiltro 
tem limite .  Se  não tem limite  considerar  com  e+ + Z − Z ÂSugestão: Y i Y+

reparar que  é então um filtro próprio que não tem  como sublimite.Y Y” +\ÏZ

s) (Restrição de um ultrafiltro) Sejam  um conjunto,  um ultrafiltro de  e\ \Y
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\ § \ \ Âw w
Î\. Mostrar que se  então o filtro restrição  (cf. a alínea h) acima) éY Y w

o filtro impróprio de  e que se  então o filtro restrição  é um ultrafiltro\ \ −w w
Î\Y Y w

de .\w

Sugestão: Utilizar a caracterização alternativa dos ultrafiltros referida na alínea n)
acima.
t) Sejam  e  conjuntos,  uma aplicação e  um ultrafiltro de .\ ] 0À\ Ä ] \Y
Verificar que o filtro imagem direta  (cf. a alínea j) acima) é um ultrafiltro de 0Ð Ñ ] ÞY
Sugestão: Utilizar a caracterização alternativa dos ultrafiltros referida na alínea n)
acima; Se  e , reparar que o conjunto  nãoF § ] F Â 0Ð Ñ E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − F×Y
pertence a .Y

Ex 1.6.34 (Limite de uma aplicação segundo um filtro) Sejam  um conjunto e  um\ Y
filtro próprio de . Sejam  um espaço topológico e  uma aplicação.\ ] 0À\ Ä ]
Diz-se que  é um  da aplicação    se o filtro próprio, − ] 0limite segundo o filtro Y
0Ð Ñ ] ,Y  de  (cf. a alínea j) do exercício ) tiver limite , isto é, se para cada1.6.33
vizinhança  de  em  existir  tal que .[ , ] E − 0ÐEÑ § FY
a) (limite de aplicação num ponto como limite segundo um filtro) Reparar que, se
\ ] \ § \ B − \ \ 0À\ Ä ] e  são espaços topológicos, ,  é aderente a  e  é umaw w w

!

aplicação, então  tem um limite  quando  se, e só se,  é um limite0ÐBÑ , − ] B Ä B ,!

de  segundo o filtro , restrição a  do filtro das vizinhanças de  em .0 \ B \iB !Î\
w

! w

b) (Topologia associada a um filtro) Sejam  um conjunto,  um filtro próprio de\ Y

\ ‡ \ \ œ \  Ö‡×s e  um elemento não pertencente a  e consideremos o conjunto .
Verificar que se pode definir uma topologia em  (que diremos ser a associada ao\s

filtro ) pela condição de as vizinhanças de um ponto  serem os subconjuntosY B − \

de  que contêm  e de as vizinhanças de  serem os conjuntos da forma \ B ‡ E  Ö‡×s

com . Verificar que  é aderente a , que a topologia induzida em  pelaE − ‡ \ \Y

topologia de  é a topologia discreta e que o filtro restrição a  do filtro das\ \s

vizinhanças de  em  é o filtro . Verificar ainda que a topologia de  é de‡ \ \s sY
Hausdorff se, e só se, o filtro  não estiver contido em nenhum filtro principalY
próprio.
c) (Limite segundo um filtro como limite de uma aplicação num ponto) Na
sequência de b), consideremos um espaço topológico  e uma aplicação .] 0À\ Ä ]
Verificar que  é limite de  segundo o filtro  se, e só se,  for limite de , − ] 0 , 0ÐBÑY

quando , quando se encara  como parte do espaço topológico .  AB Ä ‡ \ \s Nota:
importância desta conclusão está na possibilidade de aplicar aos limites de uma
aplicação segundo um filtro propriedades já conhecidas para os limites de uma
aplicação num ponto aderente ao domínio.

Ex 1.6.35 (Aplicação a uma noção “estranha” de pseudolimite) Seja  um conjuntoM
infinito, sobre o qual consideramos a topologia discreta, e seja  o respetivo filtro deY

Fréchet (cf. a alínea c) do exercício ). Consideremos em  a1.6.33 M œ M  Ö_×s

topologia do compactificado de Alexandroff de  (cf. ).M 1.6.51
a) Reparar que a topologia de  coincide com a associada ao filtro , no sentidoMs Y
referido na alínea b) do exercício .1.6.34
b) Mostrar que existe uma forma (não construtiva) de associar a cada família limitada
de números reais  um número real (que chamaremos  da família)Ð+ Ñ3 3−M pseudolimite
de modo que se verifiquem as seguintes propriedades: O pseudolimite da famíliab ) 1

limitada  é um dos seus sublimites quando , em particular se a famíliaÐ+ Ñ 3 p_3 3−M

tem limite quando  então o seu pseudolimite coincidem com o limite; O3 p_ b ) 2

pseudo limite duma soma é igual à soma dos pseudolimites;  O pseudolimite dumb )3
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produto é igual ao produto dos pseudolimites;  O pseudolimite da família dosb )4

valores absolutos é o valor absoluto do pseudolimite da família limitada de partido;
b )5  A propriedade análoga à precedente, que o leitor enunciará sem dificuldade, com
a função “valor absoluto” substituída por uma função contínua cujo domínio seja ‘
ou, mais geralmente, um subconjunto fechado de .  Considerar um‘ Sugestão:
ultrafiltro  de  tal que  e reparar que, pela compacidade dos fechados eZ Y ZM §
limitados de , qualquer família limitada , encarada como aplicação de‘ Ð+ Ñ3 3−M

domínio , admite limite segundo o ultrafiltro , definindo esse limite como sendo oM Z
pseudolimite.

§7. Compacidade e completude em espaços métricos.

Vamos estudar nesta secção outras propriedades dos espaços compactos
que só fazem sentido, ou só são válidas, no contexto dos espaços métri-
cos. Note-se que algumas das propriedades deste tipo, nomeadamente
1.6.14 1.6.15 1.6.27 1.6.28, ,  e , já foram referidas na secção precedente.
Examinaremos, para começar, a noção de espaço métrico completo que
tem relações importantes com as propriedades de compacidade.

1.7.1 Sejam  um espaço topológico,  um espaço métrico, \ ] E § \ B − \, !

aderente a  e  uma aplicação. Diz-se que  verifica a E 0ÀE Ä ] 0 condição de
Cauchy quando  se qualquer que seja  existe uma vizinhança BpB  ! Z! $
de  em  tal que, sempre que ,B \ Bß B − Z  E!

w

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w $. 99

1.7.2 (Caracterização pelos sistemas fundamentais de vizinhanças) Nas
condições anteriores, se  for um sistema fundamental de vizinhanças deUB!

B \ 0 BpB! ! em , a aplicação  verifica a condição de Cauchy quando  se, e só
se, qualquer que seja  existe  tal que, quaisquer que sejam$ U ! Z − B!

Bß B − Z  E .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w w, venha .$
Dem:100 Se a condição no enunciado for verdadeira então, uma vez que cada
Z − B 0UB !!

 é, em particular, uma vizinhança de , concluímos que  verifica a
condição de Cauchy quando . Reciprocamente, se  verifica aBpB 0!

condição de Cauchy quando  então, dado , podemos começar porBpB  !! $
considerar uma vizinhança  de  tal que para  se tenhaZ B Bß B − Z  Ew w w

!

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Z − Z § Zw w
B$ U e então podemos considerar  tal que 
!

99De forma pouco precisa mas sugestiva, se  e  estão suficientemente próximos de B B Bw
!

então  e  estão próximos um do outro.0ÐBÑ 0ÐB Ñw

100Esta demonstração é naturalmente previsível, sendo mais um exemplo de como
propriedades definidas a partir de vizinhanças arbitrárias podem ser equivalentemente
reformuladas a partir de sistemas fundamentais de vizinhanças arbitrários.
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tendo-se evidentemente ainda  sempre que ,.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Bß B − Z  Ew w$
o que mostra que é válida a condição do enunciado. 

1.7.3 (O caso particular das sucessões generalizadas) Sejam  um espaço]
métrico e consideremos uma -sucessão ou, mais geralmente, uma sucessão
generalizada . Lembrando que uma tal sucessão não é mais do queÐC Ñ4 4−N

uma aplicação de  para , onde  é um subconjunto do espaço topológicoN ] N
N œ N  Ö_× _, tendo  como ponto aderente (cf. ), faz sentido1.2.61
considerar as sucessões generalizadas que verificam a condição de Cauchy
quando , sucessões essas que serão chamadas simplesmente 4p_ suces-
sões generalizadas de Cauchy.
As sucessões generalizadas de Cauchy  podem ser caracterizadas pelaÐC Ñ4 4−N

condição de para cada  existir um índice  tal que, quaisquer que sejam$  ! 4!
4ß 4 ¤ 4 .ÐB ß B Ñ w

! 4 4, ter-se  (trata-se de um caso particular da condiçãow $
referida em , onde se toma para sistema fundamental de vizinhanças de1.7.2
_ N em  o referido em ).1.2.61

1.7.4 (Lipschitz-invariância da condição de Cauchy) Seja  um conjunto]
sobre o qual consideramos duas métricas Lipschitz-equivalentes  e . .w (cf.
1.1.26). ,  aderente a  eSejam  um espaço topológico, \ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä ] 0 uma aplicação. Tem-se então que  verifica a condição de Cauchy
quando , quando se considera em  a métrica  se, e só se, issoBpB ] .!

acontece quando se considera em  a métrica . ] .w 101

Dem: Sejam  e  constantes tais que, quaisquer que sejamQ  ! Q  !w

Bß C − \,

. ÐBß CÑ Ÿ Q .ÐBß CÑ .ÐBß CÑ Ÿ Q . ÐBß CÑw w w, .

Suponhamos que  verifica a condição de Cauchy relativamente à métrica .0 .
Dado  arbitrário, podemos considera uma vizinhança  de  em  tal$  ! Z B \!

que quaisquer que sejam  se tenha .Bß B − Z  E .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w w
Q
$

Quaisquer que sejam  tem-se entãoBß B − Z  Ew

. Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Q œ
Q

w w w $
$,

o que mostra que  verifica a condição de Cauchy relativamente a . Do0 .w

mesmo modo se verifica que se  verifica a condição de Cauchy0
relativamente a  então  também verifica a condição de Cauchy. 0w

relativamente a .. 

1.7.5 (Limites e condição de Cauchy) Sejam  um espaço topológico,  um\ ]
espaço métrico, E § \ B − \ E 0ÀE Ä ],  aderente a  e  uma aplicação!

admitindo um limite  quando . Então  verifica a condição de, − ] BpB 0!

101O exercício  adiante mostra que a conclusão deixa de ser verdadeira se pedirmos1.7.2
apenas que as métricas sejam topologicamente equivalentes.
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Cauchy quando .BpB!
102

Dem: Seja  arbitrário. Considerando a vizinhança  de  em ,$  ! F Ð,Ñ , ]$Î#

podemos considerar uma vizinhança  de  em  tal que sempre queZ B \!

B − Z  E 0ÐBÑ − F Ð,Ñ Bß B − Z  E se tenha . Dados  tem-se assim que$Î#
w

0 ÐBÑß 0 ÐB Ñ − F Ð,Ñw
Î#$  e portanto

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐBÑß ,Ñ  .Ð,ß 0ÐB ÑÑ   œ
# #

w w $ $
$,

o que mostra que  verifica a condição de Cauchy quando .0 BpB! 

1.7.6 (Condição de Cauchy e sublimites)  Sejam  um espaço topológico, \ ]
um espaço métrico, E § \ B − \ E 0ÀE Ä ],  aderente a  e  uma aplicação!

verificando a condição de Cauchy quando  e admitindo um sublimiteBpB!

, − ] BpB 0ÐBÑp , BpB quando . Tem-se então mesmo o limite  quando .! !

Dem: Seja  arbitrário. Tendo em conta a condição de Cauchy, podemos$  !
considear uma vizinhança  de  tal que, quaisquer que sejamZ B!

Bß B − E  Z .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w w
#, venha . Tendo em conta a caracterização$

dos sublimites na alínea a) de , considerando a bola aberta  como1.6.1 F Ð,Ñ$Î#

vizinhança de , podemos considerar um elemento  tal que, B − Z  E"

0ÐB Ñ − F Ð,Ñ B − Z  E" Î#$ . Para cada  vemos agora que

.Ð0ÐBÑß ,Ñ Ÿ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  .Ð0ÐB Ñß ,Ñ   œ
# #

" "
$ $

$,

ou seja, . Tendo em conta o facto de as bolas abertas de centro0ÐBÑ − F Ð,Ñ$

, , constituirem um sistema fundamental de vizinhanças de , concluímos
assim que  quando .0ÐBÑp , BpB! 

1.7.7 (Espaços métricos completos) Diz-se que um espaço métrico  é]
completo se, quaisquer que sejam o espaço topológico , o subconjunto\
E § \ B − \ E 0ÀE Ä ], o ponto  aderente a  e a aplicação  verificando a!

condição de Cauchy quando , existir  tal que  quandoB B , − ] 0ÐBÑ ,p p!

B Bp !.103

Repare-se que, tendo em conta , se o espaço métrico  for completo,1.7.4 ]
relativamente à sua métrica , então continua completo se substituirmos a sua.
métrica  por uma métrica . .w que lhe seja Lipschitz-equivalente.104

Uma vez que o limite de uma sucessão generalizada de elementos de um
espaço métrico  é um caso particular do limite de uma função num ponto]
aderente o domínio, podemos garantir que se  é um espaço métrico]
completo então qualquer sucessão generalizada de Cauchy de elementos de
] ] tem algum elemento de  como limite, em particular, qualquer -sucessão
de Cauchy de elementos de  tem algum elemento de  como limite.] ]

102Em linguagem mais sugestiva, a convergência implica a condição de Cauchy.
103Em linguagem mais sugestiva, se a condição de Cauchy implicar a convergência.
104Mas não necessariamente se substituirmos a métrica por uma que seja somente topolo-
gicamente equivalente (cf. o exercício  adiante).1.7.2
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Ao contrário do que seríamos talvez levados a pensar, a existência de
limite para -sucessões de Cauchy arbitrárias já é suficiente, como vere-
mos a seguir, para garantir que um espaço métrico é completo. É, aliás,
através dessa propriedade que os espaços métricos completos são frequen-
temente definidos.

1.7.8 (Caracterização sequencial da completude)  Seja  um espaço métrico]
tal que qualquer -sucessão de Cauchy de elementos de  seja convergente.]
O espaço métrico  é então completo.]
Dem: ,  aderente a  eSejam  um espaço topológico, \ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä ] BpB uma aplicação verificando a condição de Cauchy quando .!
Consideremos, para cada , uma vizinhança  de  em  tal que,8 − Z B \ 8 !

quaisquer que sejam ,Bß B − Z  Ew
8

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ 
"

8
w .   (1)

Para cada , o facto de  ser aderente a  e de  ser8 − B E Z  Z â Z ! " # 8

uma vizinhança de  permite-nos escolher um elementoB!

B − ÐZ  Z â Z Ñ  E8 " # 8 .   (2)

Verifiquemos agora que a -sucessão dos elementos  é uma sucessão 0ÐB Ñ8
de Cauchy de elementos de . Ora, dado  arbitrário, podemos]  !$
considerar  tal que  e então, quaisquer que sejam  o8 −  8ß 8   8! !

"
8

w $
!

facto de  e  pertencerem ambos a  implica queB B Z  E8 8 8w
!

.Ð0ÐB Ñß 0 ÐB ÑÑ  
"

8
8 8

!

w $,

o que mostra que temos efetivamente uma -sucessão de Cauchy de
elementos de . A hipótese que estamos a fazer garante assim a existência de]
, − ] 0ÐB Ñp , 0ÐBÑp , tal que . Vamos mostrar que se tem também 8

quando , o que mostrará que  é efetivamente completo.BpB ]!

Seja então  arbitrário. O facto de se ter  permite-nos$  ! 0ÐB Ñp ,8

considerar  tal que para cada  se tenha .8 − 8   8 .Ð0ÐB Ñß ,Ñ " " 8 # $

Escolhamos  tal que  e seja  o maior dos números naturais 8 −  8 8# "
"
8 #
#

$

e . Considerando a vizinhança  de  em , vemos que, qualquer que8 Z B \# 8 !

seja  tem-se, por (1) e (2),B − Z  E8

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Ÿ 
" "

8 8 #
8

#

$

e portanto, por ser também ,8   8"
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.Ð0ÐBÑß ,Ñ Ÿ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  .Ð0ÐB Ñß ,Ñ   œ
# #

8 8
$ $

$,

o que mostra que se tem efetivamente  quando .0ÐBÑp , BpB! 

1.7.9 (Os compactos são completos)  Se  é um espaço métrico compacto,]
então  é completo.]
Dem: Sejam ,  aderente a  e\ E um espaço topológico, § \ B − \ E!

0 ÀE Ä ] BpB uma aplicação verificando a condição de Cauchy quando .!
Tendo em conta a definição de espaço compacto em , a aplicação 1.6.17 0
admite algum sublimite  quando  e decorre então de  que se, − ] BpB! 1.7.6
tem mesmo  quando .0ÐBÑp , BpB! 

A propriedade precedente permite nalguns casos também provar que são
completos certos espaços não compactos. Por exemplo:

1.7.10 (  é completo) ‘8  O espaço , com a sua métrica usual, é completo. Mais‘
geralmente, para cada , o espaço , com a métrica do máximo  (cf.8   " .‘8

_

1.1.8) é completo.
É claro que  com a métrica euclidiana  também é completo uma vez que‘8

#.
as métricas  e  são Lipschitz-equivalentes (cf.  e ).. ._ # 1.1.27 1.7.7
Dem: Sejam ,  aderente a  e\ E um espaço topológico, § \ B − \ E!

0 ÀE Ä BpB‘8
! uma aplicação verificando a condição de Cauchy quando .

Em particular, podemos garantir a existência de uma vizinhança  de  emZ B!

\ Bß B − E  Z . Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  " tal que, quaisquer que seja  se tenha  ew w
_

portanto, fixando um elemento , para cada , a imagemB − E  Z B − E  Z"

0ÐBÑ F Ð0ÐB ÑÑ pertence à bola fechada  que é um subconjunto compacto de" "

‘8, por ser fechado e limitado (cf. ) e portanto um espaço métrico1.6.33
completo para a métrica induzida pela de . Reparemos que se tem‘8

E œ ÐE  Z Ñ  ÐE Ï Z Ñ,

onde  não é aderente a  (por a sua vizinhança  não ter pontos nesteB E Ï Z Z!

conjunto) e portanto  é aderente a . Uma vez que a restrição de  aB E  Z 0!

E  Z E  Z Ä F Ð0ÐB ÑÑ, como aplicação , verifica ainda trivialmente a" "

condição de Cauchy quando , podemos concluir a existência deBpB!

, − F Ð0ÐB ÑÑ 0 , BpB" " !ÎEZ tal que a restrição  tenha limite  quando  e daqui
podemos concluir que  também tem limite  quando  (cf. a0 ÀE Ä , BpB‘8

!

alínea b) de ).1.2.37 

1.7.11 (Completude da métrica da convergência uniforme)  Sejam  umM
conjunto não vazio de índices e  um espaço métrico completo e]
consideremos no espaço  de todas as aplicações limitadas  aÐMß ] Ñ M Ä ]
métrica  da convergência uniforme, definida em . Tem-se então que._ 1.1.20
ÐMß ] Ñ é um espaço métrico completo.
Dem: Sejam ,  aderente a  e\ E um espaço topológico, § \ B − \ E!
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0 ÀE Ä BpBÐMß ] Ñ verificando a condição de Cauchy quando . Para cada!

3 − M 0 ÀE Ä ] consideremos a aplicação coordenada  definida por3

0 ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑÑ3 3−M

(como noutras ocasiões, revela-se cómodo encarar os elementos de ÐMß ] Ñ
como famílias indexadas em ). Comecemos por reparar que para cada M 3 − M
a aplicação 0 ÀE Ä ]3  também verifica a condição de Cauchy quando
BpB  !!. Ora, isso resulta de que, dado  arbitrário, podemos considerar$
uma vizinhança  de  em  tal que sempre que , se tenhaZ B \ Bß B − Z  E!

w

. Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Bß B − Z  E_
w w$ tendo-se então para 

.Ð0 ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ Ÿ . Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ 3 3 _
w w $.

O facto de  ser completo permite-nos assim considerar, para cada , um] 3 − M
elemento  tal que  quando . Para terminar a, − ] 0 ÐBÑp , BpB3 3 3 !

demonstração resta-nos mostrar que  é uma aplicação limitada ,Ð, Ñ M Ä ]3 3−M

isto é, um elemento de ÐMß ] Ñ 0ÐBÑ Ð, Ñ B B e que  quando , factosp p3 3−M !

esses cuja justificação será examinada simultaneamente. Seja então $  !
arbitrário. Comecemos por considerar uma vizinhança  de  em  tal que,Z B \!

sempre que  se tenha . Consideremos umBß B − Z  E . Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w w
_ #

$

elemento  arbitrário. Reparemos que, para cada  vem,B − Z  E B − Z  E"

para cada ,3 − M

.Ð0 ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ Ÿ . Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ 
#

3 3 " _ "
$

   (1)

e portanto por a restrição de  a  ainda ter limite  quando  (cf.0 Z  E , Bp+3 3

1.2.39), condição que, por , implica que1.4.22

lim
Bp+

B−Z E

3 3 " 3 3 ".Ð0 ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ œ .Ð, ß 0 ÐB ÑÑ,

podemos concluir de (1), tendo em conta , que para cada 1.2.53 3 − M

.Ð, ß 0 ÐB ÑÑ Ÿ
#

3 3 "
$

.   (2)

Uma vez que  é uma aplicação limitada, podemos escolher Ð0 ÐB ÑÑ - − ]3 " 3−M

e  tais que   para cada  e então, para cada ,V   ! .Ð0 ÐB Ñß -Ñ Ÿ V 3 − M 3 − M3 "

.Ð, ß -Ñ Ÿ .Ð, ß 0 ÐB ÑÑ  .Ð0 ÐB Ñß -Ñ Ÿ Q
#

3 3 3 " 3 "
$

,

o que implica que se tem efetivamente . Podemos agoraÐ, Ñ − ÐMß ] Ñ3 3−M 
deduzir de (2) que

. ÐÐ, Ñ ß 0 ÐB ÑÑ œ . ÐÐ, Ñ ß Ð0 ÐB ÑÑ Ñ Ÿ 
#

_ 3 3−M " _ 3 3−M 3 " 3−M
$

$,
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o que, tendo em conta a arbitrariedade do elemento , prova queB − Z  E"

se tem efetivamente 0ÐBÑ Ð, Ñ B Bp p3 3−M ! quando . 

1.7.12 (Completude dum produto cartesiano) Sejam  um conjunto finito nãoM
vazio de índices e, para cada ,  um espaço métrico completo, com3 − M ]3

métrica . Considerando então no produto cartesiano  a métrica do. ]3 3
3−M

#
máximo, definida por

.ÐÐB Ñ ß ÐC Ñ Ñ œ . ÐB ß C Ñ3 3−M 3 3−M 3 3 3
3−M

max ,

que sabemos definir a topologia produto (cf. ), tem-se que  é1.5.17 #
3−M

3]

também um espaço métrico completo.105

Dem: Sejam ,  aderente a  e\ E um espaço topológico, § \ B − \ E!

0 ÀE Ä BpB#
3−M

3]  verificando a condição de Cauchy quando . Para cada!

3 − M 0 ÀE Ä ] consideremos a aplicação coordenada  definida por3 3

0 ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑÑ3 3−M

Comecemos por reparar que para cada  a aplicação 3 − M 0 ÀE Ä ]3 3 também
verifica a condição de Cauchy quando . Ora, isso resulta de que, dadoBpB!

$  ! Z B \ arbitrário, podemos considerar uma vizinhança  de  em  tal que!

sempre que , se tenha  tendo-se então paraBß B − Z  E .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w w $
Bß B − Z  Ew

. Ð0 ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ 3 3 3
w w $.

O facto de cada  ser completo permite-nos assim considerar, para cada]3

3 − M , − ] 0 ÐBÑp , BpB, um elemento  tal que  quando . Pela3 3 3 3 !

caracterização da topologia produto tem-se então  quando0ÐBÑp Ð, Ñ3 3−M

BpB!. 

1.7.13 (Subconjuntos completos) Se  é um espaço métrico, diz-se que ] F § ]
é um subconjunto completo se for um espaço métrico completo quando
munido da métrica induzida. Tem-se então:
a) Se  é um subconjunto completo de  então  é fechado em .F ] F ]
b) Se  é um espaço métrico completo e  é um subconjunto fechado,] F § ]
então  é um subconjunto completo.F 106

Dem: a) Suponhamos que , com a métrica induzida, é um espaço completo.F
Seja  aderente a . Podemos considerar a inclusão , que temC − ] F ÀF Ä ]! +

105Repare-se na existência de alguma analogia com a métrica  considerada em :._ 1.7.11
No caso em que todos os espaços métricos  são iguais a um espaço métrico , o] ]3

produto cartesiano  é igual a  e a métrica do máximo é a métrica#
3−M

3] E:ÐMß ] Ñ œ ÐMß ] Ñ

._. Esta analogia acaba por ter tradução na semelhança das demonstrações.
106Comparar com a propriedade, de certa forma paralela, dos subconjuntos compactos de
um espaço topológico examinada em .1.6.21
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limite  quando  (cf. a alínea b) de ) e portanto verifica aC C p C! ! 1.2.30
condição de Cauchy quando , o que é trivialmente equivalente aC p C!
verificar essa condição de Cauchy quando o espaço métrico de chegada é .F
Uma vez que  é completo podemos concluir a existência de  tal queF C − F"

+ +ÐCÑp C C p C ÐCÑp C C p C" ! ! ! quando  e, por ser também  quando , a
unicidade do limite implica que , portanto . Ficou assimC œ C C − F" ! !

provado que  é fechado em .F ]
b) Suponhamos que  é completo e que  é fechado. Sejam  um] F § ] \
espaço topológico, ,  aderente a  e  uma aplicaçãoE § \ B − \ E 0ÀE Ä F!

verificando a condição de Cauchy quando . Uma vez que  verificaBpB 0!

trivialmente também a condição de Cauchy quando se considera  como]
espaço de chegada, o facto de  ser completo implica a existência de ] , − ]
tal que  quando . Tem-se então  aderente a  (cf. ) e0ÐBÑp , BpB , F! 1.2.40
portanto , o que implica que  tem limite em  quando, − F 0ÀE Ä F F
BpB F!. Ficou assim provado que  é um espaço métrico completo. 

1.7.14 (Corolário) Sejam  um espaço topológico compacto não vazio e  um\ ]
espaço métrico. Consideremos o conjunto  das aplicaVÐ\ß ] Ñ ções contínuas
0 À\ Ä ] Ð\ß ] Ñ, que é um subconjunto do espaço métrico  (cf. ), 1.1.20
com a métrica , onde a topologia associada é a induzida pela da._
convergência uniforme (cf. ). Quando  é completo  é um1.2.77 ] VÐ\ß ] Ñ
espaço métrico completo.
Dem: O facto de se ter  resulta de  e .  BastaVÐ\ß ] Ñ § Ð\ß ] Ñ 1.6.24 1.6.27
agora recordar que o espaço métrico  é completo (cf. ) eÐ\ß ] Ñ 1.7.11
reparar que  é fechado em , por ser fechado em ,VÐ\ß ] Ñ Ð\ß ] Ñ E:Ð\ß ] Ñ
com a topologia da convergência uniforme (cf. ).1.4.32 

O resultado que examinamos a seguir está na origem de muitas aplicações
importantes dos espaços métricos completos, por exemplo em Análise
Matemática. Será cómodo estabelecer antes um lema que teremos ocasião
de voltar a aplicar mais adiante.

1.7.15 (Lema) Sejam  um espaço métrico e  uma \ ÐB Ñ8 8− -sucessão tal que,
para certas constantes  e , tem-se+  ! ! Ÿ Q  "

.ÐB ß B Ñ Ÿ +Q8 8"
8

para todo . Tem-se então, sempre que ,8 − 8ß 8   8 w
!

.ÐB ß B Ñ 
+Q

" Q
8 8

8

w

!

 ,

em particular esta sucessão é uma sucessão de Cauchy.
Dem: Comecemos por mostrar que, sempre que  e , tem-se8 − :   !

.ÐB ß B Ñ Ÿ
+Q

" Q
8 8:

8

.
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Esta desigualdade é trivial se  e, se , resulta da hipótese do: œ ! : œ "
enunciado uma vez que . Se  podemos utilizar a desigualdade"

"Q Ÿ " :   #

triangular, eventualmente generalizada (cf. ), para escrever1.1.2

.ÐB ß B Ñ Ÿ .ÐB ß B Ñ  .ÐB ß B Ñ â .ÐB ß B Ñ Ÿ

Ÿ + Q Q âQ œ +Q Ÿ
" Q +Q

" Q " Q

8 8: 8 8" 8" 8# 8:" 8:

8 8" 8:" 8
: 8ˆ ‰ .

(lembrar a fórmula para a soma de  termos de uma progressão geométrica).:
A majoração para  sempre que  indicada no enunciado.ÐB ß B Ñ 8ß 8   88 8 !

w
w

resulta da desigualdade que obtivémos visto que, por simetria, pode já
supor-se que , e portanto  com , donde8 Ÿ 8 8 œ 8  : :   !w w

.ÐB ß B Ñ œ .ÐB ß B Ñ Ÿ Ÿ
+Q +Q

" Q " Q
8 8 8 8:

8 8

w

!

.

O facto de termos uma sucessão de Cauchy resulta agora de que, dado $  !
arbitrário, podemos escolher  tal que  (reparar que 8 −  8 È!

+Q +Q
"Q "Q $

8 8!

é uma sucessão de reais com limite ) e então sempre que  vem! 8ß 8   8w
!

.ÐB ß B Ñ 8 8w $. 

1.7.16 (Teorema do ponto fixo para aplicações contratantes) Sejam  um\
espaço métrico completo não vazio e 0 À\ Ä \ uma aplicação ,contratante
isto é, uma aplicação admitindo uma constante de Lipschitz  (cf.! Ÿ Q  "
1.4.3). Existe então um único elemento  tal que  (a um talB − \ 0ÐBÑ œ Bs s s
elemento dá-se o nome de  de ). Mais precisamente, se partirmosponto fixo 0
du elemento  arbitrário e definirmos recursivamente uma -sucessãoB − \! 
ÐB Ñ \ B œ 0ÐB Ñ B œ 0ÐB Ñ8 8− " ! 8" 8 de elementos de  por  e , esta sucessão
vai ter limite e esse limite é o ponto fixo.
Dem: Comecemos por mostrar que não pode haver mais que um ponto fixo
de . Ora, se  fossem pontos fixos distintos vinha˜0 Bß Bs

.ÐBß BÑ œ .Ð0ÐBÑß 0ÐBÑÑ Ÿ Q .ÐBß BÑs s s˜ ˜ ˜ ,

donde, por ser , vinha , contra a hipótese de ser .˜.ÐBß BÑ  ! Q   " Q  "s
Seja agora  arbitrário e definamos recursivamente a -sucessãoB − \! 
ÐB Ñ8 8− do modo referido no enunciado. Reparemos agora que para cada
8 −  tem-se

.ÐB ß B Ñ Ÿ .ÐB ß B ÑQ8 8" ! "
8.

Com efeito para  isso resulta de se ter8 œ "

.ÐB ß B Ñ œ .Ð0ÐB Ñß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q .ÐB ß B Ñ" # ! " ! "

e, supondo que o resultado vale para , obtemos, para ,8 œ : 8 œ :  "

.ÐB ß B Ñ œ .Ð0ÐB Ñß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q .ÐB ß B Ñ Ÿ

Ÿ Q .ÐB ß B ÑQ œ .ÐB ß B ÑQ

:" :# : :" : :"

! " ! "
: :".
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Podemos agora aplicar o lema  para garantir que esta -sucessão é de1.7.15 
Cauchy e portanto, por  ser completo, que existe  tal que .\ B − \ B pBs s8

Uma vez que a aplicação  é contínua (cf. ) e que  quando0 8  "p_1.4.3
8p_ podemos aplicar o resultado sobre o limite da aplicação composta
(cf. ) para garantir que a sucessão que a  associa  tem1.2.41 8 B œ 0ÐB Ñ8" 8

simultaneamente limite  e limite , o que implica que se tem efetiva-B 0ÐBÑs s
mente .0ÐBÑ œ Bs s 

1.7.17 (Versão paramétrica do teorema do ponto fixo) Sejam  um espaço]
topológico,  um espaço métrico completo não vazio e \ 0À ] ‚ \ Ä \ uma
aplicação verificando as hipóteses:
1) Existe  que seja uma constante de Lipschitz, para cada ,! Ÿ Q  " C − ]
da aplicação  definida por ;0 À\ Ä \ 0 ÐBÑ œ 0ÐCß BÑÐCÑ ÐCÑ

2) Para cada  é contínua a aplicação , .B − \ ] Ä \ C È 0ÐCß BÑ 107

É então contínua a aplicação  que a cada  associa o único1À ] Ä \ C − ]
ponto fixo  da aplicação contratante , isto é a definida pela1ÐCÑ 0 À\ Ä \ÐCÑ

condição de se ter

0ÐCß 1ÐCÑÑ œ 1ÐCÑ

para cada .C − ]
Dem: Provemos a continuidade de  num ponto , para o que1 C − ]!

consideramos  arbitrário. Tendo em conta a hipótese 2), consideremos$  !
uma vizinhança  de  em  tal que se tenhaZ C ]!

. 0ÐCß 1ÐC ÑÑß .ÐC ß 1ÐC ÑÑ  Ð" QÑˆ ‰! ! ! $

sempre que . Para cada  tem-se entãoC − Z C − Z

.Ð1ÐCÑß 1ÐC ÑÑ œ . 0ÐCß 1ÐCÑÑß .ÐC ß 1ÐC ÑÑ Ÿ

Ÿ . 0ÐCß 1ÐCÑÑß .ÐCß 1ÐC ÑÑ  . 0ÐCß 1ÐC ÑÑß .ÐC ß 1ÐC ÑÑ Ÿ

 Q.Ð1ÐCÑß 1ÐC ÑÑ  Ð" QÑ

! ! !

! ! ! !

!

ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰
$ ,

donde

Ð" QÑ.Ð1ÐCÑß 1ÐC ÑÑ  Ð" QÑ! $

e . Ficou assim  provada a continuidade de  em ..Ð1ÐCÑß 1ÐC ÑÑ  1 C! !$ 

1.7.18 (Propriedade do encaixe nos espaços métricos completos )108  Seja \
um espaço métrico completo e sejam  subconjuntos fechadosÐO Ñ8 8−

limitados não vazios de  tais que diam  e que, para cada ,\ ÐO Ñ ! 8 −8 p 
O § O O Á g8" 8 8

8−

. Tem-se então .+


109

107Condição verificada, em particular, se a aplicação  for contínua.0 À ] ‚ \ Ä \
108Comparar com .1.6.37
109Aliás, esta intersecção é necessariamente, como se verifica facilmente, um conjunto
unitário.
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Dem: Escolhamos, para cada , . Dado  arbitrário, existe8 − B − O  ! $8 8

8 ÐO Ñ  7ß8   8! 8 ! tal que diam  e então, para cada , tem-se
!

$
B − O § O B − O § O .ÐB ß B Ñ Ÿ ÐO Ñ 7 7 8 8 8 8 7 8 8! ! !

 e , donde diam .$
Provámos assim que  é uma sucessão de Cauchy, pelo que, por  serÐB Ñ \8 8−

completo, existe  tal que . Vemos agora que, para cada ,B − \ B B 8 −8 p 
tem-se, para todo o , , o que implica, por  ser7   8 B − O § O O7 7 8 8

fechado, que . Verificámos assim que  pertence à intersecção dosB − O B8

O8, o que mostra que esta intersecção não é vazia. 

Em geral. se  e  são espaços topológicos, sabemos que uma aplicação\ ]
0À\ Ä ] B − \ é contínua se for contínua em todos os pontos . No!

caso em que as topologias de  e de  são as associadas a métricas\ ]
definidas nestes conjuntos, a caracterização da continuidade num ponto
em termos de sistemas fundamentais de vizinhanças, neste caso os
constituídos pelas bolas abertas de centros  e  (cf. ),B 0ÐB Ñ! ! 1.4.1
mostra-nos que a continuidade de  equivale a exigir que, para cada0
B − \  !  ! .ÐB ß BÑ ! ! e cada , existe  tal que sempre que  venha$ & &
.Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ   !! $ &. Nesta caracterização o real  dependerá, em
geral, tanto de  como do ponto . A noção que apresentamos em$ B!

seguida corresponde à situação em que, para cada  podemos arranjar$  !
&  ! B − \ que sirva simultaneamente para todos os pontos  e é!

portanto mais forte que a noção simples de continuidade. Observe-se que
não faz sentido enunciar essa noção no contexto geral dos espaços
topológicos, a utilização das métricas tendo aqui um papel essencial.

1.7.19 (Aplicações uniformemente contínuas) Sejam  e  espaços métricos e\ ]
0À\ Ä ]  uma aplicação. Diz-se que a aplicação é uniformemente contínua
se para cada  existir  tal que sempre que  verificam$ & !  ! B ß B − \!

.ÐB ß BÑ  .Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ ! !& $ tem-se .
Repare-se que, toda a aplicação uniformemente contínua é, em particular,
uma aplicação contínua mas que a recíproca não é necessariamente válida
(para sublinhar a diferença chamam-se por vezes  assimplesmentes contínuas
aplicações contínuas, isto é aquelas para as quais apenas assumimos a
continuidade em cada ponto do domínio).
Repare-se também que se ,  e  são espaços métricos e  e\ ] ^ 0À\ Ä ]
1À ] Ä ^ 1 ‰ 0 À\ Ä ^ são aplicações uniformemente contínuas então  é
também uniformente contínua.
Dem: Se  podemos considerar  tal que sempre que $ & & !  ! .ÐC ß CÑ !

venha  e, seguidamente,  tal que sempre que.Ð1ÐC Ñß 1ÐCÑÑ   !!
w$ &

.ÐB ß BÑ  .Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ ! !
w& & venha  e então vem

.Ð1Ð0ÐB ÑÑß 1Ð0ÐBÑÑ ! $

sempre que ..ÐB ß BÑ !
w& 

1.7.20 (Exemplo) Consideremos a aplicação contínua 0 À Ä‘ ‘ definida por
0ÐBÑ œ B#, onde no domínio e no codomínio consideramos a métrica usual
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de . Esta aplicação não é uniformemente contínua.‘
Dem: Consideremos, por exemplo, . Qualquer que seja , podemos$ &œ "  !
considerar os elementos

B œ B œ 
" "

#
!

& &

&
,

de  para os quais vem‘

.ÐB ß BÑ œ 
#

!
&

&

e

.Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ œ   œ "   "
" "

# %
!

#

#

#¸ˆ ‰ ¸
& &

& &
. 

1.7.21 (O exemplo das aplicações lipschitzianas)  Se  e  são espaços\ ]
métricos toda a aplicação lipschitziana 0 À\ Ä ]  é uniformemente contínua.
Dem: Sendo  uma constante de Lipschitz para , constatamos que,Q  ! 0
dado  arbitrário, podemos tomar  tendo-se então, sempre que$ & ! œ $

Q

.ÐB ß BÑ ! &,

0Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ Ÿ Q .ÐB ß BÑ  Q œ! ! & $. 

1.7.22 (O exemplo das aplicações lineares) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados, sobre os quais se consideram as normas associadas. Se -À I Ä J
é uma aplicação linear contínua no ponto  então  é uniformemente! − I -
contínua, em particular contínua em todos os pontos.
Dem: Seja  arbitrário. Tendo em conta a continuidade de  em ,$ - ! !
podemos considerar  tal que sempre que  venha& & ! mBm œ .Ð!ß BÑ 
m ÐBÑm œ .Ð Ð!Ñß ÐBÑÑ  B ß B − I- - - $. Vemos agora que que, sempre que !

verificam  vem  donde.ÐB ß BÑ  mB  B m ! !& &

.Ð ÐB Ñß ÐBÑÑ œ m ÐBÑ  ÐB Ñm œ m ÐB  B Ñm - - - - - $! ! ! . 

1.7.23 (Aplicações uniformemente contínuas e condição de Cauchy) Sejam ]
e  espaços métricos e ^ 1À ] Ä ^  uma aplicação uniformemente contínua.
Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e \ E § \ B − \ E 0ÀE Ä ]!

uma aplicação verificando a condição de Cauchy quando  (cf. 1.7.1).BpB!

Tem-se então que  também verifica a condição de Cauchy1 ‰ 0 ÀE Ä ^
quando .BpB!

Dem: Seja  arbitrário. Podemos então considerar  tal que sempre$ & !  !
que  verificam  venha . Existe entãoCß C − ] .ÐCß C Ñ  .Ð1ÐCÑß 1ÐC ÑÑ w w w& $
uma vizinhança  de  em  tal que, sempre que  venhaZ B \ Bß B − Z  E!

w

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Bß B − Z  Ew w&. Sempre que  tem-se então
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.Ð1Ð0ÐBÑÑß 1Ð0ÐB ÑÑÑ w $,

o que mostra que  verifica efetivamente a condição de Cauchy1 ‰ 0 ÀE Ä ^
quando .BpB! 

1.7.24 (Corolário) Sejam  e  espaços métricos e ] ^ 1À ] Ä ^  uma aplicação
contínua bijetiva tal que  seja uniformemente contínua. Se  é1 À ^ Ä ] ]"

completo, então  é também completo.^
Dem: Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e\ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä ^ BpB uma aplicação verificando a condição de Cauchy quando .!
Tem-se então que  verifica a condição de Cauchy quando1 ‰ 0 ÀE Ä ]"

BpB ] , − ] 1 Ð0ÐBÑÑp ,!
" pelo que, por  ser completo, existe  tal que 

quando . Tendo em conta a continuidade de  tem-se entãoBpB 1!

0ÐBÑ œ 1Ð1 Ð0ÐBÑÑÑp 1Ð,Ñ"

quando , o que mostra que o espaço métrico  é completo.BpB ^! 

Vamos agora verificar que quando o domínio é um espaço métrico
compacto toda a função contínua é uniformemente contínua. De facto,
será útil provarmos um resultado um pouco mais forte que faz intervir a
noção de continuidade uniforme nos pontos de um dado subconjunto, que
generaliza simultaneamente a continuidade uniforme e a continuidade
simples.

1.7.25 Sejam  e  espaços métricos e \ ] 0À\ Ä ]  uma aplicação. Dado um
subconjunto , dizemos que  é E § \ 0 uniformemente contínua nos pontos de
E  !  ! B − E se para cada  existe  tal que quaisquer que sejam  e$ & !

B − \ .ÐB ß BÑ  .Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ  com  venha .! !& $
É claro que a condição anterior implica, em particular, que  é contínua em0
todos os pontos do subconjunto  (mas não necessariamente nos restantesE
elementos de ) e também implica que a restrição  é uniforme-\ 0 ÀE Ä ]ÎE

mente contínua (mas afirma mais do que isso, uma vez que na definição o
ponto  pertence a  mas o ponto  já não tem que pertencer a ).B E B E!

Repare-se que dizer que  é uniformemente contínua é o mesmo que dizer0
que  é uniformente contínua nos pontos de  e que dizer que  é0 \ 0
simplesmente contínua é o mesmo que dizer que  é uniformemente contínua0
nos pontos de cada um dos subconjuntos unitários .ÖB × § \!

1.7.26 (Compacidade e continuidade uniforme) Sejam  e  espaços\ ]
métricos, E § \ 0À\ Ä ] um subconjunto compacto e  uma aplicação
contínua nos pontos de . Então  é mesmo uniformemente contínua nosE 0
pontos de .E
Em particular, no caso em que  é compacto e  é simplesmente\ 0À\ Ä ]
contínua então  é uniformemente contínua.0
Dem: Seja  arbitrário. Temos que mostrar a existência de  tal que$ & !  !
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sempre que  e  verificam  venhaB − E B − \ .ÐB ß BÑ ! ! &
.Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ ! $ e, para isso, podemos já afastar o caso trivial em que
E œ g .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Bß B − \ e aquele em que  para quaisquer , casosw w$
em que qualquer  verifica as condições pedidas. Notemos ,& H ! § \ ‚\
com  o conjuntoH Á \ ‚\

H $œ ÖÐBß B Ñ − \ ‚\ ± .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  ×w w

e consideremos em  a métrica do máximo (cf. ) que define a\ ‚\ 1.5.17
respetiva topologia produto. Reparemos que, para cada  tem-seB − E!

.ÐÐB ß B Ñß Ð\ ‚\Ñ Ï Ñ  !! ! H .   (1)

Com efeito, pela continuidade de  no ponto , podemos considerar 0 B  !!
w&

tal que  sempre que  e então, sempre que.Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ  .ÐB ß BÑ ! !#
w$ &

.ÐÐB ß B Ñß ÐBß B ÑÑ  .ÐB ß BÑ  .ÐB ß B Ñ ! ! ! !
w w w w w& & &, ou seja  e , vem

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  .Ð0ÐB Ñß 0ÐB ÑÑ   œ
# #

w w
! !

$ $
$,

isto é, ; fica assim provado que  para cadaÐBß B Ñ − .ÐÐB ß B Ñß ÐBß B ÑÑ  w w w
! !H &

ÐBß B Ñ Â .ÐÐB ß B Ñß Ð\ ‚\Ñ Ï Ñ    !w w
! !H H & donde  como anunciado.

Tendo em conta  e  podemos agora tomar para  o mínimo1.4.22 1.6.26 &  !
sobre o compacto não vazio  da função contínuaE

E Ä Ó!ß_Ò B È .ÐÐB ß B Ñß Ð\ ‚\Ñ Ï Ñ, .! ! ! H

Com efeito, se ,  e , vemB − E B − \ .ÐB ß BÑ ! ! &

.ÐÐB ß B Ñß ÐB ß BÑÑ œ .ÐB ß BÑ  Ÿ .ÐÐB ß B Ñß Ð\ ‚\Ñ Ï Ñ! ! ! ! ! !& H ,

donde , isto é,  e .ÐB ß BÑ Â Ð\ ‚\Ñ Ï ÐB ß BÑ − .Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ ! ! !H H $ 

1.7.27 (Prolongamento de aplicações uniformemente contínuas) Sejam  e\
] E espaços métricos, o segundo dos quais completo, § \ um subconjunto
denso e  uma aplicação uniformemente contínua. Existe então uma0 ÀE Ä ]
única aplicação contínua  tal que  e esta aplicação é então0 À\ Ä ] 0 œ 0ÎE

mesmo uniformemente contínua.
Além disso, se  for uma aplicação isométrica o mesmo acontece ao0
prolongamento  e se  admitir uma constante de Lipschitz , o0 0 Q   !

prolongamento  admite a mesma constante de Lipschitz.0
Dem: Tendo em conta  e  a existência e unicidade de um tal1.4.30 1.4.31
prolongamento contínuo  estará assegurado se mostrarmos que0 À\ Ä ]
para cada  existe o limite de  quando  e, para isso,B − \ Ï E 0ÐBÑ BpB! !

tendo em conta o facto de  ser completo, bastará mostrar que  verifica a] 0
condição de Cauchy quando . Ora, dado , podemos considerarBpB  !! $
& & ! Bß B − E .ÐBß B Ñ  tal que sempre que  verificam  tem-sew w

.Ð0ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ  Bß B − F ÐB Ñ  Ew w
Î# !$ e daqui resulta que sempre que &

tem-se
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.ÐBß B Ñ Ÿ .ÐBß B Ñ  .ÐB ß B Ñ   œ
# #

w w
! !

& &
&

e portanto . Mostrámos assim que se verifica a condição.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w $
de Cauchy referida. Resta-nos mostrar que o prolongamento contínuo
0 À\ Ä ]  é mesmo uniformemente contínuo.
Seja então . Consideremos  tal que sempre que $ & !  ! Bß B − Ew

verificam  venha . Sejam agora  tais.ÐBß B Ñ  .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Cß C − \w w w
#& $

que . Uma vez que o limite de uma aplicação num ponto é.ÐCß C Ñ w
#
&

também sublimite desta nesse ponto, a caracterização dos sublimites na
alínea a) de 1.6.1 garante-nos a existência de

B − E  F ÐCÑ .Ð0ÐCÑß 0 ÐBÑÑ 
%

B − E  F ÐC Ñ .Ð0ÐC Ñß 0 ÐB ÑÑ 
%

&

&

Î%

w w w w
Î%

 com ,

 com ,

$

$

tendo-se então

.ÐBß B Ñ Ÿ .ÐBß CÑ  .ÐCß C Ñ  .ÐC ß B Ñ    œ
% # %

w w w w & & &
&

donde  e.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w
#
$

.Ð0ÐCÑß 0 ÐC ÑÑ Ÿ .Ð0ÐCÑß 0 ÐBÑÑ  .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  .Ð0ÐB Ñß 0ÐC ÑÑ 

   œ
% # %

w w w w

$ $ $
$.

Fica assim provada a continuidade uniforme de .0 À\ Ä ]
Reparemos agora que cada  é aderente a  (cf. ) eÐCß C Ñ − \ ‚\ E‚Ew 1.5.23
portanto, no caso em que  é constante de Lipschitz de , isto éQ 0

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ Q .ÐBß B Ñw w

para cada , resulta de  queÐBß B Ñ − E ‚ Ew 1.2.53

.Ð0ÐCÑß 0 ÐC ÑÑ œ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ

Ÿ Q .ÐBß B Ñ œ Q .ÐCß C Ñ

w w

ÐBßB Ñp ÐCßC Ñ

ÐBßB Ñp ÐCßC Ñ

w w

lim

lim

w w

w w
.

Do mesmo modo, no caso em que  é isométrica,0

.Ð0ÐCÑß 0 ÐC ÑÑ œ .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ œ

œ .ÐBß B Ñ œ .ÐCß C Ñ

w w

ÐBßB Ñp ÐCßC Ñ

ÐBßB Ñp ÐCßC Ñ

w w

lim

lim

w w

w w
. 

Vamos agora examinar um método de obter espaços métricos completos a
partir de outros que não o são necessariamente.
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1.7.28 (Completado dum espaço métrico) Seja  um espaço métrico. Diz-se\

que um espaço métrico \s \ é um  de  completado definido pela aplicação
0 À\ Ä \ \ 0 0Ð\Ñs s se  é completo,  é uma aplicação isométrica (cf. ) e 1.4.8
é um subconjunto denso de .\s

1.7.29 (Propriedade fundamental do completado) Sejam  um espaço\

métrico e \s s\ 0À\ Ä \ um completado de  definido pela aplicação . Sejam
] 1À\ Ä ] um espaço métrico completo e  uma aplicação uniformemente
contínua. Existe então uma, e uma só, aplicação contínua  tal que1À\ Ä ]s s

1Ð0ÐBÑÑ œ 1ÐBÑ B − \s  para cada  e esta aplicação contínua é mesmo
uniformemente contínua. Além disso, se  for uma aplicação isométrica então1
1s é também uma aplicação isométrica.
Dem: Uma vez que  é uma isometria, em particular0 À 0Ð\Ñ Ä \"

uniformemente contínua, podemos considerar a aplicação uniformemente
contínua  existindo então, por , uma única1 ‰ 0 À 0Ð\Ñ Ä ]" 1.7.27
aplicação contínua  cuja restrição a  seja , aplicação1À\ Ä ] 0Ð\Ñ 1 ‰ 0s s "

essa que é mesmo uniformemente contínua e é isométrica no caso em que ,1
e portanto , é isométrica. Tudo o que temos agora que reparar é que a1 ‰ 0"

condição de  ter restrição  a  é equivalente à de se ter1 1 ‰ 0 0Ð\Ñs "

1Ð0ÐBÑÑ œ 1ÐBÑ B − \s  para cada . 

1.7.30 (“Unicidade” do completado) Sejam  um espaço métrico e \ \s s\" # e 
dois completados de  definidos pelas aplicações  e\ 0 À\ Ä \s" "

0 À\ Ä \s# #, respetivamente. Tem-se então que a única aplicação contínua
1À\ Ä \ 1 ‰ 0 œ 0 \ \s s s s

" # " # " # tal que  é uma isometria de  sobre  tendo como
inversa a única aplicação contínua  tal que .2À\ Ä \ 2 ‰ 0 œ 0s s

# " # "

Dem: A existência e unicidade de uma aplicação contínua  tal1À\ Ä \s s
" #

que  e o facto de  ser uma aplicação isométrica resulta de  ser1 ‰ 0 œ 0 1 \s" # "

um competado de  definido por  e de  ser completo, tendo em conta\ 0 \s" #

1.7.29. O mesmo resultado e o facto de  ser também um completado de \ \s
#

definido por  e de  ser completo implica a existência e unicidade de uma0 \s# "

aplicação contínua  tal que  e o facto de  ser uma2À\ Ä \ 2 ‰ 0 œ 0 2s s
# " # "

uma aplicação isométrica. Uma vez que  é uma aplicação2 ‰ 1À\ Ä \s s
" "

contínua  tal que\ Ä \s s
" "

Ð2 ‰ 1Ñ ‰ 0 œ 2 ‰ Ð1 ‰ 0 Ñ œ 2 ‰ 0 œ 0 œ M. ‰ 0" " # " \ ""

implica, pela parte de unicidade de , que . Do mesmo1.7.29 2 ‰ 1 œ M.\s"

modo se verifica que  o que mostra que  é bijetivo e tem 1 ‰ 2 œ M. 1 2\s#

como aplicação inversa. 

1.7.31 (Exemplos triviais de completado) Sejam \s um espaço métrico
completo e  um subconjunto denso. Tem-se então que  é um\ § \ \s s

completado de  definido pela inclusão . Em particular, se  é um\ À\ Ä \ \s s+
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espaço métrico completo então  é um completado de si mesmo definido\s

pela aplicação identidade .M.À\ Ä \s s

1.7.32 (Construção geral de um completado) Seja  um espaço métrico não\
vazio.  Seja  um elemento fixado. Tem-se então:110 B − \!

a) Para cada  tem lugar uma aplicaB − \ ção limitada  definida0 − Ð\ß ÑB  ‘
por

0 ÐCÑ œ .ÐBß CÑ  .ÐB ß CÑB ! ,

para a qual se tem  para todo .l0 ÐCÑl Ÿ .ÐBß B Ñ C − \B !

b) Considerando em  a métrica da convergência uniforme  (cf. ‘Ð\ß Ñ ._
1.1.20), tem lugar uma aplicação isométrica  definida porF  ‘À\ Ä Ð\ß Ñ
FÐBÑ œ 0B.
c) Sendo  a aderência de  em , tem-se então que  define \ Ð\Ñ Ð\ß Ñ \s sF  ‘ F
como um completado de .\
Dem: Tendo em conta , podemos escrever1.1.3

l0 ÐCÑl œ l.ÐBß CÑ  .ÐB ß CÑl Ÿ .ÐBß B ÑB ! ! ,

o que mostra, em particular que a aplicação  é limitada, por ter0 À\ ÄB ‘
imagem contida na bola fechada de  de centro  e raio . Sejam‘ ! .ÐBß B Ñ!
agora . Para cada , tem-se mais uma vez por ,Bß B − \ C − \w 1.1.3

l0 ÐCÑ  0 ÐCÑl œ lÐ.ÐBß CÑ  .ÐB ß CÑÑ  Ð.ÐB ß CÑ  .ÐB ß CÑÑl œ

œ l.ÐBß CÑ  .ÐB ß CÑl Ÿ .ÐBß B Ñ
B B ! !

w

w w

w

e, para , vemC œ Bw

l0 ÐB Ñ  0 ÐB Ñl œ lÐ.ÐBß B Ñ  .ÐB ß B ÑÑ  Ð.ÐB ß B Ñ  .ÐB ß B ÑÑl œ

œ .ÐBß B Ñ
B B ! !

w w w w w w w

w

w

o que mostra que

. Ð0 ß 0 Ñ œ l0 ÐCÑ  0 ÐCÑl œ .ÐBß B_ B B B B
C−\

w
w wsup ).

Fica assim justificado o facto de a aplicação  ser isométrica de  paraF \
 ‘  ‘Ð\ß Ñ Ð\ß Ñ. Uma vez que o espaço métrico  é completo (cf. ) e1.7.11
portanto o subconjunto fechado  de , aderência de , também\ Ð\ß Ñ Ð\Ñs  ‘ F

é completo e uma vez que  é evidentemente denso na sua aderência ,FÐ\Ñ \s

concluímos que  é efetivamente um completado de  definido pela apli-\ \s

cação .F 

Passamos agora ao estudo de outras noções e propriedades envolvendo a
compacidade no contexto dos espaços métricos.

110O espaço métrico vazio é completo, e portanto um completado de si mesmo.
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1.7.33 (Número de Lebesgue duma cobertura aberta) Sejam  um espaço\
métrico compacto e  uma cobertura aberta de , isto é, uma famíliaÐY Ñ \4 4−N

de abertos de  cuja união é  (cf. ). Existe então \ \ 1.6.36 $  ! tal que
qualquer conjunto limitado não vazio  com diam  está contidoE § \ ÐEÑ Ÿ $
nalgum dos conjuntos . A um número  nestas condições dá-se oY  !4 $
nome de  da cobertura aberta.número de Lebesgue
Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que , caso em que basta\ œ g
tomar  arbitrário. Para cada  consideremos  tal que$  ! + − \ 4 − N+

+ − Y  ! F Ð+Ñ § Y4 + 4+ + +
 e  tal que . Uma vez que a união das bolas$ $

abertas , com , é igual a , a propriedade das coberturas emF Ð+Ñ + − \ \$+Î#

1.6.36 garante a existência de um número finito de pontos + ß +" #ßá ß +8 de
\ tal que

\ œ F Ð+ Ñ  F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ$ $ $+ + +" # 8Î# Î# Î#" # 8 .

Seja  o menor dos  números . Seja então$ $ $ $ ! 8 Î#ß Î#ßá ß Î#+ + +" # 8

E § \ ÐEÑ Ÿ um conjunto limitado não vazio com diam . Podemos então$
escolher um elemento  fixado e considerar  tal queB − E " Ÿ 5 Ÿ 8!

B − F Ð+ Ñ B − E .ÐB ß BÑ Ÿ! 5 !Î#$+5
. Tem-se então, para cada ,  donde$

.Ð+ ß BÑ Ÿ .Ð+ ß B Ñ  .ÐB ß BÑ  Î#  Ÿ5 5 ! ! + +$ $ $
5 5

,

o que mostra que . Provámos assim que .B − F Ð+ Ñ § Y E § Y$+ + +5 5 5
5 4 4 

1.7.34 (Conjuntos totalmente limitados)  Seja  um espaço métrico. Diz-se\
que um subconjunto E § \ é  se, qualquer que sejatotalmente limitado
<  ! E,  está contido nalguma união de um número finito de bolas abertas de
raio  e centro em , isto é, existem pontos  (onde )< \ + ß + ßá ß + − \ 5   !" # 5

tais que

E § F Ð+ Ñ  F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ< " < # < 5 . 111

Aos conjuntos totalmente limitados também se dá o nome de .precompactos
Diz-se que o espaço métrico  é  se o for enquanto\ totalmente limitado
subconjunto de .\

1.7.35 Seja  um espaço métrico\ . Tem-se então:
a) Se  é um conjunto compacto, então  é um subconjunto E § \ E totalmente
limitado totalmente limitado. Em particular, o conjunto vazio é .
b) Se  é um subconjunto  e , então  éE § \ E § E Etotalmente limitado w w

também um subconjunto .totalmente limitado
c) Se  e  são subconjuntos s então E § \ E § \ E Ew wtotalmente limitado
é também um subconjunto . Em consequência toda atotalmente limitado
união finita de subconjuntos s é ainda totalmente limitado totalmente
limitado.

111O facto de permitirmos que se tenha  destina-se a garantir que  é um5 œ ! g
subconjunto totalmente limitado, mesmo no caso em que .\ œ g
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d) Se  é um subconjunto  então a sua aderênciaE § \ totalmente limitado
ad  é também um subconjunto .ÐEÑ totalmente limitado
Dem:  Dado , a classe das bolas abertas , com , constituia) <  ! F Ð+Ñ + − \<

uma cobertura aberta de  e portanto a propriedade das coberturas em E 1.6.36
garante a existência de um número finito destas, portanto as correspondentes
a pontos , tais que+ ßá ß +" 5

E § F Ð+ Ñ  F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ< " < # < 5 .

b) Temos uma consequência imediata de que, se o conjunto  está contidoE
numa união

F Ð+ Ñ  F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ< " < # < 5 ,

o mesmo vai acontecer ao conjunto .Ew

c) Dado  arbitrário, podemos considerar pontos  e <  ! + ßá ß + , ßá ß ," 5 " j

de  tais que\

E § F Ð+ Ñ  F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ

E § F Ð, Ñ  F Ð, Ñ âF Ð, Ñ
< " < # < 5

w
< " < # < j

,
,

e então  constituem um conjunto finito de pontos para os+ ßá ß + ß , ßá ß ," 5 " j

quais

E  E § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ  F Ð, Ñ â F Ð, Ñw
< " < 5 < " < j .

d) Seja  arbitrário. Consideremos pontos  tais que<  ! + ßá ß + − \" 5

E § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ<Î# <Î#" 5 .

Para cada , a bola fechada  é um conjunto fechado que" Ÿ 4 Ÿ 5 F Ð+ Ñ<Î# 4

contém  e está contido em  (cf. a alínea a) de 1.2.20) pelo queF Ð+ Ñ F Ð+ Ñ<Î# 4 < 4

E F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ está contido no conjunto fechado , o que implica<Î# <Î#" 5

que

ad .ÐEÑ § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ<Î# <Î#" 5 < " < 5 

1.7.36 (Subconjuntos totalmente limitados e métricas induzidas) Seja  um\
espaço métrico. Um subconjunto E § \ é  se, e só se,totalmente limitado
quando munido da métrica induzida, fôr um espaço métrico totalmente
limitado ou seja, se, e só se, qualquer que seja   estiver contido numa<  ! E
união finita de bolas abertas de raio  com centro em , isto é, existirem< E
pontos  em  (e não só em  como na definição em ) tais+ ßá ß + E \" 5 1.7.34
que

E § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ< " < 5 .

Dem: Comecemos por reparar que, uma vez que para cada  e  a+ − E <  !
bola aberta de centro  e raio  do subespaço métrico  é igual a ,+ < E E  F Ð+Ñ<
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dizer que  é um espaço métrico totalmente limitado equivale a dizer que,E
para cada  existem pontos  em  tais que<  ! + ßá ß + E" 5

E œ ÐE  F Ð+ ÑÑ â  ÐE  F Ð+ ÑÑ< " < 5 ,

condição que é equivalente a

E § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ< " < 5 .

Suponhamos agora que , com a métrica induzida, é um espaço métricoE
totalmente limitado. Dado , podemos considerar pontos  em<  ! + ßá ß +" 5

E \, em particular em , tais que

E § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ< " < 5

o que mostra que  é um subconjunto  de .E \totalmente limitado
Suponhamos, reciprocamente, que  é um subconjunto E totalmente limitado
de  e seja  arbitrário. Consideremos pontos  tais que\ <  ! + ßá ß + − \" 5

E § F Ð+ Ñ âF Ð+ Ñ<Î# <Î#" 5 ,

reparando que não podemos garantir agora que estes pontos pertençam a .E
Podemos já supor que  para cada , dispensando os pontosE  F Ð+ Ñ Á g 4<Î# 4

+4 para os quais isso não aconteça, o que não prejudica a inclusão acima.
Para cada  escolhamos então um ponto  em  e" Ÿ 4 Ÿ 5 , E  F Ð+ Ñ4 4<Î#

reparemos que se tem

F Ð+ Ñ § F Ð, Ñ<Î# 4 < 4 ,

visto que se  vemB − F Ð+ Ñ<Î# 4

.ÐBß , Ñ Ÿ .ÐBß + Ñ  .Ð+ ß , Ñ   œ <
< <

# #
4 4 4 4 ,

portanto . Deduzimos daqui queB − F Ð, Ñ< 4

E § F Ð, Ñ âF Ð, Ñ< " < 5 ,

o que mostra que , com a métrica induzida, é um espaço métrico E totalmente
limitado.112 

1.7.37 (Compactos e totalmente limitados) Um espaço métrico  é compacto\
se, e só se, é  e completo.totalmente limitado
Dem: Já sabemos que se o espaço métrico  é compacto então é \ totalmente
limitado e completo (cf. a alínea a) de 1.7.35 e ).1.7.9
Para provar a recíproca, vamos verificar que se  é um espaço métrico\

112O leitor poderá perguntar-se porque razão não se exigiu na definição de subconjunto
totalmente limitado em  que os centros das bolas abertas pertencessem ao1.7.34
subconjunto, o que tornaria esta demonstração praticamente trivial. A explicação está em
que a propriedade elementar referida na alínea b) de  ficaria então com uma1.7.35
demonstração menos simples.
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totalmente limitado e não compacto então  não é completo e, para isso,\
vamos verificar a existência de uma -sucessão de Cauchy de elementos de
\ que não tem limite. Dividimos essa verificação em várias alíneas:
1) Pela propriedade das coberturas em , o facto de  não ser compacto1.6.36 \
permite-nos considerar uma família  de abertos de  de união  semÐY Ñ \ \4 4−N

subcobertura finita, isto é, tal que qualquer união finita de tais abertos seja
diferente de \Þ
2) Vamos construir recursivamente, para cada inteiro , um elemento8   !
B − \ F ÐB Ñ8 8"Î# de modo que:  A bola aberta  não esteja contida ema) 8

nenhuma união finita de abertos ;  Para cada ,Y 8   !4 b)

B − F ÐB Ñ8" 8"Î#8 .

Para construir  atendemos a que, por  ser , podemosB \! totalmente limitado
considerar um número finito de bolas abertas de centro em  e raio  cuja\ "
união seja  e tomamos para  o centro de uma dessas bolas abertas,\ B!

escolhida de modo que  não esteja contido em nenhuma união finitaF ÐB Ñ" !

de abertos  (se cada uma dessas bolas abertas estivesse contida nalgumaY4

união finita de abertos  então , que é uma união finita de tais bolas, seriaY \4

uma união finita de abertos , contrariando a hipótese em 1)). SuponhamosY4

agora que já definimos os elementos  com  verificando asB " Ÿ 4 Ÿ 84

condições a) e b). Uma vez que  é um subconjunto F ÐB Ñ"Î# 88 totalmente
limitado de  (cf. a alínea b) de 1.7.35) deduzimos de  e existência de\ 1.7.36
um número finito de bolas abertas de raio 1/2  e de centro em 8"

"Î# 8F ÐB Ñ8

cuja união contenha . Tomamos enfim para  o centro de umaF ÐB Ñ B"Î# 8 8"8

dessas bolas abertas, escolhida de modo que  não esteja contidoF ÐB Ñ"Î# 8"8"

em nenhuma união finita de abertos  (se cada uma dessas bolas estivesseY4

contida nalguma união finita de abertos  então , que está contidoY F ÐB Ñ4 8"Î#8

numa união finita de tais bolas, estaria contido numa união finita de abertos
Y B4 8, contrariando a hipótese em a) para o ponto ). Fica assim terminada a
construção recursiva dos elementos .B8

3) Uma vez que , o lema  garante que  é.ÐB ß B Ñ  "Î# ÐB Ñ8 8" 8 8−
8 1.7.15 

uma sucessão de Cauchy. Vamos verificar agora que esta sucessão não tem
limite o que terminará a prova de que o espaço métrico  não é completo.\
Seja então  arbitrário. Seja  tal que  e seja  tal que+ − \ 4 − N + − Y 8 −! 4 !!



F Ð+Ñ § Y"
#8!

!4 .

Vamos mostrar que para cada  tem-se8   8  "!

B Â F Ð+Ñ8 "

#8 "!
,

o que implicará que a sucessão não admite  como limite. Ora, se isso não+
acontecesse, vinha
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F ÐB Ñ § F Ð+Ñ § Y" "
# !8 #8

!8 4 ,

visto que para cada  tinha-seB − F ÐB Ñ"
#8

8

.ÐBß +Ñ Ÿ .ÐBß B Ñ  .ÐB ß BÑ   Ÿ
" " "

# # #
8 8 8 8 " 8! !

,

e a inclusão referida era absurda visto que, pela condição a) da definição
recursiva dos , a bola  não pode estar contida em nenhuma uniãoB F ÐB Ñ8 8"

#8

finita de conjuntos .Y4 

Vamos agora examinar algumas aplicações da caracterização anterior dos
espaços métricos compactos.

1.7.38 (Espaços topológicos sequencialmente compactos) Diz-se que um
espaço topológico  é  se qualquer \ sequencialmente compacto -sucessão
ÐB Ñ \8 8− de elementos de  tem algum sublimite estrito (cf. ).1.6.2

Note-se que não há, em geral, nenhuma relação de implicação entre a
compacidade e a compacidade sequencial de um espaço topológico: Num
espaço topológico compacto qualquer -sucessão tem certamente algum
sublimite mas poderá não ter sublimite estrito (cf. o exercício 1.7.8
adiante) e, por outro lado, a compacidade sequencial implica que qualquer
-sucessão tem sublimite mas não necessariamente que qualquer
aplicação tenha sublimite num ponto aderente ao seu domínio (cf. o
exercício  adiante). Vamos verificar que no quadro dos espaços1.7.7
métricos as duas noções já são equivalentes.

1.7.39 (Compacidade e compacidade sequencial nos espaços métricos) Um
espaço métrico  é compacto se, e só se, é sequencialmente compacto.\
Dem: Se o espaço métrico  é compacto então qualquer -sucessão \ ÐB Ñ 8 8−

de elementos de  admite algum sublimite  (os sublimites das\ , − \
 -sucessões são os seus sublimites, enquanto aplicação de domínio 
quando ) e, como verificámos em ,  é então mesmo um8p_ ,1.6.15
sublimite estrito, o que mostra que  é sequencialmente compacto.\
Suponhamos, reciprocamente, que o espaço métrico  é sequencialmente\
compacto. Vamos utilizar  para mostrar que  é compacto, isto é,1.7.37 \
vamos mostrar que  é completo e .\ totalmente limitado
Em primeiro lugar, se  é uma -sucessão de Cauchy, ela vai admitirÐB Ñ8 8− 
um sublimite estrito , que é, em particular um sublimite e portanto,, − \
tendo em conta , tem-se mesmo . Tendo em conta ,1.7.6 1.7.8B p ,8

concluímos que  é efetivamente completo.\
Para verificarmos que  é  vamos raciocinar por absurdo,\ totalmente limitado
supondo que isso não acontecia. Seja então  tal que  não seja união<  ! \
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finita de bolas abertas de raio . Podemos então construir recursivamente<
uma -sucessão , tomando  arbitrário e, conhecidos ÐB Ñ B − \8 8− "

B ßá ß B B" 8 8", escolhendo  pela condição de se ter

B Â F ÐB Ñ  F ÐB Ñ âF ÐB Ñ8" < " < # < 8 .

Para esta -sucessão tem-se  sempre que  pelo que não .ÐB ß B Ñ   < 7 Á 87 8

admite sublimite estrito, já que a sua restrição a qualquer parte infinita de 
não pode ter limite, por não verificar a condição de Cauchy quando .8p_
Uma vez que estamos a supor  sequencialmente compacto, obtivemos\
assim a contradição pretendida. 

1.7.40 (Separabilidade dos espaços métricos compactos) Se  é um espaço\
métrico compacto (ou, mais geralmente, ) então  é detotalmente limitado \
base contável, e portanto também separável.
Dem: Para cada natural , consideremos um número finito de pontos8
+ ßá ß + \ F Ð+ Ñ8ß" 8ßR 8ß4"Î88

 tais que  seja a união das bolas abertas  com
" Ÿ 4 Ÿ R8. Vamos verificar que o conjunto contável de todas estas bolas
abertas, para os diferentes  e , constitui uma base de abertos de , o que8 4 \
mostrará que  é de base contável, e portanto também separável (cf. ).\ 1.3.26
Ora, se  é um aberto de  e , podemos considerar  tal queY \ + − Y  !$
F Ð+Ñ § Y 8  4$

$ e, sendo então  tal que , podemos considerar  tal que"
8 #

+ − F Ð+ Ñ"Î8 8ß4 , tendo-se então

F Ð+ Ñ § F Ð+Ñ § Y"Î8 8ß4 $

já que, se  vemB − F Ð+ Ñ"Î8 8ß4

.Ð+ß BÑ Ÿ .Ð+ß + Ñ  .Ð+ ß BÑ   
" "

8 8
8ß4 8ß4 $. 

Vamos agora examinar o teorema de Ascoli que estabelece, em particular,
a compacidade de certos subconjuntos dos espaços métricos funcionais
VÐ\ß ] Ñ ] \, onde  é um espaço métrico e  é um espaço topológico
compacto e não vazio (cf. ).1.7.14

1.7.41 (Conjuntos equicontínuos de aplicações) Sejam  um espaço\
topológico e  um espaço métrico. Diz-se que um conjunto de aplicações]
T § E:Ð\ß ] Ñ B − \  ! é   se para cada  existirequicontínuo no ponto ! $
uma vizinhança  de  em  tal que para cada  e  se tenhaZ B \ 0 − B − Z! T
.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ ! $ T. Diz-se que  é  se for equicontínuo emequicontínuo
cada ponto .B − \!

Se  for equicontínuo em  então, evidentemente, cada  é contínuaT TB 0 −!

em . Reciprocamente, se  é uma aplicação contínua em  então  éB 0 B Ö0×! !

equicontínuo em .B!
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Repare-se ainda que se  é equicontínuo em  e T § E:Ð\ß ] Ñ B §!
wT T

então  é trivialmente ainda equicontínuo em .Tw
!B

1.7.42 (União de equicontínuos) Sejam  um espaço topológico e  um espaço\ ]
métrico. Se T Tß w w

!§ E:Ð\ß ] Ñ B  são equicontínuos em  então  éT T
equicontínuo em .B!

Em consequência uma união finita de subconjuntos de  equicon-E:Ð\ß ] Ñ
tínuos em  é ainda equicontínuo em .B B! !

Em particular, e uma vez que o conjunto vazio de aplicações é trivialmente
equicontínuo, podemos garantir que um conjunto finito de aplicações
contínuas em  é equicontínuo em .B B! !

Dem: Se  e  são equicontínuos em  então dado  podemosT T $w
!B  !

considerar vizinhanças  e  de  em  tais que para cada  e Z Z B \ 0 − B − Zw
! T

se tenha  e para cada  e  se tenha.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  B − Z 0 −!
w w$ T

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ  Z  Z B \! !
w$. Tem-se então que  é uma vizinhança de  em 

tal que para cada  e  vem , o queB − Z  Z 0 −  .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ w w
!T T $

mostra que  é equicontínuo em .T T Bw
! 

1.7.43 (Aderência de um equicontínuo para a topologia da convergência
simples) Sejam  um espaço topológico não vazio e  um espaço métrico e\ ]
consideremos em E:Ð\ß ] Ñ a topologia da convergência simples (cf.
1.2.82). Se  for um conjunto de aplicações equicontínuo numT § E:Ð\ß ] Ñ
ponto , então a sua aderência ad  é também um conjuntoB − \ Ð Ñ! T
equicontínuo em .B!

113

Dem: Seja  arbitrário. Consideremos uma vizinhança  de  em  tal$  ! Z B \!

que para cada  e cada  se tenha . Suponhamos1 − B − Z .Ð1ÐBÑß 1ÐB ÑÑ T ! $
$

agora que ad  e que . Consideremos a vizinhança (defi-0 − Ð Ñ B − Z Ð0ÑT Uh
nição em , agora com notação funcional) onde  é a1.2.82 h œ ÐY ÑB B −\w w

família com ,  e  para cada Y œ F Ð0ÐB ÑÑ Y œ F Ð0ÐBÑÑ Y œ \ BB ! B BÎ$ Î$
w

!
w$ $

diferente de  e de . Escolhendo  na vizinhança   tem-se entãoB B 1 − Ð0Ñ! T Uh

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ  .Ð1ÐBÑß 1ÐB ÑÑ  .Ð1ÐB Ñß 1ÐBÑÑ 

   œ
$ $ $

! ! !

$ $ $
$,

o que mostra que ad  é também equicontínuo em .Ð Ñ BT ! 

1.7.44 (Teorema de Ascoli) Sejam  um espaço topológico compacto e não\
vazio e  um espaço métrico. Seja]

T § Ð\ß ] Ñ §V E:Ð\ß ] Ñ

um subconjunto equicontínuo. Tem-se então:

113É claro que, como a topologia da convergência uniforme de  é mais fina queE:Ð\ß ] Ñ
a topologia da convergência simples (cf. ), a aderência de  para a topologia da1.2.83 T
convergência uniforme está contida na aderência de  para a topologia da convergênciaT
simples e portanto também é um conjunto equicontínuo em .B!
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a) As topologias induzidas em  pelas topologias da convergência simples eT
da convergência uniforme de  coincidem.E:Ð\ß ] Ñ
b) As aderências de  em  para as topologias da convergênciaT E:Ð\ß ] Ñ
simples e da convergência uniforme coincidem, estão contidas em  e,VÐ\ß ] Ñ
tal como , são equicontínuas (notaremos ad  essas aderências).T TÐ Ñ
c) Se para cada  o subconjunto , dos  com ,B − \ ÐBÑ § ] 0ÐBÑ 0 −T T
estiver contido nalgum compacto , então ad  éO § ] Ð Ñ § Ð\ß ] ÑB T V
compacto para a topologia induzida pela da convergência uniforme, que
coincide com a definida pela da convergência simples (lembremos a
propósito que, como se verificou em , essa topologia é a associada à1.7.14
métrica ).._ 114

d) Se  for uma sucessão generalizada de elementos de  e se, paraÐ0 Ñ4 4−N T
cada ,  em  então a aplicação  é contínua eB − \ 0 ÐBÑp 0ÐBÑ ] 0 À\ Ä ]4

tem-se  para a topologia da convergência uniforme.0 ÐBÑp 0ÐBÑ4
115

Dem: a)  Uma vez que a topologia da convergência uniforme de  éE:Ð\ß ] Ñ
mais fina que a da convergência simples, isto é, a aplicação identidade é
contínua da primeira para a segunda (cf.  e ), concluímos que a1.2.83 1.4.11
aplicação identidade de  é contínua da topologia da convergência uniformeT
para a da convergência simples. Para mostrar que estas topologias de T
coincidem bastará assim provar que a identidade de  também é contínua daT
topologia da convergência simples para a da convergência uniforme. Sejam
então  e  uma vizinhança de  para a topologia induzida em  pela0 − 0T i T
da convergência uniforme. Existe assim  tal que, para cada  com$ T ! 1 −
.Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ  B − \ 1 − B − \$ i para cada , tem-se . Para cada 
consideremos uma vizinhança  de  em  tal que para cada  eY B \ B − YB B

w

1 − .Ð1ÐBÑß 1ÐB ÑÑ  YT se tenha . Uma vez que os interiores dos w
$ B
$

constituirem uma cobertura aberta do compacto  a propriedade das\
coberturas (cf. ) permite-nos considerar uma parte finita  de  tal que1.6.36 M \
\ Y B − M 1 − seja a união dos  com . Vemos agora que para cada  tal queB T
1ÐBÑ − F Ð0ÐBÑÑ B − M 1$Î$  para cada  (o conjunto de tais  constitui uma
vizinhança de  em  para a topologia induzida pela da convergênca0 T
simples), podemos escolher para cada  um elemento  tal queB − \ B − Mw

B − Yw
B, e vem

.Ð0ÐB Ñß 1ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ  .Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ  .Ð1ÐBÑß 1ÐB ÑÑ 

   œ
$ $ $

w w w w

$ $ $
$,

donde . Ficou assim provado que  é efetivamente uma vizinhança de1 − i i

114Para uma propriedade essencialmente recíproca desta ver o exercício , no fim1.7.14
desta secção.
115Este resultado pode ser trivialmente generalizado substituindo o limite de sucessões
generalizadas pelo limite de aplicações definidas numa parte dum espaço topológico  e^
com valores em  mas escolhemos sublinhar este caso particular por ele aparecerVÐ\ß ] Ñ
habitualmente referido a propósito do teorema de Ascoli.
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0  para a topologia induzida em  pela da convergência simples.T
b) Uma vez que a identidade de  é contínua da topologia daE:Ð\ß ] Ñ
convergência uniforme para a topologia da convergência simples, a aderência
de  para a topologia da convergência uniforme está contida na aderênciaT
ad  de  em  para a topologia da convergência simples,Ð Ñ E:Ð\ß ] ÑT T
aderência essa que, como verificámos em , é um conjunto equicon-1.7.43
tínuo, em particular contido em . Notamos enfim que que cadaVÐ\ß ] Ñ
0 − Ð Ñad  também é aderente a  para a topologia da convergênciaT T
uniforme uma vez que, pelo que verificámos em a), o facto de
ad  também ser equicontínuo implica que em ad  coin-Ð § Ð\ß ] Ñ Ð ÑTÑ V T
cidem a topologia da convergência uniforme e a da convergência simples.
c) Lembrando que a topologia da convergência simples de E:Ð\ß ] Ñ
coincide com a topologia produto (cf. a alínea c) das notas ), o teorema1.5.14
de Tichonoff em 1.6.34 garante que é compacto, em particular fechado, em
E:Ð\ß ] Ñ, com a topologia da convergência simples, o conjunto  dos^
0 − E:Ð\ß ] Ñ 0ÐBÑ − O B − \ tais que  para cada . Uma vez que, porB

hipótese,  concluímos que ad  e portanto que ad  éT ^ T ^ T§ Ð Ñ § Ð Ñ
compacto para a topologia da convergência simples, que coincide com a da
convergência uniforme por ad  também ser equicontínuo.Ð ÑT
d) A hipótese diz-nos que  em  para a topologia da0 p 0 E:Ð\ß ] Ñ4

convergência simples, em particular  é aderente a  para esta topologia e o0 T
que vimos em b) garante que  é contínua e, por ad  ser equicontínuo,0 Ð ÑT
resulta de a) que se tem também  para a topologia da convergência0 p 04

uniforme. 

O teorema de Ascoli admite uma versão alternativa que é válida no caso
em que o domínio  envolvido é localmente compacto, à custa de\
substituir no espaço de aplicações a topologia da convergência uniforme
por outra que também é importante para várias aplicações. É essa
topologia que passamos agora a definir, não fazendo de início nenhuma
hipótese sobre o espaço topológico .\

1.7.45 (Topologia da convergência uniforme nos compactos) Sejam  um\
espaço topológico não vazio e  um espaço métrico e consideremos o]
conjunto  das aplicações . Para cada compacto não vazioE:Ð\ß ] Ñ 0 À\ Ä ]
O E:§ \ ÐOß ] Ñ O ] consideremos no espaço  das aplicações de  para  a
topologia da convergência uniforme. Notando  o conjunto de tais^
compactos, tem então lugar uma aplicação injetiva de  para oE:Ð\ß ] Ñ
produto cartesiano

$
O−^

E:ÐOß ] Ñ,

onde consideramos a topologia produto, que a cada  associa a0 − Ð\ß ] ÑE:
família das suas restrições , pelo que se pode definir uma topologiaÐ0 ÑÎO O−^
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de Hausdorff em , a E:Ð\ß ] Ñ topologia da convergência uniforme nos
compactos, pela condição de aquela aplicação injetiva ser um homeo-
morfismo sobre a imagem.
Dem: A única justificação a fazer é a da injetividade da aplicação de
E:\ß ] Ñ 0 Á 1 para o produto cartesiano referido. Ora, se , podemos
considerar  tal que  e então  é um subconjuntoB − \ 0ÐB Ñ Á 1ÐB Ñ ÖB ×! ! ! !

compacto de  tal que .\ 0 Á 1ÎÖB × ÎÖB ×! !


1.7.46 (Propriedades fundamentais) a) Nas condições de 1.7.45, sejam  um^
espaço topológico, F E:§ ^ D − ^ F ÀF Ä Ð\ß ] Ñ,  aderente a  e  uma! F
aplicação. Para cada  seja  a aplicação definidaO − ÀF Ä ÐOß ] Ñ^ FO E:
por . Tem-se então que  quandoF F FO ÎOÐDÑ œ ÐDÑ ÐDÑp 0 − Ð\ß ] ÑE:

D p D O − ÐDÑp 0 D p D! O !ÎO se, e só se, para cada  for  quando .^ F

b) Em particular, uma aplicação  é contínua em  se,FÀ ^ Ä Ð\ß ] Ñ D − ^E: !

e só se, cada  for contínua em  para a topologia daFO !À ^ Ä ÐOß ] Ñ DE:
convergência uniforme no espaço de chegada,.
c) Em particular, tendo em conta a continuidade da identidade de ,E:Ð\ß ] Ñ
concluímos a continuidade, para cada , da aplicação de ,O − Ð\ß ] Ñ^ E:
com a topologia da convergência uniforme nos compactos, para ,E:ÐOß ] Ñ
com a topologia da convergência uniforme, que a  associa .0 0ÎO
Dem: O facto de termos um homeomorfismo de  sobre uma parteE:Ð\ß ] Ñ
do produto cartesiano  implica trivialmente que uma aplicação#

O−^

E:ÐOß ] Ñ

com valores em  tem um dado limite  se, e só se, a sua compostaE:Ð\ß ] Ñ 0
com aquele homeomorfismo tiver limite  para a topologia produtoÐ0 ÑÎO O−^

de . A conclusão de a) resulta assim da caracterização dos#
O−^

E:ÐOß ] Ñ

limites de aplicações com valores num produto cartesiano em . As1.5.13
conclusões de b) e de c) são consequências diretas da de a). 

1.7.47 (Comparação das topologias) Nas condições de , a topologia da1.7.45
convergência uniforme de E:Ð\ß ] Ñ é mais fina que a topologia da conver-
gência uniforme nos compactos e esta é mais fina que a topologia da
convergência simples.
Dem: Para verificar que a identidade de  é contínua da topologiaE:Ð\ß ] Ñ
da convergência uniforme para a da convergência uniforme nos compactos
podemos utilizar a alínea b) de , tendo em conta o facto de, como veri-1.7.46
ficado em  ser contínua para cada  a aplicação de 1.4.33ß O − Ð\ß ] Ñ^ E:
para  que a  associa , onde em ambos os espaços se consideraE:ÐOß ] Ñ 0 0ÎO
a topologia da convergência uniforme. Para mostrar que a identidade de
E:Ð\ß ] Ñ é contínua da topologia da convergência uniforme nos compactos
para a da convergência simples começamos por notar que, uma vez que esta
última é a topologia produto, ficamos reduzidos, pela alínea a) de  a1.5.15
mostrar a continuidade, para cada , da aplicação de  para B − \ Ð\ß ] Ñ ]! E:
que a  associa  e isso resulta de aplicar a alínea c) de  ao0 0ÐB Ñ! 1.7.46
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compacto  e ter em conta a continuidade da aplicação de ÖB × ÐÖB ×ß ] Ñ! !E:
para  que associa a cada elemento de  o seu valor em .] ÐÖB ×ß ] Ñ BE: ! ! 

1.7.48 (Continuidade das aplicações de restrição) Nas condições de , se1.7.45
\ § \s  for um subespaço topológico obtemos uma aplicação contínua de
E: E:Ð\ß ] Ñ Ð\ß ] Ñ 0 0s para  que a cada  associa a sua restrição .Î\s

Dem: Tendo em conta a alínea b) de , para provar a continuidade desta1.7.46
aplicação basta mostrar que para cada compacto  é contínua aO § \s

aplicação de  para  que a cada  associa E: E:Ð\ß ] Ñ ÐOß ] Ñ 0 Ð0 Ñ œ 0Î\s ÎO ÎO

e isso é uma consequência da alínea c) do mesmo resultado. 

1.7.49 (Caracterização das vizinhanças em )E:Ð\ß] Ñ  Nas condições de
1.7.45, um subconjunto  é uma vizinhança de h § Ð\ß ] Ñ 0 − Ð\ß ] ÑE: E:!

se, e só se, existe  e  tais queO − <  !^

h h¨ Ð0 Ñ œ Ö0 − Ð\ß ] Ñ ± a .Ð0ÐBÑß 0 ÐBÑÑ  <×Oß< ! !
B−O

E: .

Dem: Dados  e , o conjunto dos  tais queO − <  ! 1 − ÐOß ] Ñ^ E:
.Ð0ÐBÑß 0 ÐBÑÑ  < B − O 0! !ÎO para cada  é uma vizinhança de  para a
topologia da convergência uniforme pelo que , que é a imagemhOß< !Ð0 Ñ
recíproca deste conjunto pela aplicação contínua na alínea c) de , é1.7.46
uma vizinhança de  para a topologia de  o mesmo acontecendo0 Ð\ß ] Ñ! E:
portanto a qualquer conjunto  que contenha .h hOß< !Ð0 Ñ
Suponhamos, reciprocamente, que  é uma vizinhança deh § Ð\ß ] ÑE:
0 − Ð\ß ] Ñ Ð\ß ] Ñ! E: E:. Tendo em conta o homeomorfismo de  para#

O−^

E:ÐOß ] Ñ utilizado na definição da topologia em  e a1.7.45

caracterização das vizinhanças para a topologia induzida, vai existir uma
vizinhança  de  na topologia produto tal que para cadahs Ð0 Ñ! O−ÎO ^

0 − Ð\ß ] Ñ 0 − Ð0 Ñ − sE:  se tenha  se, e só se  e daqui decorre,h hÎO O−^

lembrando a caracterização das vizinhanças para a topologia produto em
1.5.13, que existem ,  em  e  tal que 8   " O ßá ßO < ßá ß <  !" 8 " 8^ h
contenha o conjunto dos  tais que para cada  e cada0 − Ð\ß ] Ñ " Ÿ 4 Ÿ 8E:
B − O .Ð0ÐBÑß 0 ÐBÑÑ  < O O4 ! 5 4 se tenha . Sendo agora  a união dos  que
pertence a  e  o menor dos , vemos agora que  contém a^ h<  ! <4
vizinhança  de .hOß< ! !Ð0 Ñ 0 

1.7.50 (O caso em que  é compacto)\  Sejam  um espaço topológico\
compacto e não vazio e  um espaço métrico. Tem-se então que a topologia]
da convergência uniforme nos compactos de  coincide com aE:Ð\ß ] Ñ
topologia da convergência uniforme.
Dem: A aplicação identidade de  é contínua da topologia daE:Ð\ß ] Ñ
convergência uniforme nos compactos para a da convergência uniforme
tendo em conta a alínea c) de , uma vez que  é um dos subconjuntos1.7.46 \
compactos de . Para mostrar que essa identidade também é contínua da\
topologia da convergência uniforme de  para a da convergênciaE:Ð\ß ] Ñ
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uniforme nos compactos basta, pela alínea b) de , mostar que para cada1.7.46
O − Ð\ß ] Ñ ÐOß ] Ñ 0^ é contínua a aplicação de  para  que a  associaE: E:
0ÎO  e isso resulta da alínea a) de . O facto de a aplicação identidade ser1.4.33
contínua da cada uma das duas topologias para a outra implica que estas
coincidem. 

Para as propriedades da topologia da convergência uniforme nos
compactos que examinamos a seguir já será necessária a hipótese de \
ser localmente compacto (de facto, seria suficiente, como se verificará
pelas demonstrações, exigir que cada ponto de  tenha pelo menos uma\
vizinhança compacta ).116

1.7.51 (  é fechado em  — comparar com ) VÐ\ß] Ñ E:Ð\ß] Ñ 1.4.32 Sejam
\ ] um espaço topológico localmente compacto e não vazio e  um espaço
métrico. Tem-se então:
a) Dado , o subconjunto  de , constituído pelasB − \ Ð\ß ] Ñ E:Ð\ß ] Ñ! BV !

aplicações  que são contínuas em , é fechado em  com0 À\ Ä ] B E:Ð\ß ] Ñ!

a topologia da convergência uniforme nos compactos.
b) Em consequência, o subconjunto  de , constituído pelasVÐ\ß ] Ñ E:Ð\ß ] Ñ
aplicações que são contínuas, é fechado em  com a topologia daE:Ð\ß ] Ñ
convergência uniforme nos compactos.
Dem:  Seja  uma vizinhança compacta de . Tem-se então quea) O B!

0 − E:Ð\ß ] Ñ B 0 ÀO Ä ] B é contínua em  se, e só se  for contínua em ,! !ÎO

por outras palavras, V VB B! !
Ð\ß ] Ñ ÐOß ] Ñ é a imagem recíproca de  pela

aplicação contínua de , com a topologia da convergência uniformeE:Ð\ß ] Ñ
nos compactos, para , com a topologia da convergência uniforme,E:ÐOß ] Ñ
que a  associa  (cf. a alínea c) de ). Uma vez que, pela alínea a) de0 0ÎO 1.7.46
1.4.32,  é fechado em , podemos assim concluir queVB!

ÐOß ] Ñ E:ÐOß ] Ñ
VB!

Ð\ß ] Ñ E:Ð\ß ] Ñ é fechado em .
b) Temos uma consequência de a) uma vez que o conjunto  não éVÐ\ß ] Ñ
mais do que a interseção, para , dos conjuntos  e umaB − \ Ð\ß ] Ñ! BV !

interseção arbitrária de conjuntos fechados é um conjunto fechado. 

1.7.52 (Continuidade da aplicação de avaliação) Sejam  um espaço topoló-\
gico localmente compacto e não vazio e  um espaço métrico e conside-]
remos no espaço , das aplicações contínuas de  para , a topologiaVÐ\ß ] Ñ \ ]
induzida pela da convergência uniforme nos compactos. É então contínua a
aplicação de avaliação

0 V 0À Ð\ß ] Ñ ‚ \ Ä ] Ð0 ß BÑ œ 0ÐBÑ, .

Dem: Provemos a continuidade de  num ponto ,0 VÐ0 ß B Ñ − Ð\ß ] Ñ ‚ \! !

para o que consideramos  arbitrário. Tendo em conta a continuidade de$  !

116Esta observação é importante de modo a podermos incluir os espaços compactos, que
só podemos garantir serem localmente compactos quando forem de Hausdorff.
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0 B \ O! ! no ponto  e o facto de  ser localmente compacto, seja  uma
vizinhança compacta de  e  uma vizinhança de  tal que para cadaB Z B! !

B − Z  se tenha

.Ð0 ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ 
#

! ! !
$

.

Considerando a vizinhança  de  em  definida emhOß Î# ! !$ Ð0 Ñ 0 ÐOß ] ÑE:

1.7.49 e a vizinhança  de , vemos agora que para cadaZ O B!

0 − Ð0 Ñ  Ð\ß ] Ñ B − Z Oh VOß Î# !$  e  tem-se

.Ð0ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐBÑß 0 ÐBÑÑ  .Ð0 ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ   œ
# #

! ! ! ! ! !
$ $

$,

o que prova a continuidade pretendida. 

1.7.53 (Aplicações contínuas com valores em )VÐ\ß] Ñ  Sejam  um espaço\
topológico localmente compacto e não vazio e  um espaço métrico e]
consideremos em  a topologia induzida pela da convergênciaVÐ\ß ] Ñ
uniforme nos compactos. Se  é um espaço topológico, uma aplicação^
: VÀ ^ Ä Ð\ß ] Ñ D − ^ + − \ é contínua num ponto  se, e só se, para cada !

for contínua em  a aplicação  definida porÐD ß +Ñ À ^ ‚ \ Ä ]s! :

: :sÐDß BÑ œ ÐDÑÐBÑ.

Dem: Supondo que  é contínua em , a continuidade da correspondente: D!
aplicação  em  resulta de se tratar da composta da aplicação de:s ÐD ß +Ñ!

^ ‚\ Ð\ß ] Ñ ‚ \ ÐDß BÑ Ð ÐDÑß BÑ para  que a  associa , que é contínua emV :
ÐD ß +Ñ À Ð\ß ] Ñ ‚ \ Ä ]!  com a aplicação de avaliação  em .0 V 1.7.52
Suponhamos, reciprocamente, que a aplicação  é contínua em:sÀ ^ ‚\ Ä ]
cada  e provemos a continuidade da aplicação  em . Seja  umaÐD ß +Ñ D! !: h
vizinhança arbitrária de  em . Tendo em conta a caracterização: VÐD Ñ Ð\ß ] Ñ!

das vizinhanças em , consideremos um compacto não vazio  e1.7.49 O § \
<  ! tais que

h h : V

V :

¨ Ð ÐD ÑÑ  Ð\ß ] Ñ œ

œ Ö0 − Ð\ß ] Ñ ± a .Ð0ÐBÑß ÐD ÑÐBÑÑ  <×
Oß< !

B−O
! .

Para cada , a continuidade de  em  permite-nos considerar+ − O ÐD ß +Ñs: !

vizinhanças  de  em  e  de  em  tais que para cada  eZ D ^ Y + \ D − Z+ ! + +

B − Y+ se tenha

.Ð ÐDß BÑß ÐD ß +ÑÑ s s
<

#
: : ! ,

em particular também para cada B − Y+

.Ð ÐD ß BÑß ÐD ß +ÑÑ s s
<

#
: :! ! ,
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o que implica que para cada  e  vemD − Z B − Y+ +

.Ð ÐDÑÐBÑß ÐD ÑÐBÑÑ Ÿ .Ð ÐDß BÑß ÐD ß +ÑÑ  .Ð ÐD ß +Ñß ÐD ß BÑÑ s s s s

  œ <
< <

# #

: : : : : :! ! ! !

.

Uma vez que o compacto  está contido na união dos abertos int  comO ÐY Ñ+
+ − O, a propriedade das coberturas em 1.6.36 permite-nos escolher pontos
+ ßá ß + O O § Y âY" 8 + + em  tais que . Considerando agora a vizi-

" 8

nhança  de  vemos que para cada  e  existeZ œ Z â Z D D − Z B − O+ + !" 8

" Ÿ 4 Ÿ 8 B − Y D − Z tal que  e  e portanto, como verificado atrás,+ +4 4

.Ð ÐDÑÐBÑß ÐD ÑÐBÑÑ  <: : ! ,

ou seja .: h : hÐDÑ − Ð ÐD ÑÑ §Oß< ! 

Examinamos em seguida uma situação em que a topologia da conver-
gência uniforme nos compactos do espaço  é metrizável.VÐ\ß ] Ñ

1.7.54 (Metrizabilidade) Sejam  um espaço topológico localmente compacto,\
não vazio e de base contável e  um espaço métrico. Consideremos, tendo]
em conta , uma sucessão  de abertos não vazios de  e uma1.6.48 ÐY Ñ \8 8−

sucessão  de compactos de  tais que , ,ÐO Ñ \ § O Y œ \8 8− 8 8 Y8 -
Y § Y O § O8 8" 8 8" e . Podemos então considerar uma aplicação de
E:Ð\ß ] Ñ E:ÐO ß ] Ñ para  , onde consideramos a topologia produto das#

8−
8



topologias da convergência uniforme, que a  associa a família , a0 Ð0 ÑÎO 8−8 

qual é um homeomorfismo de  sobre a sua imagem. EmE:Ð\ß ] Ñ
consequência a topologia da convergência uniforme nos compactos de
E:Ð\ß ] Ñ é metrizável.
Dem: A continuidade da aplicação de  para   refe-E:Ð\ß ] Ñ E:ÐO ß ] Ñ#

8−
8



rida no enunciado resulta de que, pela alínea c) de , é contínua para1.7.46
cada  a aplicação de  para  que a  associa . Para8 E:Ð\ß ] Ñ E:ÐO ß ] Ñ 0 08 ÎO8

mostrar que temos um homeomorfismo sobre a imagem resta-nos mostrar
que é contínua a aplicação inversa, da imagem referida para  e,E:Ð\ß ] Ñ
tendo em conta a alínea b) de  basta mostrar, para isso, que para cada1.7.46
O − E:ÐOß ] Ñ^ é contínua a aplicação da imagem referida para  que a cada
família , correspondente a  associa . Ora, issoÐ0 Ñ 0 − E:Ð\ß ] Ñ 08 8− ÎO

resulta de que, pela propriedade das coberturas  em ,  está contido1.6.36 O
numa união finita de abertos  e portanto, por termos uma sucessãoY8

crescente, num certo  e então a inversa referida associa a cadaY § O8 8! !

Ð0 Ñ 08 8− 8 ÎO a restrição  sendo assim contínua enquanto composta da
!

projeção que a  associa  com a aplicação de  paraÐ0 Ñ 0 E:ÐO ß ] Ñ8 8− 8 8 ! !

E:ÐOß ] Ñ 1 1 que a  associa  (cf. a alínea a) de ). Reparamos agoraÎO 1.4.33
que, uma vez que a topologia de cada  é metrizável (cf. ),E:ÐO ß ] Ñ8 1.2.79
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resulta de  que a topologia produto de   é metrizável e1.5.19 #
8−

8


E:ÐO ß ] Ñ

portanto a topologia de , sendo homeomorfa à de um subespaço deE:Ð\ß ] Ñ#
8−

8


E:ÐO ß ] Ñ, é também metrizável. 

1.7.55 (Teorema de Ascoli no contexto localmente compacto) Sejam  um\
espaço topológico localmente compacto e não vazio e  um espaço métrico.]
Seja

T § Ð\ß ] Ñ §V E:Ð\ß ] Ñ

um subconjunto equicontínuo. Tem-se então:
a) As topologias induzidas em  pelas topologias da convergência simples eT
da convergência uniforme nos compactos de  coincidem.E:Ð\ß ] Ñ
b) As aderências de  em  para as topologias da convergênciaT E:Ð\ß ] Ñ
simples e da convergência uniforme nos compactos coincidem, estão
contidas em  e, tal como , são equicontínuas (notaremos adV T TÐ\ß ] Ñ Ð Ñ
essas aderências).
c) Se para cada  o subconjunto , dos  com ,B − \ ÐBÑ § ] 0ÐBÑ 0 −T T
estiver contido nalgum compacto , então ad  éO § ] Ð Ñ § Ð\ß ] ÑB T V
compacto para a topologia induzida pela da convergência uniforme nos
compactos, que coincide com a induzida pela da convergência simples
(lembremos a propósito que, como se verificou em , essa topologia é1.7.54
metrizável no caso em que  é de base contável).\
d) Se  for uma sucessão generalizada de elementos de  e se, paraÐ0 Ñ4 4−N T
cada ,  em  então a aplicação  é contínua eB − \ 0 ÐBÑp 0ÐBÑ ] 0 À\ Ä ]4

tem-se  para a topologia da convergência uniforme nos0 ÐBÑp 0ÐBÑ4

compactos.
Dem: a) Começamos por fazer a observação trivial que para cada compacto
não vazio  o subconjunto  de , constituído pelasO § \ ÐOß ] ÑT VÎO

restrições  com  é também equicontínuo. Com efeito, dados 0 0 −  !ÎO T $

e , podemos coinsiderar uma vizinhança  de  em  tal que paraB − O Z B \! !

cada  e  vem  e então podemos considerar aB − Z 0 − .Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ T $!

vizinhança  de  em  para a qual se tem  paraZ O B O .Ð1ÐBÑß 1ÐB ÑÑ ! ! $
cada  e . Reparamos agora que decorre de  que aB − Z 1 − TÎO 1.7.47
topologia induzida em  pela da convergência uniforme nos compacto éT
mais fina que a induzida pela da convergência simples pelo que para mostrar
que as duas coincidem basta mostrar que a identidade de  é tambémT
contínua da segunda para a primeira. Ora, tendo em conta a alínea b) de
1.7.46, ficamos reduzidos a mostrar que para cada compacto  vemO § \
contínua a aplicação de  para , com a topologia da convergênciaT E:ÐOß ] Ñ
uniforme que a  associa . Ora isso resulta de que pela alínea b) de 0 0ÎO 1.4.33
ela é contínua quando se considera no espaço de chegada a topologia da
convergência simples e de que, a aplicação toma valores no subconjunto
equicontínuo  de  onde, pelo teorema de Ascoli em ,T VÎO ÐOß ] Ñ 1.7.44
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coincidem as topologias induzidas pela da convergência uniforme e pela da
convergência simples.
b) Uma vez que a identidade de  é contínua da topologia daE:Ð\ß ] Ñ
convergência uniforme nos compactos para a topologia da convergência
simples, a aderência de  para a topologia da convergência uniforme nosT
compactos está contida na aderência ad  de  em  para aÐ Ñ E:Ð\ß ] ÑT T
topologia da convergência simples, aderência essa que, como verificámos em
1.7.43, é um conjunto equicontínuo, em particular contido em .VÐ\ß ] Ñ
Notamos enfim que que cada ad  também é aderente a  para a0 − Ð ÑT T
topologia da convergência uniforme nos compactos uma vez que, pelo que
verificámos em a), o facto de ad  também ser equicontínuoÐ § Ð\ß ] ÑTÑ V
implica que em ad  coincidem a topologia da convergência uniforme e aÐ ÑT
da convergência simples.
c) Lembrando que a topologia da convergência simples de E:Ð\ß ] Ñ
coincide com a topologia produto (cf. a alínea c) das notas ), o teorema1.5.14
de Tichonoff em  garante que é compacto, em particular fechado, em1.6.34
E:Ð\ß ] Ñ, com a topologia da convergência simples, o conjunto  dos^
0 − E:Ð\ß ] Ñ 0ÐBÑ − O B − \ tais que  para cada . Uma vez que, porB

hipótese,  concluímos que ad  e portanto que ad  éT ^ T ^ T§ Ð Ñ § Ð Ñ
compacto para a topologia da convergência simples, que coincide com a da
convergência uniforme nos compactos por ad  também ser equicontínuo.Ð ÑT
d) A hipótese diz-nos que  em  para a topologia da0 p 0 E:Ð\ß ] Ñ4

convergência simples, em particular  é aderente a  para esta topologia e o0 T
que vimos em b) garante que  é contínua e, por ad  ser equicontínuo,0 Ð ÑT
resulta de a) que se tem também  para a topologia da convergência0 p 04

uniforme nos compactos. 

Exercícios

Ex 1.7.1 Seja  um conjunto sobre o qual consideramos a métrica discreta  (cf. ).] . 1.1.10
a) Verificar que, se  é um espaço topológico, ,  é aderente a  e\ E § \ B − \ E!

0ÀE Ä ] 0 B B é uma aplicação, então  verifica a condição de Cauchy quando  se,p !

e só se, existir uma vizinhança  de  em  tal que a restrição de  a  sejaZ B \ 0 Z  E!

constante.
b) Deduzir de a) que  é um espaço métrico completo.]

Ex 1.7.2 Seja  o conjunto dos números reais da forma  com  e consideremos em] 8 −"
8 

] . . a métrica  induzida pela métrica usual de  e a métrica discreta .‘ w

a) Verificar que as métricas  e  são topologicamente equivalentes, ambas definindo. .w

a topologia discreta da .]
b) Verificar que a sucessão  de elementos de  definida por  é umaÐB Ñ ] B œ8 8− 8

"
8

sucessão de Cauchy relativamente à métrica  mas não é uma sucessão de Cauchy.
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relativamente à métrica ..w 117

c) Verificar que  com a métrica  é um espaço métrico completo mas que  com a] . ]w

métrica  já não é um espaço métrico completo, por a sucessão de Cauchy . ÐB Ñw
8 8−

não ter nenhum elemento de  como limite.]

Ex 1.7.3 Generalizar a demonstração de  de modo a mostrar que, se  é um espaço1.7.10 ]
métrico tal que todas as bolas fechadas  são compactas, então  é um espaçoF ÐC Ñ \< !

métrico completo.

Ex 1.7.4 (Noções que se tornam topológicas num contexto de compacidade) Seja ]
um espaço topológico metrizável compacto e notemos  o subconjunto?] § ] ‚ ]
diagonal, constituído pelos pares  com  (cf. ). Seja  uma métricaÐCß CÑ C − ] .1.5.4
sobre  que defina a respetiva topologia.]
a) Mostrar que se  então o conjunto$  !

[ œ ÖÐCß C Ñ ± .ÐCß C Ñ  ×$
w w $

é um aberto de  (naturalmente para a topologia produto) tal que .] ‚ ] § [?] $

b) Mostrar que, se  é um aberto de  tal que , então existe  tal[ ] ‚ ] § [  !? $]

que, nas notações de a), .  fastando o caso trivial em que[ § [ E$ Sugestão:
[ œ ] ‚ ] . ] ‚ ], considerar a métrica do máximo  em  , que define a topologia
produto (cf. ), e tomar para  o mínimo da função contínua  que a1.5.17 $ ] Ä Ó!ß_Ò
C .ÐÐCß CÑ Ð] ‚ ] Ñ Ï [Ñ associa a distância ,  (distância de um ponto a um fechado não
vazio).
c) Sejam  um conjunto não vazio e consideremos em  a topologia daM E:ÐMß ] Ñ
convergência uniforme (cf. ). Mostrar que um conjunto  é uma1.2.76 H § E:ÐMß ] Ñ
vizinhança de um elemento  se, e só se, para algum aberto  de Ð+ Ñ [ ] ‚ ]3 3−M

contendo , o conjunto  contém? H]

Uww
[ 3 3−M 3 3

3
œ ÖÐB Ñ ± a Ð+ ß B Ñ − [×.

Reparar que esta conclusão mostra que, quando  é compacto, a topologia da conver-]
gência uniforme de  não se altera quando se substitui a métrica  por outraE:ÐMß ] Ñ .
topologicamente equivalente (trata-se de uma noção topológica relativamente a ),]
ao contrário do que sucede quando  não é compacto (cf. o exercício ).] 1.2.22
d) Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e  uma\ E § \ B − \ E 0ÀE Ä ]!

aplicação. Mostrar que  verifica a condição de Cauchy quando  se, e só se,0 B Bp !

qualquer que seja o aberto  de  contendo , existir uma vizinhança  de[ ] ‚ ] Z?]

B \ Bß B − Z  E Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ − [!
w w em  tal que quaisquer que sejam  venha .

Reparar que esta conclusão mostra que, quando  é compacto, a condição de Cauchy]
para aplicações com valores em  é a mesma quando se substitui a métrica  por] .
outra topologicamente equivalente (trata-se de uma noção topológica relativamente a
] ]), ao contrário do que sucede quando  não é compacto (cf. o exercício ).1.7.2 118

e) Sejam  um espaço métrico compacto,  um espaço métrico,  e ] \ E § \ 0À\ Ä ]
uma aplicação. Mostrar que  é uniformemente contínua nos pontos de  se, e só se,0 E
qualquer que seja o aberto  de  contendo , existir  tal que quaisquer[ ] ‚ ]  !? &]

117Podemos assim concluir que a condição de Cauchy não é uma noção topológica no que
respeita ao espaço de chegada.
118Esta conclusão já tinha sido obtida indiretamente ao mostrarmos que num espaço
métrico compacto a condição de Cauchy é equivalente à existência de limite (cf.  e1.7.5
1.7.9)
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que sejam  e  com  venha .B − E B − \ .ÐB ß BÑ  Ð0ÐB Ñß 0ÐBÑÑ − [! ! !&
Reparar que esta conclusão mostra que, quando  é compacto, a continuidade]
uniforme de funções com valores em  não se altera quando se substitui a métrica ] .
por outra topologicamente equivalente (trata-se de uma noção topológica relativa-
mente a ).]

Ex 1.7.5 Seja  um conjunto sobre o qual consideramos duas métricas  e \ . .w

Lipschitz-equivalentes (cf. ). Mostrar que um subconjunto  é totalmente1.1.26 E § \
limitado relativamente à métrica  se, e só se, for totalmente limitado relativamente à.
métrica ..w

Ex 1.7.6 (Outras caracterizações dos espaços métricos compactos) Seja  um espaço\
métrico.
a) Mostrar que  é compacto se, e só se, qualquer subconjunto discreto e fechado é\
finito.  Se  é compacto, utilizar a propriedade das coberturas para mostrarSugestão: \
que um subconjunto discreto e fechado (portanto compacto) tem que ser finito. Se \
não é compacto, considerar uma -sucessão  de elementos de  sem ÐB Ñ \8 8−

sublimite estrito (e portanto sem sublimite) e verificar que o conjunto  dos termosE
desta sucessão tem que ser infinito, fechado e discreto.
b) Concluir de a) que  é compacto se, e só se, qualquer subconjunto infinito \ E § \
tem ponto de acumulação (cf. o exercício ). Se tiver resolvido a alínea e) do1.3.15
exercício referido constatará que temos uma mera reformulação da alínea a).

Ex 1.7.7 (Exemplo de espaço topológico sequencialmente compacto e não compacto)
Seja  o conjunto de todas as partes de , que sabemos não ser contável.] c  œ Ð Ñ 119

Consideremos em  a topologia discreta e no conjunto , de todasÖ!ß "× E:Ð ß Ö!ß "×Ñ]
as aplicações , a topologia da convergência simples, que sabemos ser0 À Ä Ö!ß "×]
de Hausdorff  Para cada subconjunto contável  notemos  oÞ § E: Ð ß Ö!ß "×Ñ^ ] ]^

subconjunto de  constituído pelas aplicações  tais queE:Ð ß Ö!ß "×Ñ 0 À Ä Ö!ß "×] ]
0ÐEÑ œ ! E Â E: Ð ß Ö!ß "×Ñ para cada . Notemos enfim  a união de todos os^ ]!

subconjuntos  com  parte contável de , conjunto ondeE: Ð ß Ö!ß "×Ñ^ ] ^ ]
consideramos a topologia induzida pela de .E:Ð ß Ö!ß "×Ñ]
a) Verificar que, para cada parte contável  de , , com a topologia^ ] ]E: Ð ß Ö!ß "×Ñ^

induzida pela de , é compacto e metrizável, e portanto também sequen-E:Ð ß Ö!ß "×Ñ]
cialmente compacto.  Afastado o caso trivial em que , reparar queSugestão: ^ œ g
E: Ð ß Ö!ß "×Ñ E:Ð ß Ö!ß "×Ñ^ ] ^ é homeomorfo a  e ter então em conta o corolário do
teorema de Tichonoff em  e a conclusão de .1.6.35 1.5.19
b) Verificar que  é um subconjunto denso de  que nãoE: Ð ß Ö!ß "×Ñ E:Ð ß Ö!ß "×Ñ! ] ]
contém a aplicação constante de valor  e concluir daqui que  não é" E: Ð ß Ö!ß "×Ñ! ]
compacto.
c) Mostrar que , apesar de não ser compacto, é sequencialmenteE: Ð ß Ö!ß "×Ñ! ]
compacto.  Reparar que, para cada -sucessão de elementos  deSugestão:  08
E: Ð ß Ö!ß "×Ñ 0! 8] ^ ] existe uma parte contável  de  tal que todos os  pertençam a
E: Ð ß Ö!ß "×Ñ^ ]  e ter em conta a conclusão de a).

Ex 1.7.8 (Exemplo de espaço topológico compacto e não sequencialmente compacto)
Como no exercício precedente, seja  o conjunto de todas as partes de ,] c  œ Ð Ñ
que sabemos não ser contável e consideremos em  a topologia discreta e noÖ!ß "×
conjunto , de todas as aplicações , a topologia daE:Ð ß Ö!ß "×Ñ 0 À Ä Ö!ß "×] ]

119O que faremos neste exercício poderia ser trivialmente adaptado se, em vez de
] c  ] ] ‘œ Ð Ñ œ, tomássemos para  qualquer conjunto não contável, por exemplo .
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convergência simples, que sabemos ser de HausdorffÞ120

a) Reparar que, pelo corolário do teorema de Tichonoff em ,  é1.6.35 E:Ð ß Ö!ß "×Ñ]
um espaço topológico compacto.
b) Seja, para cada ,  a aplicação definida por8 − 0 − E:Ð ß Ö!ß "×Ñ ]8

0 ÐEÑ œ
" 8 − E
! 8 Â E8 œ , se 
, se 

.

Verificar que a -sucessão  não admite nenhum sublimite estrito e concluir Ð0 Ñ8 8−

que  não é sequencialmente compacto.  Suponhamos queE:Ð ß Ö!ß "×Ñ] Sugestão:
F § _ F era um subconjunto infinito (isto é, com  aderente a ) tal que fosse
0 p 0 − E:Ð ß Ö!ß "×Ñ 8p_ 8 − F F œ F F8

w ww]  quando  com . Escrevendo  com
F F 0 ÐF Ñp 0ÐF Ñ 8p_w ww w w

8 e  conjuntos infinitos disjuntos teria que se ter  quando 
com . Verificar que isso é absurdo por ser  para  e8 − F 0 ÐF Ñ œ " 8 − F8

w w

0 ÐF Ñ œ ! 8 − F8
w ww para , condição que implica a não existência de limite quando

8p_ 8 − F com .

Ex 1.7.9 (Versão disfarçada dos dois exemplos precedentes) Considerar no conjunto
c ‘ ‘( ), de todas as partes de , a topologia referida no exercício ,1.6.18
nomeadamente aquela para a qual a bijeção de ( ) sobre , que a cadac ‘ ‘E:Ð ß Ö!ß "×Ñ
conjunto associa a sua função indicatriz, é um homeomorfismo, com a topologia da
convergência simples no espaço de chegada. Considerar o subconjunto  dec ‘!Ð Ñ
c ‘ ‘Ð Ñ constituído pelas partes contáveis de 
a) Verificar que  é um espaço topológico compacto mas não sequencialmentec ‘Ð Ñ
compacto.
b) Verificar que  é sequencialmente compacto mas não compacto.c ‘!Ð Ñ
Sugestão: Considerar os homeomorfismos ( ) , atrás referido, ec ‘ ‘Ä E:Ð ß Ö!ß "×Ñ
E:Ð ß Ö!ß "×Ñ Ä E:Ð ß Ö!ß "×Ñ‘ c  c  ‘( ) , associado a uma bijeção de ( ) sobre , cuja
existência deverá conhecer, e verificar qual a imagem de ( ) pela composta destesc ‘!

homeomorfismos.

Ex 1.7.10 (Conjuntos relativamente compactos) Se  é um espaço topológico, um\
conjunto  diz-se  se existir um conjunto compactoE § \ relativamente compacto
F § \ E § F tal que .
a) Supondo que  é um espaço de Haudorff, mostrar que um conjunto  é\ E § \
relativamente compacto se, e só se, a aderência ad  for um subconjunto compactoÐEÑ
de .\
b) Supondo que  é um espaço métrico completo, mostrar que um subconjunto\
E § \ é relativamente compacto se, e só se, for totalmente limitado.

Ex 1.7.11 Diz-se que um espaço topológico  é  se  for a união de uma\ \5-compacto
família contável de subconjuntos compactos.
a) Verificar que se  é um espaço métrico -compacto então  é separável.\ \5
Sugestão: Ter em conta  e a aínea b) de .1.7.40 1.3.28
b) Verificar que se  é um espaço métrico separável e localmente compacto então \ \
é -compacto.  Considerando uma base contável de abertos de  (cf.5 Sugestão: \
1.3.27), verificar que o subconjunto desta formado pelos abertos da base com
aderência compacta ainda é uma base de abertos de  e que, em particular,  é a\ \
união dessas aderências compactas.

120Este exercício tem relação com o que foi feito atrás nos exercícios  e  mas1.2.26 1.6.17
é independente da resolução destes.
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Ex 1.7.12 (Completude, limitação total e filtros) Este exercício pressupõe o conheci-
mento das noções de filtro e ultrafiltro estudadas no exercício . Seja  um1.6.33 ]
espaço métrico.
a) Diz-se que um filtro  em  é um  se qualquer que seja Z $]  !filtro de Cauchy
existe  tal que  sempre que . Sejam  um espaçoE − .ÐCß C Ñ  Cß C − E \Z $w w

topológico, ,  aderente a  e  uma aplicação e\ § \ B − \ \ 0À\ Ä ]w w w
!

consideremos o filtro associado  em  (cf. a alínea j) do exercício ).0Ð Ñ ]iB Î\! w 1.6.33

Verificar que a aplicação  verifica a condição de Cauchy quando  se, e só se,0 B Bp !

o filtro  for de Cauchy.0Ð ÑiB Î\! w

b) Verificar que se um filtro  em  tiver limite  então é um filtro de Cauchy.Z ] , − ]
c) Verificar que se  é um filtro de Cauchy em  e  é sublimite de  então  éZ Z] , − ] ,
limite de .Z
d) Verificar que o espaço métrico  é completo se, e só se, qualquer filtro próprio de]
Cauchy  em  admitir um limite .   Para uma das implicações terZ ] , − ] 121 Sugestão:
em conta a conclusão de a) e a da alínea j) do exercício . Para a outra reparar1.6.33
que se  é um filtro próprio de Cauchy de  podemos encarar  como um conjuntoZ Z]
dirigido pondo  e considerar uma sucessão generalizada E ¤ E Í E § E ÐC Ñw w

E E−Z

de elementos de  tal que  para cada  tendo-se então que esta sucessão] C − E E −E Z
generalizada é de Cauchy e que um limite desta é sublimite, e portante também limite,
do filtro .Z
e) Mostrar que  é totalmente limitado se, e só se, todo o ultrafiltro  de  for um] ]Z
filtro de Cauchy.  Supondo que  é totalmente limitado e que  éSugestão: ] Z
ultrafiltro, utilizar a última propriedade referida na alínea n) do exercício  para1.6.33
garantir, dado  a existência de uma bola aberta de raio /2 pertencente a .$ $ Z !ß
Supondo que  não é totalmente limitado considerar  tal que  não seja união] <  ! ]
de um número finito de bolas abertas de raio , considerar o filtro próprio < Z
constituído pelos  tais que  esteja contido numa união finita de bolasE § ] ] Ï E
abertas de raio  e, sendo  um ultafiltro contendo este mostrar que ele não pode ser< [
de Cauchy por não poder conter nenhuma bola de raio .<
f) Mostrar que a conclusão de e) permite obter uma prova alternativa muito simples
do facto de todo o espaço métrico totalmente limitado e completo ser compacto (cf.
1.7.37).

Ex 1.7.13 a)  Sejam  um intervalo não trivial, isto é, com mais que um elemento, eN § ‘
0 À N Ä ‘ uma aplicação derivável em todos os pontos e tal que a função derivada
0 À N Ä 0w ‘ seja limitada. Mostrar que  é Lipschitziana, em particular uniformemente
contínua.  Utilizar o teorema de Lagrange do valor intermédio.Sugestão:
b) Mostrar que é uniformemente contínua a aplicação , definida por0 À Ä‘ ‘

0ÐBÑ œ B  B$ #È .

Sugestão: Verificar que ela tem restrições uniformemente contínuas a cada um dos
intervalos ,  e , nos dois primeiros casos, tendo em conta a).Ó_ß#Ò Ó#ß_Ò Ò$ß $Ó

Ex 1.7.14 (Um recíproco parcial do teorema de Ascoli) Sejam  um espaço topológico\
compacto e não vazio e  um espaço métrico. Mostrar que se  é] § Ð\ß ] ÑU V
compacto para a topologia da convergência uniforme então  é equicontínuo e paraU
cada  o conjunto , dos  com , é compacto.B − \ ÐBÑ § ] 0ÐBÑ 0 −U U

121O filtro impróprio, trivialmente um filtro de Cauchy. admite qualquer ponto de ]
como limite mas no caso em que  não admite limite.] œ g
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Sugestão: Para a segunda conclusão atender que  também é compacto para aU
topologia da convergência simples e ter em conta a continuidade das “projeções” de
E:Ð\ß ] Ñ ] 0 È 0ÐBÑ B − \  ! para , . Para a primeira conclusão, dados  e ,! $
considerar  tais que0 ßá ß 0 −" 8 U

U U U§ Ð0 Ñ â  Ð0 Ñ$ $Î$ Î$" 8

(bolas para a métrica  e ter em conta a continuidade dos  em  e as desigual-. Ñ 0 B_ 4 !

dades

.Ð0ÐBÑß 0ÐB ÑÑ Ÿ .Ð0ÐBÑß 0 ÐBÑÑ  .Ð0 ÐBÑß 0 ÐB ÑÑ  .Ð0 ÐB Ñß 0ÐB ÑÑ! 4 4 4 ! 4 ! ! .

Ex 1.7.15 (A topologia da convergência uniforme nos compactos e a compac-
ta-aberta) Sejam  um espaço topológico localmente compacto não vazio e  um\ ]
espaço métrico e consideremos em  a topologia da convergência uniformeVÐ\ß ] Ñ
nos compactos definida em . Verificar que esta topologia coincide com a1.7.45
topologia compacta-aberta definida no exercício  e reparar que este facto1.6.32
implica em particular que, quando  é localmente compacto, a topologia da\
convergência uniforme nos compactos não se altera quando se substitui a métrica de
]  por outra que defina a mesma topologia (facto que não decorre diretamente da
definição).  Utilizar  e a alínea d) do exercício  para verificarSugestão: 1.7.53 1.6.32
que a identidade de  é contínua de cada uma das duas topologias para a outra.VÐ\ß ] Ñ

§8. Espaços topológicos conexos.

1.8.1 Se  é um espaço topológico, diz-se que dois subconjuntos  e  de \ E F \
são s  se nenhum ponto de  é aderente a  emutuamente separado 122 E F
nenhum ponto de  é aderente a .F E

Repare-se que, na definição anterior, não exigimos que  e  não tenhamE F
pontos aderentes comuns. Assim, por exemplo, relativamente ao espaço
topológico , são mutuamente separados os conjuntos  e  assim‘ Ó!ß "Ò Ó"ß #Ó
como os conjuntos  e , mas já não o são os conjuntos  eÓ!ß "Ò Ò#ß &Ò Ó!ß "Ò
Ò"ß #Ò. O resultado que enunciamos em seguida é uma propriedade trivial
dos conjuntos mutuamente separados que será aplicada várias vezes.

1.8.2 Sejam  um espaço topológico e  e  dois subconjuntos de \ E F \
mutuamente separados. Se Ew w w w§ E F § F E F e , então os conjuntos  e  são
também mutuamente separados.
Dem: Um ponto aderente a  é também aderente a  pelo que não pertenceE Ew

a , e portanto também não pertence a . Analogamente, qualquer pontoF Fw

aderente a  não pertence a .F Ew w 

122Reparar que esta definição não tem nada a ver com a de espaço topológico separado
(de Hausdorff).
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1.8.3 Sejam  um espaço topológico,  um subespaço topológico e \ \ § \ EßFw

dois subconjuntos de . Tem-se então que  e  são mutuamente\ E Fw

separados, como subconjuntos de  se, e só se, o são como subconjuntos de\w

\.
Dem: Basta atender a que um ponto de  é aderente a um subconjunto de\w

\ \ \w w relativamente a  se, e só se, o é relativamente a . 

1.8.4 Seja  um espaço topológico. Tem-se então:\
a) Se , os conjuntos  e  são mutuamente separados;E § \ E g
b) Se  e  são subconjuntos mutuamente separados de , entãoE F \
E F œ g.
Dem: A primeira afirmação resulta de que não existem elementos do conjun-
to vazio nem pontos aderentes a este conjunto. A segunda é uma consequên-
cia de que um ponto dum conjunto é sempre aderente a esse conjunto. 

1.8.5 Se  é um espaço topológico, diz-se que um subconjunto  é \ E § \ conexo
se não existirem subconjuntos não vazios  e  de , mutuamenteE E \w ww

separados e tais que . Diz-se que  é um espaço topológicoE œ E  E \w ww

conexo se  é um subconjunto conexo de .\ \
Repare-se que, tendo em conta , um subconjunto  de  é conexo se, e1.8.3 E \
só se, é um espaço topológico conexo, quando se considera nele a topologia
induzida.

1.8.6 Seja  um espaço topológico. São então equivalentes as seguintes\
condições:
a)  é um espaço topológico conexo:\
b) Não existem subconjuntos fechados não vazios  e  de , tais queE F \
E F œ g E  F œ \ e ;
c) Não existem subconjuntos abertos não vazios  e  de , tais queE F \
E F œ g E  F œ \ e ;
d) Não existe nenhum subconjunto simultaneamente aberto e fechado em ,\
para além dos conjuntos  e .g \
Dem: a) b) : Suponhamos que  e  são subconjuntos fechados nãoÊ E F
vazios de , tais que  e . Tem-se então que cada\ E F œ g E  F œ \
ponto de  não pertence a , e portanto não é aderente a , e que cadaE F F
ponto de  não pertence a , e portanto não é aderente a , por outrasF E E
palavras, que  e  são mutuamente separados e portanto que  não éE F \
conexo.
b) c)Ê : Suponhamos que  e  são subconjuntos abertos não vazios de ,E F \
tais que  e . Tem-se então  e ,E F œ g E  F œ \ F œ \ Ï E E œ \ Ï F
pelo que  e  são também fechados,E F
c) d)Ê : Suponhamos que  é um subconjunto simultaneamente aberto e fe-E
chado em , distinto de  e de . O conjunto  é então também\ g \ F œ \ Ï E
aberto e não vazio e vem  e .E F œ g E  F œ \
d) a)Ê : Suponhamos que  não é conexo. Existem então subconjuntos não\
vazios  e , mutuamente separados e tais que . Se  é aderenteE F \ œ E F B
a , vem , donde , o que mostra que o conjunto  é fechado. DoE B Â F B − E E
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mesmo modo,  é fechado e o facto de se ter  implica queF E F œ g
E œ \ Ï F E g, portanto que , além de ser fechado e diferente de , é também
aberto e diferente de .\ 

1.8.7 Como exemplos triviais de conjuntos conexos, temos, para qualquer
espaço topológico , o conjunto vazio  e qualquer conjunto com um único\ g
elemento.
Dem: Em ambos os casos o conjunto em questão não é união de dois
subconjuntos disjuntos não vazios. 

Normalmente será muito fácil exibir exemplos de conjuntos que não
sejam conexos: Basta considerar dois subconjuntos mutuamente separados
e não vazios e tomar a respectiva união. Já é mais difícil, pelo menos com
os instrumentos de que dispomos neste momento, exibir exemplos não
triviais de conjuntos conexos. Os primeiros exemplos que vamos
encontrar, e que estarão na base da construção de muitos outros, são os
intervalos de  e, mais geralmente, de . Lembremos que os ‘ ‘ intervalos
são os conjuntos de um dos tipos , ,  e , com ,Ò+ß ,Ó Ò+ß ,Ò Ó+ß ,Ó Ó+ß ,Ò + Ÿ ,
em que as extremidades  e  podem ser finitas ou infinitas (em particular,+ ,
fazendo , vemos que o conjunto vazio e o conjunto unitário  são+ œ , Ö+×
intervalos).

1.8.8 Um subconjunto  de  é um intervalo se, e só se, quaisquer que sejamN ‘
+ß , − N +  , Ò+ß ,Ó § N, com , tem-se .
Dem: É evidente que todo o intervalo  verifica a propriedade do enunciado.N
Suponhamos, reciprocamente, que  é um subconjunto de  que verifica aN ‘
propriedade do enunciado e verifiquemos que  é um intervalo, para o queN
podemos já supor que  não é vazio. Notemos então  e  o ínfimo e oN 7 Q
supremo de , que podem ser finitos ou infinitos. Tem-se, evidentementeN
7 Ÿ Q N § Ò7ßQÓ Ó7ßQÒ § N e . Por outro lado, tem-se  visto que, se
B − Ó7ßQÒ Q N D − N, o facto de  ser o supremo de  implica a existência de ,
com , e o facto de  ser o ínfimo de  implica a existência de ,D  B 7 N C − N
com , tendo-se então . O facto de se terC  B B − ÒCß DÓ § N
Ó7ßQÒ § N § Ò7ßQÓ N Ò7ßQÓ Ò7ßQÒ implica que  é um dos conjuntos , ,
Ó7ßQÓ Ó7ßQÒ e . 

1.8.9 Um subconjunto  de  é conexo se, e só se, é um intervalo.N ‘
Dem: Suponhamos que  não é um intervalo. Pelo resultado precedente,N
podemos considerar  em  tais que , pelo que vai existirB  C N ÒBß CÓ § Ny

- − ÓBß CÒ - Â N Ò_ß -Ò Ó-ß_Ó, com . Uma vez que  e  são abertos de ,‘
vemos que  e  vão ser abertos, disjuntos e nãoN  Ò_ß -Ò N  Ó-ß_Ó
vazios, de , com união , o que mostra que  não é conexo.N N N
Suponhamos, reciprocamente, que  é um intervalo e que  não é conexo eN N
tentemos chegar a um absurdo. Podemos então considerar uma decomposição
N œ N  N N Nw ww w ww, com os conjuntos  e  mutuamente separados e não vazios
e fixar elementos  e , podendo já supor-se que , sem o que+ − N , − N +  ,w ww
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se trocava os papéis de  e . O facto de  ser um intervalo implica queN N Nw ww

Ò+ß ,Ó § N - − Ò+ß ,Ó § N N  Ò+ß ,Ó. Seja  o supremo de , conjunto que é nãow

vazio, por conter , e admite  como majorante. Tendo em conta ,  é+ , -1.2.13
aderente a , e portanto também a  pelo que, por termos conjuntosN  Ò+ß ,Ó Nw w

mutuamente separados, , o que implica que , em particular- Â N - − Nww w

-  , -. Mais uma vez por os conjuntos serem mutuamente separados,  não é
aderente a . Mas isso implica a existência de uma vizinhança de  em N -ww ‘
que não tem pontos em , vizinhança essa que, quer no caso em que N - −ww ‘
como naquele em que  (o facto de ser  implica que  não é- œ _ -  , -
_ Ò-ß .Ò .  -), contém um intervalo do tipo  com . Ora, isso é um absurdo,
uma vez que, considerando um número real  maior que  e menor que oB -
mínimo entre  e , viria , portanto , contrariando o, . B Â N B − N  Ò+ß ,Óww w

facto de  ser um majorante de .- N  Ò+ß ,Ów 

Vamos agora estudar algumas propriedades que nos permitem concluir
que certos espaços são conexos, quando sabemos que outros o são:

1.8.10 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação contínua e\ ] 0À\ Ä ]
sobrejectiva. Se  é conexo, tem-se então que  é também conexo.\ ]
Dem: Suponhamos que  não é conexo. Existem então conjuntos abertos]
disjuntos e não vazios  e  de , tais que . Tem-se então queE F ] ] œ E  F

0 ÐEÑ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − E× 0 ÐFÑ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − F×" "e

são subconjuntos abertos disjuntos de , com união , e são não vazios, por\ \
0 \ ser sobrejectiva. Concluímos assim que  não é conexo. 

1.8.11 (Corolário) Se  e  são espaços topológicos e se  é uma\ ] 0À\ Ä ]
aplicação contínua, então, para cada subconjunto conexo  de ,  é umE \ 0ÐEÑ
subconjunto conexo de .]
Dem: Basta atender a que a restrição de  vai ser uma aplicação contínua e0
sobrejectiva de  sobre .E 0ÐEÑ 

1.8.12 (Teorema de Bolzano) Sejam  um espaço topológico conexo e\
0À\ Ä +ß , − 0Ð\Ñ‘ uma aplicação contínua. Quaisquer que sejam , com
+  , Ò+ß ,Ó § 0Ð\Ñ, tem-se então .123

Dem: Pelo resultado anterior,  é um subconjunto conexo de  e por-0Ð\Ñ ‘
tanto, como vimos em , um intervalo.1.8.9 

1.8.13 Sejam  um espaço topológico e  uma família, finita ou infinita,\ ÐE Ñ3 3−M

de subconjuntos conexos de  tal que exista I tal que, para todo o ,\ 3 − 3 − M!

123Este resultado também costuma ser enunciado na seguinte forma: Toda a função contí-
nua, cujo domínio é conexo, não passa de um valor a outro sem passar por todos os valo-
res intermédios. O leitor já encontrou decerto um enunciado deste tipo, pelo menos para
funções cujo domínio é um intervalo de , conjunto que já sabemos ser conexo.‘
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E  E Á g E œ E3 3 3
3−M

!
. Tem-se então que o conjunto    é também conexo.-

Dem: Suponhamos que E œ Ew ww w ww E E E, com  e  mutuamente separados.
Lembrando , vinha então , união de dois1.8.2 E œ ÐE  E Ñ  ÐE  E Ñ3 3 3

w ww
! ! !

subconjuntos mutuamente separados, pelo que um deles teria que ser vazio,
para fixar ideias , e portanto , ou seja, .E  E œ g E  E œ E E § E3 3 3 3

w ww ww
! ! ! !

Para cada , tem-se então que 3 − M E œ ÐE  E Ñ  ÐE  E Ñ3 3 3
w ww , união de dois

subconjuntos mutuamente separados, pelo que um deles teria que ser vazio;
uma vez que , segue-se queE  E3

ww não é vazio, por conter E  E3 3!

E  E œ g E  E œ E E § E3 3 3 3
w ww ww, donde, como antes, , isto é, . Uma vez

que todos os  estão contidos em , segue-se que , ou sejaE E E œ E § E3 3
ww ww-

E œ E E œ gww w, o que implica que . 

1.8.14 Sejam  um espaço topológico e  um conjunto conexo denso, isto\ E § \
é, tal que ad . Tem-se então que  é conexo.ÐEÑ œ \ \
Dem: Suponhamos que  é um conjunto não vazio, simultaneamente abertoY
e fechado em . Sendo , o facto de  ser uma vizinhança de  e de se\ B − Y Y B
ter ad  implica que . Uma vez que  é conexo e queB − ÐEÑ E  Y Á g E
E  Y E E  Y œ E é simultaneamente aberto e fechado em , segue-se que ,
ou seja que . Resulta daqui queE § Y

\ œ ÐEÑ § ÐYÑ œ Yad ad ,
ou seja, .Y œ \ 

1.8.15 (Corolário) Sejam  um espaço topológico e  um subconjunto\ E § \
conexo. Se  é tal que ad , tem-se então que  é tambémF § \ E § F § ÐEÑ F
conexo.
Dem: Basta atender a que, tendo em conta ,  é denso em , relati-1.2.21 E F
vamente à topologia induzida de .F 

1.8.16 Se  e  são espaços topológicos conexos, então  é um espaço\ ] \ ‚ ]
topológico conexo.
Dem: Podemos já supor que  e  são não vazios, visto que o conjunto\ ]
vazio é conexo. Seja  um elemento fixado. Tem-se então que oB − \!

subconjunto  de  é conexo, por ser a imagem da aplicaçãoÖB × ‚ ] \ ‚ ]!

contínua de  em , que a  associa . Pela mesma razão, para] \ ‚ ] C ÐB ß CÑ!

cada , o subconjunto  de  é conexo. O resultado éC − ] \ ‚ ÖC× \ ‚ ]
agora uma consequência de , visto que  vai ser a união dos1.8.13 \ ‚ ]
conjuntos conexos  e , com , em que o primeiro temÖB × ‚ ] \ ‚ ÖC× C − ]!

intersecção não vazia com cada um dos últimos. 

1.8.17 (Produto finito de conexos) Seja  um conjunto finito de índices eM Á g
seja, para cada ,  um espaço topológico conexo. Tem-se então que o3 − M \3

produto cartesiano , com a topologia produto (cf. ), é também um#
3−M

3\ 1.5.13

espaço topológico conexo.
Dem: Vamos provar o resultado, com o auxílio de , por indução no1.8.16
número de elementos do conjunto . Se  tem  elemento a conclusãoM M œ Ö3 × "!
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resulta de que, por , o produto cartesiano 1.5.28 #
3−M

3 3\ \ é homeomorfo a .
!

Supondo o resultado verdadeiro quando  tem  elementos a constatação deM :
que ele é também verdadeiro quando  tem  elementos resulta de que,M :  "
escolhendo então , podemos considerar o conjunto  com 3 − M M Ï Ö3 × :! !

elementos e então, pela hipótese de indução, o produto cartesiano     é#
3−MÏÖ3 ×

3

!

\

conexo e portanto, tendo em conta o lema referido,  é conexo por ser#
3−M

3\

homeomorfo a ˆ ‰#
3−MÏÖ3 ×

3

!

\ ‚\3!  (cf. ).1.5.29 

1.8.18 Seja  um espaço topológico. Tem então lugar uma relação de\
equivalência  sobre , definida pela condição de se ter  se, e só se,µ \ B µ C
existe uma parte conexa  de , tal que  e . Quando E \ B − E C − E B µ C
diz-se que  e  são  .B C \conexos em
Dem: O facto de se ter  vem de que  é um conjunto conexo. ÉB µ B ÖB×
imediato que, se , então também . Por fim, se  e , vãoB µ C C µ B B µ C C µ D
existir subconjuntos conexos  e  de , tais que  e ; oE F \ Bß C − E Cß D − F
facto de se ter  implica então que  é conexo pelo que, umaE F Á g E  F
vez que , sai .Bß D − E  F B µ D 

1.8.19 Nas condições anteriores, chamam-se  do espaçocomponentes conexas
topológico  às classes de equivalência para a relação .\ µ

1.8.20 Sejam  um espaço topológico e  uma das suas componentes conexas.\ E
Tem-se então que  é um subconjunto conexo e fechado de  e que,E \
qualquer que seja o conjunto conexo  de , tal que , vemF \ E F Á g
F § E.124

Dem: Comecemos por supor que  é um subconjunto conexo de  tal queF \
E F Á g B − E  F C − F. Fixando , vemos que, para cada , vai-se ter
B µ C C − E F § E + − E, donde , o que mostra que . Seja agora  fixado.
Para cada , o facto de se ter  implica a existência de umB − E + µ B
subconjunto conexo  de , contendo  e ; em particular, tem-seF \ + BB

E  F Á g F § EB B, pelo que, pelo que vimos atrás, ; concluímos agora que
E F vai ser a união dos subconjuntos conexos , com intersecção não vazia,B

pelo que, por ,  é conexo. Por fim, tendo em conta , ad  vai1.8.13 1.8.15E ÐEÑ
ser um subconjunto conexo de  com intersecção não vazia com  donde,\ E
pelo que vimos no início, tem-se ad , e portanto  é um conjuntoÐEÑ § E E
fechado. 

1.8.21 (Corolário) Um espaço topológico não vazio  é conexo se, e só se, tem\
uma única componente conexa.
Dem: Se  é conexo, então, quaisquer que sejam , tem-se , o\ Bß C − \ B µ C

124Poderíamos dizer que as componentes conexas são conjuntos conexófagos: “Comem”
todos os conjuntos conexos que “tocam” nelas.
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que mostra que existe uma única componente conexa. Se existe uma única
componente conexa, ela é igual a , pelo que  é conexo.\ \ 

1.8.22 Diz-se que um espaço topológico  é  se cada ponto\ localmente conexo
B − \!  admite um sistema fundamental de vizinhanças constituído por
conjuntos conexos ou, o que é o mesmo, se para cada  a classe dasB − \!

vizinhanças conexas de  for um sistema fundamental de vizinhanças desseB!

ponto.

1.8.23 Se  é um espaço topológico localmente conexo e se  é um\ \ § \w

subconjunto aberto, então , com a topologia induzida, é também local-\w

mente conexo.
Dem: Dado , seja  um sistema fundamental de vizinhanças de  em+ − \ +w U+

\ Z −, constituído por conjuntos conexos. O conjunto , dos  tais queU Us
+ +

Z § \ + \w é ainda um sistema fundamental de vizinhanças de  em , como se
reconhece se se reparar que, para cada vizinhança  de  em ,  é[ + \ [ \w

também vizinhança de ; resulta daqui que , que é também igual ao con-+ Us+

junto das intersecções dos conjuntos de  com , é um sistema funda-Us+ \w

mental de vizinhanças de  em , constituído por conjuntos conexos.+ \w 

1.8.24 finito Sejam  um conjunto  não vazio de índices e, para cada , N 4 − N \4

um espaço topológico localmente conexo. Tem-se então que , com a#
4−N

4\

topologia produto, é também localmente conexo.
Dem: Dado  em Ð+ Ñ4 4−N #

4−N
4\  começamos por reparar que, sendo, para cada

4 − N [ + [,  uma vizinhança conexa de , o produto cartesiano  é uma4 4 4
4−N

#
vizinhança conexa de  (cf. a alínea b) da nota  e ). O factoÐ+ Ñ4 4−N 1.5.14 1.8.17
de as vizinhanças conexas deste tipo constituirem um sistema fundamental de
vizinhanças resulta de que se H é uma vizinhança de  podemosÐ+ Ñ4 4−N

considerar para cada  uma vizinhança  de  com  e, sendo4 Z + §4 4 #
4−N

4Z H

então para cada ,  uma vizinhança conexa de  contida em , a4 [ + Z4 4 4

correspondente vizinhança # #
4−N 4−N

4 4[ Z está contida em , e portanto em HÞ 

1.8.25 O espaço , com a sua topologia canónica, é conexo e localmente‘8

conexo.
Dem: Já sabemos que  é conexo, por ser um intervalo de , e  vai ser‘ ‘ ‘
localmente conexo, uma vez que cada ponto  admite um sistema+ − ‘
fundamental de vizinhanças constituído pelas bolas ,F Ð+Ñ œ Ó+  <ß +  <Ò<

que são conjuntos conexos. Basta agora atender a que  é o produto de ‘ 8
factores iguais a .‘ 

1.8.26 Se  é um espaço topológico localmente conexo, então cada componente\
conexa  de  é um conjunto aberto.E \
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Dem: Se , podemos considerar uma vizinhança conexa  de , tendo-+ − E Z +
se então , portanto, por , .Z  E Á g Z § E1.8.20 

O próximo resultado é muitas vezes útil para determinar as componentes
conexas de um espaço topológico. É claro que, , vemos que asa posteriori
respectivas hipóteses só são possíveis no caso em que as componentes
conexas são conjuntos abertos.

1.8.27 Sejam  um espaço topológico e  uma família de subconjuntos\ Ð\ Ñ4 4−N

abertos, conexos, não vazios, disjuntos dois a dois e de união . Tem-se\
então que os  são precisamente as componentes conexas de .\ \4

Dem: Dado , existe um único  tal que  e o resultado ficaráB − \ 4 B − \! 4!

provado se verificarmos que  coincide com a componente conexa  do\ E4!

elemento . O facto de  ser conexo e com  implica, porB \ B − \  E4 4! !

1.8.20, que . Reparamos agora que o conexo  fica união dos\ § E E4!

conjuntos  e , que são abertos em  e disjuntos peloE \ œ \ E  \ E4 4 4
4Á4

! !

!

-
que, por o primeiro ser não vazio e  ser conexo, tem que serE
E  \ œ g \ œ E-

4Á4
4 4

!

!
, donde , como queríamos. 

Apresentamos a seguir uma noção, de certo modo, aparentada com a de
espaço conexo e que constitui, muitas vezes, um método prático para
identificar espaços conexos.

1.8.28 Sejam  um espaço topológico e . Diz-se que  e  são \ Bß C − \ B C conexos
por arcos em  se existe uma aplicação contínua  tal que\ 0À Ò!ß "Ó Ä \
0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ C B C e  (um  de  para ). Diz-se que um espaçoarco
topológico  é  se, quaisquer que sejam ,  e  são\ Bß C − \ B Cconexo por arcos
conexos por arcos em . Diz-se que um subconjunto  dum espaço\ E § \
topológico  é  se, com a topologia induzida, for um\ conexo por arcos
espaço topológico conexo por arcos.

1.8.29 Analogamente ao que acontecia em , sendo  e  espaços topoló-1.8.10 \ ]
gicos e 1À\ Ä ] \ é uma aplicação contínua e sobrejetiva então se  é
conexo por arcos também  é conexo por arcos. Em consequência, se]
1À\ Ä ] E § \ é uma aplicação contínua entre espaços topológicos e  é
um subconjunto conexo por arcos, também  é um subconjunto conexo1ÐEÑ
por arcos de .]
Dem: Dados , tem-se  e  com  e então,Cß C − ] C œ 1ÐBÑ C œ 1ÐB Ñ Bß B − \w w w w

considerando uma aplicação contínua  uma aplicação contínua0 À Ò!ß "Ó Ä \
com  e , temos uma aplicação contínua 0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ B 1 ‰ 0 À Ò!ß "Ó Ä ]w

com  e .1 ‰ 0Ð!Ñ œ C 1 ‰ 0Ð"Ñ œ Cw 
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1.8.30 Se  é um espaço topológico, a relação  sobre , definida por ,\ ¸ \ B ¸ C
se, e só se,  e  são conexos por arcos em , é uma relação de equivalência.B C \
Às classes de equivalência para esta relação dá-se o nome de componentes
conexas por arcos de . A definição precedente pode ser expressa dizendo\
que  é conexo por arcos se, e só se, é vazio ou constituído por uma única\
componente conexa por arcos.
Dem: O facto de se ter  resulta de se considerar a aplicaB ¸ B ção contínua
0 À Ò!ß "Ó Ä \ B B ¸ C de valor constante . Se , podemos considerar uma
aplicação contínua  com  e  e, considerando0 À Ò!ß "Ó Ä \ 0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ C
a aplicação contínua , definida por , vemos que1À Ò!ß "Ó Ä \ 1Ð>Ñ œ 0Ð"  >Ñ
C ¸ B B ¸ C C ¸ D 0 ß 1À Ò!ß "Ó Ä \. Se  e , existem aplicações contínuas , tais
que   e  e, considerando então a aplicação0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ 1Ð!Ñ œ C 1Ð"Ñ œ D
contínua , definida por2À Ò!ß "Ó Ä \

2Ð>Ñ œ
0Ð#>Ñ > Ÿ

1Ð#>  "Ñ >   , se 

, se 
,

"
#
"
#

concluímos que .B ¸ D 

1.8.31 Se  é uma componente conexa por arcos de , então  é um conjuntoE \ E
conexo por arcos.
Dem: Sejam . Uma vez que , existe uma aplicação contínuaBß C − E B ¸ C
0À Ò!ß "Ó Ä \ 0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ C tal que  e . O resultado ficará provado se
mostrarmos que . Ora, fixado , podemos considerar0ÐÒ!ß "ÓÑ § E > − Ò!ß "Ó
uma aplicação contínua , definida por , para a qual1À Ò!ß "Ó Ä \ 1Ð=Ñ œ 0Ð=>Ñ
se tem  e , o que mostra que , donde1Ð!Ñ œ 0Ð!Ñ œ B 1Ð"Ñ œ 0Ð>Ñ B ¸ 0Ð>Ñ
0Ð>Ñ − E, como queríamos. 

1.8.32 Se  é um espaço topológico e se  e  são conexos por arcos em ,\ B C \
então  e  são também conexos em .B C \
Em consequência, cada componente conexa de  é uma união de\
componentes conexas por arcos de , em particular, todo o espaço\
topológico conexo por arcos é também conexo.
Dem: Se  e  são conexos por arcos em , podemos considerar uma apli-B C \
cação contínua  tal que  e , pelo que, uma0 À Ò!ß "Ó Ä \ 0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ C
vez que  é um espaço topológico conexo,  vai ser um subcon-Ò!ß "Ó 0 ÐÒ!ß "ÓÑ
junto conexo de , contendo  e , o que mostra que  e  são conexos em\ B C B C
\ \. A propriedade anterior implica que cada componente conexa de  é a
união das componentes conexas por arcos dos seus elementos, em particular,
se  é conexo por arcos,  não tem mais que uma componente conexa,\ \
sendo portanto conexo. 

1.8.33 Diz-se que um espaço topológico  é  se,\ localmente conexo por arcos
para cada , existe um sistema fundamental de vizinhanças  de ,B − \ B! B !U

!

constituído por conjuntos conexos por arcos ou, o que é o mesmo, se para
cada  a classe das vizinhanças conexas por arcos de  é um sistemaB − \ B! !

fundamental de vizinhanças desse ponto.



§8. Espaços topológicos conexos 229

É claro que  é então também localmente conexo.\
Com demonstração decalcada pela de , pode-se verificar que, se  é1.8.23 \
localmente conexo por arcos e   é um subconjunto aberto, então ,\ § \ \w w

com a topologia induzida, é também localmente conexo por arcos.

1.8.34 Seja  um espaço topológico localmente conexo por arcos. Tem-se então\
que coincidem as componentes conexas por arcos e as componentes conexas
de , em particular  é conexo se, e só se, é conexo por arcos.\ \
Dem: Sejam  as componentes conexas por arcos de , que sãoÐ\ Ñ \4 4−N

conjuntos conexos por arcos, logo, por , conexos, disuntos dois a dois,1.8.32
não vazios e de união . Tendo em conta , se verificarmos que os \ \1.8.27 4

são conjuntos abertos em , eles são também as componentes conexas de .\ \
Ora, se , podemos considerar uma vizinhança conexa por arcos  deB − \ Z4

B C − Z B C Z, tendo-se que, para cada ,  e  são conexos por arcos em , e
portanto em , o que implica que , donde . Ficou assim\ C − \ Z § \4 4

provado que  é efectivamente um conjunto aberto em .\ \4 

1.8.35 (Algumas observações sobre Álgebra Linear — conjuntos estrelados
e conjuntos convexos) Seja  um espaço vetorial:I
a) Dados , define-se o  de extremidades  e  como sendoBß C − I B Csegmento
o conjunto, que notaremos , dos vetores da formaÒÒBß CÓÓ

Ð"  >ÑB  >C œ B  >ÐC  BÑ,   (1)

com  no intervalo , condição que pode ser reformulada trivialmente, de> Ò!ß "Ó
forma mais simétrica, referindo que se trata dos vetores da forma

= B  = C" # ,   (2)

com ,  e .=   ! =   ! =  = œ "" # " #

Repare-se que, dando a  os valores  e , vemos que  e  pertencem a> ! " B C
ÒÒBß CÓÓ e que, usando por exemplo a segunda caracterização, concluímos que
ÒÒBß CÓÓ œ ÒÒCß BÓÓ ÒÒBß BÓÓ œ ÖB×. É também evidente que . Repare-se que, em
particular, o segmento  é simplesmente o conjunto dos  comÒÒ!ß CÓÓ >C
> − Ò!ß "Ó.
b) No caso particular em que , tem-se, para , ,I œ +ß , − ÒÒ+ß ,ÓÓ œ Ò+ß ,Ó‘ ‘
se , e , se .+ Ÿ , ÒÒ+ß ,ÓÓ œ Ò,ß +Ó +   ,
Subdem: Supondo já que , tem-se, para cada ,  e+  , > − Ò!ß "Ó >   !
"  >   !, donde

+ œ Ð"  >Ñ+  >+ Ÿ Ð"  >Ñ+  >, Ÿ Ð"  >Ñ,  >, œ ,,

e, se , vem , com .- − Ò+ß ,Ó - œ Ð"  >Ñ+  >+ > œ − Ò!ß "Ó-+
,+ 

c) Se  é um subconjunto de  e se , diz-se que  é E I B − E E! estrelado
relativamente a   se, para cada , . Diz-se que umB B − E ÒÒB ß BÓÓ § E! !

conjunto  é  se  é estrelado relativamente a cada um dos seusE § I Econvexo
elementos, isto é, se se tem , quaisquer que sejam .ÒÒBß CÓÓ Bß C − E§ E
d) O que vimos em  mostra-nos que os subconjuntos convexos de  são1.8.8 ‘
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precisamente os intervalos.
e) Dados , o segmento  é um conjunto convexo. Em particularBß C − I ÒÒBß CÓÓ
ÖB× œ ÒÒBß BÓÓ é convexo.
Subdem: Dados  e , vemDß A − ÒÒBß CÓÓ ? − Ò!ß "Ó

D œ Ð"  =ÑB  =C A œ Ð"  >ÑB  >C,  ,

com , e então=ß > − Ò!ß "Ó

Ð"  ?ÑD  ?A œ Ð"  @ÑB  @C,

com .@ œ Ð"  ?Ñ=  ?> − ÒÒ=ß >ÓÓ § Ò!ß "Ó 
f) Se  e  são espaços vetoriais e I J -À I Ä J  é uma aplicação linear então,
para  tem-se trivialmente  o que implicaBß C − I ÐÒÒBß CÓÓÑ œ ÒÒ ÐBÑß ÐCÑÓÓ- - -
que se  é convexo também  é convexo e que se  éE § I ÐEÑ § J F § J-
convexo também a imagem recíproca  é convexa.-"ÐFÑ § I
g) A propriedade de  expressa em e) implica que este conjunto éÒÒBß CÓÓ
convexo, contém  e  e está contido em qualquer convexo de  queB C I
contenha  e , razão porque também se diz que  é o B C ÒÒBß CÓÓ envólucro
convexo de . Estas observações admitem a seguinte generalização:ÖBß C×
Sejam  e  vetores de . Notamos então 8   " B ß B ßá ß B I ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ" # 8 " # 8

o conjunto dos vetores de  da formaI

= B  = B â = B" " # # 8 8   (3)

com cada  e , conjunto que é um convexo contendo cada  e=   ! = œ " B4 4 4!
contido em qualquer convexo de  que contenha todos os , motivo porqueI B4

se dá a este conjunto o nome de  de . Tem-se,envólucro convexo ÖB ßá ß B ×" 8

para ,  e, para ,8 œ " ÒÒB ÓÓ œ ÖB × 8   #" "

ÒÒB ßá ß B ÓÓ œ ÒÒB ß CÓÓÞ" 8 "

C−ÒÒB ßáßB ÓÓ

          .
# 8

(4)

Subdem: O facto de se ter  resulta de considerar na somaB − ÒÒB ßá ß B ÓÓ4 " 8!

(3)  e  para cada . O facto de  ser convexo= œ " = œ ! 4 Á 4 ÒÒB ßá ß B ÓÓ4 4 ! " 8!

resulta de que, sendo  neste conjunto e , podemos escreverCß D ? − Ò!ß "Ó

B œ = B  = B â = B C œ > B  > B â > B" " # # 8 8 " " # # 8 8,

e então

Ð"  ?ÑB  ?C œ ÐÐ"  ?Ñ=  ?> ÑB â ÐÐ"  ?Ñ=  ?> ÑB" " " 8 8 8,

com  eÐ"  ?Ñ=  ?>   !4 4

" " "Š ‹ Š ‹
4 4 4

4 4 4 4Ð"  ?Ñ=  ?> œ Ð"  ?Ñ =  ? > œ Ð"  ?Ñ  ? œ ".

Para justificarmos (4) começamos por notar que se
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C œ = B â = B − ÒÒB ßá ß B ÓÓ# # 8 8 # 8

e  entãoD œ Ð"  ?ÑB  ?C − ÒÒB ß CÓÓ" "

D œ Ð"  ?ÑB  ?= B â ?= B" # # 8 8,

com

Ð"  ?Ñ  ?= â ?= œ Ð"  ?Ñ  ?Ð= â = Ñ œ "# 8 # 8 ,

pelo que ; reciprocamente, se  vemD − ÒÒB ßá ß B ÓÓ D − ÒÒB ßá ß B ÓÓ" 8 " 8

D œ = B  = B â = B" " # # 8 8

e então se  tem-se , com , e se= œ " D œ B − ÒÒB ß B ÓÓ B − ÒÒB ßá ß B ÓÓ" " " # # # 8

= Á " = â = œ "  =" # 8 " o facto de se ter , donde

= =

"  = "  =
â œ "

# 8

" "
,

implica que

C œ B â B − ÒÒB ßá ß B ÓÓ
= =

"  = "  =
# 8

" "
# 8 # 8 ,

vindo então

D œ = B  Ð"  = ÑC − ÒÒB ß CÓÓ" " " " .

Uma vez provado (4), vemos facilmente, por indução em , que qualquer8
convexo que contenha  contém , facto trivial paraÖB ßá ß B × ÒÒB ßá ß B ÓÓ" 8" " 8

8 œ " 8 œ # e que já conhecemos para , visto que, pela hipótese de indução
ele contém  e portanto contém também para cada  emÒÒB ßá ß B ÓÓ C# 8

ÒÒB ßá ß B ÓÓ ÒÒB ß CÓÓÞ# 8 " o conjunto 

1.8.36 Se  é um conjunto convexo ou um conjunto estrelado, relativa-E § ‘8

mente a um dos seus elementos, então  é um conjunto conexo por arcos, emE
particular conexo .125

Dem: Comecemos por supor que  é convexo. Dados , podemosE Bß C − E
considerar a aplicação contínua , definida por0 À Ò!ß "Ó Ä E

0Ð>Ñ œ Ð"  >ÑB  >C,

para a qual se tem  e  (a continuidade de  resulta da0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ C 0
continuidade de cada uma das suas componentes, como aplicação de  emE
‘). Vemos assim que  é conexo por arcos, e portanto conexo. SupondoE
agora que  é estrelado, relativamente ao ponto , vemos que, paraE B − E!

cada ,  e  são conexos por arcos em , por pertencerem aoB − E B B E!

125Esta propriedade é válida, mais geralmente, quando, em vez de , consideramos um‘8

espaço vectorial normado arbitrário. Os espaços vectoriais normados serão estudados
mais adiante, em .2.1
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conjunto convexo, em particular conexo por arcos, , contido em ;ÒÒB ß BÓÓ E!

por transitividade, concluímos que dois pontos quaisquer de  são conexosE
por arcos em , pelo que , tendo uma única componente conexa por arcos,E E
vai ser conexo por arcos, em particular conexo. 

1.8.37 (Corolário) Os espaços ‘8, com a topologia usual, são localmente
conexos por arcos.
Dem: Basta atender a que, considerando em , por exemplo, a métrica ,‘8

_.
que define a sua topologia canónica, cada ponto  tem um sistemaB − ‘8

fundamental de vizinhanças constituído pelas bolas abertas , comF ÐBÑ<

<  !, que se verifica facilmente serem conjuntos estrelados relativamente a
B,  logo conexos por arcos.126 

Exercícios

Ex 1.8.1 Sejam  um espaço topológico e . Mostrar que, se  é uma parte conexa\ E § \ F
de  que interseta os conjuntos int  e ext , então  também interseta fr .\ ÐEÑ ÐEÑ F ÐEÑ

Ex 1.8.2 Mostrar que a topologia caótica de um conjunto arbitrário é sempre conexa e que
a sua topologia discreta é conexa se, e só se, o conjunto tem no máximo um elemento.

Ex 1.8.3 Mostrar que, se  é um espaço topológico e se  e  são dois subconjuntos\ E F
conexos que não são mutuamente separados, então  é também conexo.E  F

Ex 1.8.4 Se  é um espaço topológico e  é um conjunto, diz-se que uma aplicação\ ]
0À\ Ä ] + − \ Z + é  se, para cada , existe uma vizinhança  de localmente constante
tal que a restrição de  ao conjunto  seja uma aplicação constante.0 Z
a) Mostrar que uma aplicação  é localmente constante se, e só se, ela é0 À\ Ä ]
contínua, quando se considera em  a topologia discreta.]
b) Mostrar que, se o espaço topológico  é conexo, então toda a aplicação\
localmente constante  é mesmo constante.0 À\ Ä ]

Ex 1.8.5 Seja  um espaço métrico conexo com pelo menos dois elementos e seja\
N § Ò!ß_Ò .ÐBß CÑ Bß C − \ \ o conjunto dos números reais  com . Mostrar que se 
não é limitado então  e que se  é limitado então  é um dos intervalosN œ Ò!ß_Ò \ N

Ò!ß Ð\ÑÒ Ò!ß Ð\ÑÓdiam , diam .

Deduzir, em particular, que  não pode ser finito nem numerável.\

Ex 1.8.6 Mostrar que, se um espaço topológico  tem apenas um número finito de\
componentes conexas, então cada uma destas é um conjunto aberto.
Sugestão: Mostrar que o respectivo complementar é fechado.

126Aliás, são mesmo convexos, embora não precisemos de tanto. Quem não quiser fazer a
verificação neste momento, poderá esperar sobre o resultado mais geral apresentado
adiante em .2.1.28
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Ex 1.8.7 Se  é um espaço topológico com a topologia discreta, mostrar que as compo-\
nentes conexas de  são os subconjuntos unitários (a um espaço topológico em que\
esta última condição é verificada dá-se o nome de espaço ).totalmente desconexo

Ex 1.8.8 Considerando no conjunto  dos números racionais a topologia induzida pela
topologia usual de , mostrar que, apesar de a topologia de  não ser a topologia‘ 
discreta,  é totalmente desconexo, isto é, as componentes conexas de  são os 
subconjuntos unitários (em particular, temos um exemplo em que as componentes
conexas não são conjuntos abertos).

Ex 1.8.9 Consideremos em  a topologia inferior, estudada no exercício .‘ 1.2.6
a) Sugestão: Verificar que qualquer conjunto  é conexo.  Verificar que doisE § ‘
subconjuntos não vazios  e  de  nunca são mutuamente separados, reparandoE E" # ‘
que se  e  então ou  é aderente a  ou  é aderente  .+ − E + − E + E + + E" " # # " # # "

b) Deduzir de a) que, se  é uma aplicação contínua, quando se considera a0 À Ä‘ ‘
topologia inferior no domínio e a topologia canónica no espaço de chegada, então  é0
necessariamente constante.  Sendo  em , o que poderá dizer sobre oSugestão: + Á , ‘
subconjunto  de ?Ö0Ð+Ñß 0Ð,Ñ× ‘

Ex 1.8.10 Considerar em  a topologia direita, estudada no exercício .‘ 1.2.8
a) Verificar que os únicos subconjuntos de  que são conexos são o conjunto vazio ‘ g
e os conjuntos com um único elemento.  Se  pertencem a  verificarSugestão: +  , E
que são mutuamente separados e não vazios os subconjuntos

E œ ÖB − E ± B  ,× E œ ÖB − E ± B   ,×" #, .

b) Deduzir de a) que, se  é uma aplicação contínua, quando se considera a0 À Ä‘ ‘
topologia canónica no domínio e a topologia direita no espaço de chegada, então  é0
necessariamente constante.

Ex 1.8.11 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação contínua e\ ] 0À\ Ä ]
sobrejectiva. Mostrar que o número de componentes conexas de  é maior ou igual\
ao número de componentes conexas de . Deduzir, em particular, que dois espaços]
topológicos homeomorfos têm o mesmo número de componentes conexas.

Ex 1.8.12 Mostrar que um espaço topológico  é localmente conexo se, e só se, para\
cada aberto  de , as componentes conexas de  são conjuntos abertos.Y \ Y

Ex 1.8.13 Mostrar que, se  é um espaço topológico compacto e localmente conexo,\
então  tem apenas um número finito de componentes conexas.\

Ex 1.8.14 Mostrar que se  é um subconjunto aberto de , então  é união de umaY Y‘
família finita ou numerável de intervalos abertos, disjuntos dois a dois.
Sugestão: Pensar nas componentes conexas de .Y

Ex 1.8.15 No exercício  juntaram-se as letras e os algarismos em grupos constituí-1. .27%
dos por figuras homeomorfas. Escolher uma figura de cada um desses grupos e provar
que essas figuras não são homeomorfas, arranjando propriedades topológicas que as
distingam.  Estudar o número de componentes conexas que se obtêmSugestão:
quando se retira um ponto a cada uma das figuras.

Ex 1.8.16 Seja  a união do conjunto  com o conjunto dos pares  taisE § ÖÐ!ß !Ñ× ÐBß CÑ‘#

que  e sen .B  ! C œ Ð Ñ"B
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Mostrar que  é um conjunto conexo, mas não é conexo por arcos.E

Ex 1.8.17 Mostrar que  não é conexo mas que, para cada ,  é‘ ‘Ï Ö!× 8   # Ï Ö!×8

conexo.  Notando  a base canónica de , seja  (resp. ) oSugestão: / ß / ßá ß / E F" # 8
8‘

conjunto dos vetores  com  (resp. com ). Mostrar que  é estrelado>/ >   ! > Ÿ ! Ï E"
8‘

relativamente a  e que  é estrelado relativamente a  e reparar que/ Ï F /" "
8‘

‘ ‘ ‘8 8 8Ï Ö!× Ï E Ï F é a união dos conjuntos  e , os quais têm intersecção não
vazia.

Ex 1.8.18 Considerar em  a norma euclidiana, definida por‘8

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ .ÐÐB ß B ßá ß B Ñß !Ñ œ B  B â B" # 8 # " # 8 "
# #

# 8
#É ,

e seja  a , definida porW hipersuperfície esférica

W œ ÖÐB ß B ßá ß B Ñ − ± mÐB ß B ßá ß B Ñm œ "×" # 8 " # 8
8‘ .

Mostrar que, se , então  é um conjunto conexo.  Construir uma8   # W Sugestão:
aplicação contínua e sobrejectiva de  sobre .‘8 Ï Ö!× W

Ex 1.8.19 Nas notações do exercício anterior, mostrar que, para cada  e , é8   # <  !
conexo o subconjunto de ‘8

E œ ÖÐB ß B ßá ß B Ñ − ± mÐB ß B ßá ß B Ñm   <×" # 8 " # 8
8‘ .

Deduzir que, se  e se  é um subconjunto limitado, para a métrica eucli-8   # F § ‘8

diana, então  tem uma única componente conexa ilimitada.‘8 Ï F
Sugestão: Construir uma aplicação contínua e sobrejectiva de  sobre .Ò<ß _Ò ‚ W E

Ex 1.8.20 a)  Sejam ,  e . Sendo  a bola aberta de centro  e8   # B − <  ! F ÐB Ñ B! < ! !
8‘

raio , para a norma euclidiana, mostrar que  é um conjunto conexo.< F ÐB Ñ Ï ÖB ×< ! !

b) Sejam ,  um aberto conexo e  um conjunto finito. Mostrar que8   # Y § M § Y‘8

Y Ï M  é também um aberto conexo.  Por indução, basta considerar o casoSugestão:
em que  é um conjunto unitário, . Nesse caso, utilizar a conclusão de a) e oM M œ ÖB ×!
facto de  ser também conexo por arcos.Y



§9. Teoremas de Urysohn e Tietze. Partições da unidade.

1.9.1 Diz-se que um espaço topológico  é  se, quaisquer que sejam os\ normal
conjuntos fechados  e  de , tais que , existem conjuntosE F \ E F œ g
abertos  e  de , tais que ,  e .Y Z \ E § Y F § Z Y  Z œ g

1.9.2 Se  é um espaço métrico, então  é um espaço normal.\ \
Dem: Sejam  e  fechados em  e tais que . Podemos já suporE F \ E F œ g
que  e  são não vazios, sem o que tomávamos um dos abertos  e  igualE F Y Z
a  e o outro igual a . Tendo em conta , podemos considerar asg \ 1.4.22
aplicações contínuas  e , para as quais se. À\ Ä Ò!ß_Ò . À\ Ä Ò!ß_ÒE F

tem  se, e só se, , e  se, e só se, . Sendo. ÐBÑ œ ! B − E . ÐBÑ œ ! B − FE F

agora

Y œ ÖB − \ ± . ÐBÑ  . ÐBÑ× œ ÖB − \ ± . ÐBÑ  . ÐBÑ − Ó_ß !Ò×

Z œ ÖB − \ ± . ÐBÑ  . ÐBÑ× œ ÖB − \ ± . ÐBÑ  . ÐBÑ − Ó!ß_Ò×
E EF F

E EF F

,
,

vemos que  e  são abertos, ,  e .Y Z E § Y F § Z Y  Z œ g 

1.9.3 Se  é um espaço topológico compacto e de Hausdorff então  é um\ \
espaço normal.
Dem: Se  e  são subconjuntos fechados de , tais que ,  e E F \ E F œ g E F
vão ser compactos pelo que, por , existem abertos  e  de , com1.6.39 Y Z \
E § Y F § Z Y  Z œ g,  e . 

1.9.4 (Caracterização alternativa dos espaços normais) Um espaço topoló-
gico  é normal se, e só se, quaisquer que sejam o subconjunto fechado  e\ G
o subconjunto aberto  com [ G § [ Y, existe um aberto  com

G § Y ÐYÑ § [, ad .  127

Dem: Comecemos por supor que  é normal. Sejam  fechado e  aberto\ G [
com . Então  é um fechado com G § [ \ Ï[ G  Ð\ Ï[Ñ œ g pelo que
podemos considerar abertos  e  com Y Z G § Y \ Ï[ § Z Y  Z œ g,  e ,
tendo-se então que  é um fechado com  pelo que\ Ï Z Y § \ Ï Z § [

ad ad .ÐY Ñ § Ð\ Ï Z Ñ œ \ Ï Z § [

Suponhamos, reciprocamente, que a condição do enunciado é verificada.
Sejam  e  dois subconjuntos fechados tais que . Tem-se entãoE F E F œ g
que  é um aberto com  pelo que podemos considerar um\ Ï F E § \ Ï F
aberto  com  e ad . Tem-se então que ad  é umY E § Y ÐYÑ § \ Ï F \ Ï ÐYÑ

127Poder-se-ia traduzir esta propriedade dizendo que qualquer conjunto fechado tem um
sistema fundamental de vizinhanças fechadas.
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aberto com ad  e ad , o que mostra que  éF § \ Ï ÐYÑ Y  Ð\ Ï ÐYÑÑ œ g \
normal. 

1.9.5 (Corolário) Se  é um espaço topológico normal e de Haudorff, então \ \
é regular (cf. ).1.4.30
Dem: Verificaremos que o conjunto de todas as vizinhanças fechadas de um
ponto  é um sistema fundamental de vizinhanças de . Ora, se  é+ − \ + [
uma vizinhança de , o conjunto fechado  está contido no aberto int+ Ö+× Ð[Ñ
pelo que, por , podemos considerar um aberto  de  com  e1.9.4 Y \ Ö+× § Y
ad int , tendo-se então que ad  é uma vizinhança fechada de ÐY Ñ § Ð[Ñ ÐYÑ +
contida em .[ 

1.9.6 (Teorema de Urysohn) Sejam  um espaço topológico normal e  e \ E F
subconjuntos fechados de , tais que . Existe então uma\ E F œ g
aplicação contínua  tal que  para cada  e0 À\ Ä Ò!ß "Ó 0ÐBÑ œ " B − E
0ÐBÑ œ ! B − F para cada .
Dem:128 Vamos dividir a demonstra  ção em várias partes:
a) No que se segue, as letras  e  designarão sempre números racionais do< =
intervalo . Vamos começar por verificar que é possível escolher, paraÒ!ß "Ó
cada , um conjunto aberto  de , com= Y \=

E § Y ÐY Ñ § \ Ï F= =e ad ,(1)

de modo que se verifique a seguinte condição:

<  = Ê ÐY Ñ § Y  ad .(2) = <

Para isso, e atendendo a que o conjunto dos racionais do intervalo  éÒ!ß "Ó
numerável, começamos por considerar uma bijecção  de  sobre o conjunto0 
daqueles racionais, tal que  e . Tendo em conta , e uma0 0Ð"Ñ œ ! Ð#Ñ œ " 1.9.4
vez que  é um aberto contendo , consideramos em seguida um aberto\ Ï F E
Y \! de  tal que

E § Y ÐY Ñ! !e ad § \ Ï FÞ

Aplicando de novo 1.9.4, consideramos agora um aberto  de  tal queY \"

E § Y ÐY Ñ" "e ad § Y!,

em particular, também

ad ad .ÐY Ñ § ÐY Ñ § \ Ï F" !

Depois de definidos os abertos  e , que verificam asY œ Y Y œ Y! "Ð"Ñ Ð#Ñ0 0

condições (1) e (2), vamos definir recursivamente os restantes abertos .Y0Ð8Ñ

Supomos portanto que  e que estão definidos os , com , de8   $ Y 4  80Ð4Ñ

modo a que as condições (1) e (2) estejam verificadas. Sejam então  o maior<

128A demonstração que vamos apresentar é uma adaptação trivial de uma demonstração
que encontrámos no livro de .Rudin [15]
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dos , com  e , e  o menor dos , com  e0 0 0 0Ð4Ñ 4  8 Ð4Ñ  Ð8Ñ = Ð4Ñ 4  8
0 0 0Ð4Ñ  Ð8Ñ <  Ð8Ñ  = ÐY Ñ § Y. Tem-se portanto , donde ad , pelo que,= <

mais uma vez por , podemos considerar um aberto  com1.9.4 Y0Ð8Ñ

ad e ad ,ÐY Ñ § Y ÐY Ñ § Y= <Ð8Ñ Ð8Ñ0 0

em particular, também

ad adÐY Ñ § ÐY Ñ § \ Ï F0Ð8Ñ <

assim como, para cada , se 4  8 0 0 0Ð4Ñ  Ð8Ñ Ð4Ñ Ÿ < então  donde

adÐY Ñ § Y0Ð8Ñ < § Y0Ð4Ñ

e se  então  donde  e0 0 0Ð4Ñ  Ð8Ñ Ð4Ñ   = Y § Y0Ð4Ñ =

ad ad .ÐY Ñ § ÐY Ñ § Y0 0Ð4Ñ Ð8Ñ=

Ficou assim terminada a construção recursiva dos conjuntos , verificandoY=

as condições (1) e (2).
b) Uma vez definidos os abertos , vamos definir uma aplicaçãoY=

0 À\ Ä Ò!ß "Ó, pondo

0ÐBÑ œ
! B Â Y

Ö= ± B − Y × B − Yœ , se 
sup , se .

(3) !

= !

Reparemos que se tem

B Â Y Ê 0ÐBÑ Ÿ < B − ÐY Ñ Ê 0ÐBÑ   << <  , ad   .(4)

Com efeito, a primeira implicação é uma consequência da definição de
supremo, se repararmos que se  então também , para cadaB Â Y B Â Y< =

=  < 0ÐBÑ  <, e a segunda implicação resulta de que, se fosse , podíamos
escolher  com , tendo-se então, por ser ad ,= 0ÐBÑ  =  < ÐY Ñ § Y § Y< = !

B Â Y B Â ÐY Ñ= < e ad .
c) Se , tem-se , donde . Se , tem-se ad ,B − E B − Y 0ÐBÑ œ " B − F B Â ÐY Ñ" !

donde , pelo que . Resta-nos verificar a continuidade de B Â Y 0ÐBÑ œ ! 0!

num ponto  arbitrário, para o que separamos os seguintes três casos:B − \!

c1) Suponhamos que . Dado  arbitrário, podemos fixar  tal0ÐB Ñ œ !  ! =! $
que , tendo-se então que ad  é um aberto, com!  =  \ Ï ÐY Ñ$ =

B − \ Ï ÐY Ñ B − \ Ï ÐY Ñ B Â Y! = = =ad , tal que, para cada ad , sai , donde
0ÐBÑ Ÿ =  $, portanto

0ÐBÑ − Ó0ÐB Ñ  ß 0ÐB Ñ  Ò! !$ $ .

c2) Suponhamos que . Dado  arbitrário, podemos fixar  tal0ÐB Ñ œ "  ! <! $
que , tendo-se então que  é um aberto, com , tal que,"   <  " Y B − Y$ < ! <

se ad , sai , dondeB − Y § ÐY Ñ 0ÐBÑ   <  " < < $

0ÐBÑ − Ó0ÐB Ñ  ß 0ÐB Ñ  Ò! !$ $ .
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c3) Suponhamos que . Dado  arbitrário, podemos fixar0ÐB Ñ − Ó"ß "Ò  !! $
< = 0ÐB Ñ   <  0ÐB Ñ  =  0ÐB Ñ  e , tais que ; tem-se então que! ! !$ $
Y  Ð\ Ï ÐY ÑÑ \ B< = !ad  é um aberto de , contendo  e tal que, para cada
B − Y  Ð\ Ï ÐY ÑÑ B − ÐY Ñ 0ÐBÑ   <  0ÐB Ñ < = < !ad , vem ad , donde , e$
B Â Y 0ÐBÑ Ÿ =  0ÐB Ñ = !, donde , isto é,$

0ÐBÑ − Ó0ÐB Ñ  ß 0ÐB Ñ  Ò! !$ $ . 

1.9.7 (Aplicação a um teorema de metrizabilidade) Seja  um espaço\
topológico de Haudorff, localmente compacto e de base contável. Tem-se
então que  é metrizável.\
Dem: Comecemos por mostrar que a conclusão é válida no caso particular
em que o espaço de Hausdorff de base contável  é mesmo compacto. Seja\
h h uma base contável de abertos de . Para cada par de conjuntos \ Yß Z −
tais que ad ad , o facto de  ser normal, por , permite-nosÐY Ñ  ÐZ Ñ œ g \ 1.9.3
aplicar o teorema de Urysohn  para garantir a existência de uma1.9.6
aplicação contínua  tal que  para cada ad  e0 À\ Ä Ò!ß "Ó 0ÐBÑ œ " B − ÐYÑY ßZ

0ÐBÑ œ ! B − ÐZ ÑÞ para cada ad  Vamos verificar que a família contável das
aplicações contínuas  separa os pontos de , no sentido0 À\ Ä Ò!ß "Ó \YßZ

referido em , o que, tendo em conta esse resultado, provará que  é1.6.30 \
efetivamente metrizável. Sejam então  em . Uma vez que, comoB Á B \w

vimos em ,  é regular, podemos considerar vizinhanças fechadas 1.6.43 \ E
de  e  de  tais que . Sendo então  tais queB F B E  F œ g Y ß Z −w h
B − Y § E B § Z § F ÐYÑ § E ÐZ Ñ § F e  o facto de se ter ad  e ad  implicaw

que ad ad  e então, considerando a correspondente aplicaçãoÐY Ñ  ÐZ Ñ œ g
0YßZ , vem

0 ÐBÑ œ " Á ! œ 0 ÐB ÑY ßZ Y ßZ
w ,

como queríamos.
Mostremos por fim que o resultado é ainda válido sem a hipótese
suplementar de  ser compacto. Consideremos um compactificado de\

Alexandroff  de , que sabemos ser um espaço de Hausdorff\ œ \  Ö_× \s

compacto do qual  é um subespaço topológico aberto (cf. ) e que.\ 1.6.49
como verificámos em , é também de base contável. O que vimo no1.6.53
caso particular já tratado mostra que  é metrizável e daqui decorre\s

trivialmente que o seus subespaço topológico  é também metrizável.\ 

Embora, em geral, um espaço topológico de Hausdorff localmente
compacto não tenha que ser normal (na ausência da hipótese de existência
de base contável), podemos enunciar uma versão ligeiramente mais fraca
do teorema de Urysohn, que que resulta de aplicar, analogamente ao que
fizémos na prova precedente, a versão original ao compatificado de
Alexandroff. Essa versão será aplicada em seguida à construção de
“partições da unidade” de um compacto num espaço topológico local-
mente compacto e de Hausdorff, um instrumento que é útil em muitas
situações.
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1.9.8 (Teorema de Urysohn em localmente compactos) Seja  um espaço\
topológico de Hausdorff, localmente compacto e sejam  umE § \
subconjunto compacto e  um subconjunto fechado, tais queF § \
E F œ g 0À\ Ä Ò!ß "Ó. Existe então uma aplicação contínua , tal que
0ÐBÑ œ " B − E 0ÐBÑ œ ! B − F, para cada , e , para cada .
Dem: Seja \s \ o compactificado de Alexandroff de  que, por ser um espaço
topológico compacto de Hausdorff, é normal. O conjunto , sendo compactoE

é também fechado em . Seja  a aderência de  em , que é um\ F F \s s s

subconjunto fechado de . Por  ser fechado em ,  e\ F \ F § F  Ö_×s s

portanto tem-se ainda . Podemos assim aplicar a versão doE F œ gs

teorema de Urysohn em  para garantir a existência de uma aplicação1.9.6
contínua  tal que 0 À\ Ä Ò!ß "Ós s 0ÐBÑ œ " B − E 0ÐBÑ œ !, para cada , e , para
cada B − Fs 0À\ Ä Ò!ß "Ó 0s e a restrição  de  verifica então as condições
pedidas. 

1.9.9 (Partição finita da unidade de um compacto) Sejam  um espaço\
topológico localmente compacto e de Hausdorff,  um conjuntoE § \
compacto e  um cobertura aberta finita de , isto é, uma família finitaÐY Ñ E3 3−M

de abertos de , tal que . Existe então uma família  de\ E § Y Ð Ñ- 3 3 3−M:
aplicações contínuas , verificando as condições seguintes::3À \ Ä Ò!ß "Ó
a) Para cada , existe um subconjunto compacto  de , tal que3 − M F Y3 3

:3 3ÐBÑ œ ! B − \ Ï F, para cada ;129

b) Para cada ,  e, para cada , .B − \ ÐBÑ Ÿ " B − E ÐBÑ œ "! !: :3 3

A uma família de aplicações , verificando as condições anteriores, dá-se o:3

nome de  do compacto   à cobertura abertapartição da unidade subordinadaE
dos .Y3

Dem: Vamos começar por provar a existência, para cada , de um3 − M
compacto , tal que . Para isso, escolhemos, para cadaE § Y E § E3 3 3-
B − E 3 − M B − Y F B, um índice  tal que  e uma vizinhança compacta  de ,B 3 BB

tal que ; uma vez que a família dos abertos int  constitui umaF § Y ÐF ÑB 3 BB

cobertura aberta de , podemos, pela compacidade de , tomar uma parteE E
finita  de  tal que   int  e definir, para cada , o compactoO E E § ÐF Ñ 3 − M-

B−O
B

E F B − O 3 œ 33 B B como sendo a união finita dos , com  e .
Uma vez construídos os compactos , utilizamos  para provar aE3 1.6.54
existência de abertos  e de compactos , comZ F3 3

E § Z § F § Y3 3 3 3,

e consideramos, tendo em conta , aplicado ao compacto  e ao fechado1.9.8 E3

\ Ï Z À\ Ä Ò!ß "Ó3 3 com intersecção vazia, uma aplicação contínua  tal que<
< <3 3 3 3ÐBÑ œ " B − E ÐBÑ œ ! B − \ Ï Z, para cada , e , para cada , em
particular, para cada . Seja  a aplicação contínuaB − \ Ï F À\ Ä Ò!ß_Ò3 <
definida por . O facto de se ter  implica que se tem< <ÐBÑ œ ÐBÑ E § E! -3 3

129Costuma-se traduzir este facto dizendo-se que  tem suporte compacto contido em :3 3Y
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<ÐBÑ  ! B − E Z \, para cada , o que nos permite considerar o aberto  de ,
contendo , constituído pelos pontos  tais que . Aplicando,E B − \ ÐBÑ  !<
mais uma vez,  ao compacto  e ao fechado , com intersecção1.9.8 E \ Ï Z
vazia, podemos considerar uma aplicação contínua  tal que)À\ Ä Ò!ß "Ó
) )ÐBÑ œ " B − E ÐBÑ œ ! B Â Z, para cada , e , para cada , o que implica que
a aplicação contínua de  em , que a  associa  é\ Ò!ß_Ò B ÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ< )
estritamente positiva em todos os pontos. É agora imediato que podemos
definir aplicações contínuas , por:3À \ Ä Ò!ß "Ó

:
<

< )
3

3
ÐBÑ œ

ÐBÑ

ÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ
,

e que estas aplicações vão verificar as condições a) e b) do enunciado. 

Voltando aos espaços topológicos normais, vamos agora provar o teorema
de Tietze-Urysohn sobre a possibilidade de prolongar aplicações contí-
nuas com valores reais definidas num subconjunto fechado. Será cómodo
começar por estabelecer um lema em que o espaço de chegada  é‘
substituído pelo intervalo  O facto de este ser efetivamente umÒ"ß "ÓÞ
lema resulta de ele poder ser recuperado a partir do teorema (cf. o
corolário  adiante).1.9.12

1.9.10 (Lema de Tietze-Urysohn) Sejam  um espaço topológico normal,\
E § \ 0ÀE Ä Ò"ß "Ó um subconjunto fechado e  uma aplicação contínua.
Existe então uma aplicação contínua  que prolonga , isto é,0 À\ Ä Ò"ß "Ó 0s

tal que  para cada .0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − Es

Dem:130 Vamos dividir a demonstração em várias partes, afastando desde já
o caso trivial em que , em particular aquele em que :E œ \ \ œ g
a) Comecemos por provar que, qualquer que seja a aplicação contínua
1ÀE Ä Ò"ß "Ó 1À\ Ä Ò ß Ó, existe uma aplicação contínua , tal que, para˜ " "

$ $

cada , .˜B − E l1ÐBÑ  1ÐBÑl Ÿ #
$

Subdem: Consideremos os subconjuntos fechados  e  de , e portantoE E E" #

de , definidos por\

E œ ÖB − E ± 1ÐBÑ Ÿ  × E œ ÖB − E ± 1ÐBÑ   ×
" "

$ $
" #, .

Pelo teorema de Urysohn, vai existir uma aplicação contínua :À\ Ä Ò!ß "Ó
tal que , para cada , e , para cada , e: :ÐBÑ œ ! B − E ÐBÑ œ " B − E" #

podemos então definir a aplicação contínua , por1̃À \ Ä Ò ß Ó" "
$ $

1ÐBÑ œ  Ð"  ÐBÑÑ  ÐBÑ
" "

$ $
˜ : :

(uma média ponderada entre  e ), aplicação que vai verificar ,˜ 1ÐBÑ œ " " "
$ $ $

130A demonstração que vamos apresentar é a que se encontra no livro de .Bourbaki [3]
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para cada , e , para cada , e portanto˜B − E 1ÐBÑ œ B − E" #
"
$

l1ÐBÑ  1ÐBÑl Ÿ B − E˜ , para cada .#
$

b) Vamos agora construir recursivamente, para cada , uma aplicação8   !
contínua  , de modo que:0 À\ Ä Ò"ß "Ó8

b1) Para cada , ;B − \ l0 ÐBÑl Ÿ "  Ð Ñ8
#
$

8

b2) Para cada , ;B − E l0 ÐBÑ  0ÐBÑl Ÿ Ð Ñ8
#
$

8

b3) Para cada , .B − \ l0 ÐBÑ  0 ÐBÑl Ÿ ‚ Ð Ñ8" 8
" #
$ $

8

Para isso, começamos por tomar , para cada , que verifica0 ÐBÑ œ ! B − \!

trivialmente b1) e b2). Supomos, em seguida, que estão definidas as aplica-
ções contínuas , para cada , verificando as condições0 À\ Ä Ò"ß "Ó 4 Ÿ 84

b1), b2) e b3). Podemos aplicar o que vimos em a) à aplicação
1ÀE Ä Ò"ß "Ó, definida por

1ÐBÑ œ Ð Ñ Ð0ÐBÑ  0 ÐBÑÑ
#

3
,

8

8

considerando uma aplicação contínua , tal que, para cada1̃À \ Ä Ò ß Ó" "
$ $

B − E l1ÐBÑ  1ÐBÑl Ÿ, . Definimos então a aplicação contínua˜ #
$

0 À\ Ä Ò"ß "Ó8" , pondo

0 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ  Ð Ñ 1ÐBÑ
#

$
8" 8

8

˜ ;

com efeito, tem-se então

l0 ÐBÑ  0 ÐBÑl œ Ð Ñ l1ÐBÑl Ÿ ‚ Ð Ñ
# " #

$ $ $
8" 8

8 8
~ ,

donde

l0 ÐBÑl Ÿ l0 ÐBÑ  0 ÐBÑl  l0 ÐBÑl Ÿ

Ÿ ‚ Ð Ñ  "  Ð Ñ œ "  Ð Ñ
" # # #

$ $ $ $

8" 8" 8 8
8 8 8"

,

e, para cada ,B − E

l0 ÐBÑ  0ÐBÑl œ l0 ÐBÑ  0 ÐBÑ  0 ÐBÑ  0ÐBÑl œ

œ Ð Ñ l1ÐBÑ  1ÐBÑl Ÿ Ð Ñ
# #

$ $

8" 8" 8 8
8 8"

˜ .

c) Para cada , a desigualdade b2) vai implicar, por ser , queB − E Ð Ñ !#
$

8
p

0 ÐBÑ 0ÐBÑ B − \8 p . Por outro lado se  a desigualdade em b3) implica que,
para a métrica da convergência uniforme  de . Ð\ß_  Ò"ß "ÓÑ, tem-se

. Ð0 ß 0 Ñ Ÿ_ 8" 8
" #

$ $
‚ Ð Ñ

8

,

condição que, tendo em conta o lema , implica que a sucessão das1.7.15
aplicações limitadas  é uma sucessão de Cauchy, portanto convergente08
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para um certo , uma vez que este espaço é completo (cf.0 − Ò"ß "ÓÑs Ð\ß

1.7.11 1.4.32 1.2.77). Tendo em conta  e , a aplicação  é0 À\ Ä Ò"ß "Ós

contínua e o facto de a topologia da convergência uniforme ser mais fina que
a da convergência simples implica que para cada  tem-se B − \ 0 ÐBÑp 0ÐBÑs

8

e portanto, se , por ser também , tem-se .B − E 0 ÐBÑp 0ÐBÑ 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs
8 

1.9.11 (Teorema de Tietze-Urysohn) Sejam  um espaço topológico normal,\
E § \ 0ÀE Ä um subconjunto fechado e  uma aplicação contínua. Existe‘

então uma aplicação contínua  que prolonga , isto é, tal que0 À\ Ä 0s ‘

0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − Es , para cada .
Dem: Consideremos o homeomorfismo : ‘!À Ó"Þ"Ò Ä  restrição do
homeomorfismo  definido em . P: ‘À Ò"ß "Ó Ä 1.4.44 odemos considerar a
aplicação contínua , a qual é, em particular, uma1 œ ‰ 0 ÀE Ä Ó"ß "Ò:!

"

aplicação contínua de  em . Pelo lema de Tietze-Urysohn em ,E Ò"ß "Ó 1.9.10
existe uma aplicação contínua , tal que, para cada ,1À\ Ä Ò"ß "Ó B − Es
1ÐBÑ œ 1ÐBÑ 1s s. O problema está em que a imagem de  não tem que estar
contida em . Consideremos então o subconjunto fechado  de ,Ó"ß "Ò F \
F œ ÖB − \ ± l1ÐBÑl œ "× E  F œ gs . Uma vez que , podemos aplicar o
teorema de Urysohn ( ) para garantir a existência de uma aplicação1.9.6
contínua , tal que , para cada , e , para! ! !À\ Ä Ò!ß "Ó ÐBÑ œ " B − E ÐBÑ œ !
cada . Podemos então considerar uma nova aplicação contínuaB − F
1À\ Ä Ó"ß "Ò 1ÐBÑ œ ÐBÑ1ÐBÑs˜ ˜, definida por , aplicação para a qual se tem!
ainda , para cada , e definir uma aplicação contínua1̃ÐBÑ œ 1ÐBÑ B − E

0 œ ‰ 1À\ Ä B − Es : ‘˜ , para a qual se vai ter, para cada ,

0ÐBÑ œ Ð1ÐBÑÑ œ Ð1ÐBÑÑ œ Ð Ð0ÐBÑÑÑ œ 0ÐBÑs : : : :˜ ." 

1.9.12 (Corolário) Sejam  um espaço topológico normal, \ E § \ um
subconjunto fechado,  em  e  uma aplicação contínua.+ Ÿ , 0 ÀE Ä Ò+ß ,Ó‘

Existe então uma aplicação contínua 0 À\ Ä Ò+ß ,Ó 0s  que prolonga , isto é, tal
que  para cada .0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − Es

Dem: Pelo teorema de Tietze-Urysohn, podemos considerar uma aplicação
contínua  tal que  para cada . Basta então˜ ˜0 À\ Ä 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − E‘

considerar a aplicação contínua  definida por0 À\ Ä Ò+ß ,Ós

0ÐBÑ œs
0ÐBÑ 0ÐBÑ − Ò+ß ,Ó

+ 0ÐBÑ Ÿ +

, 0ÐBÑ   ,

ÚÝÛÝÜ
˜ ˜, se 
, se ˜

, se ˜

(quando  ou  as definições aplicáveis dão o mesmo˜ ˜0ÐBÑ œ + 0ÐBÑ œ ,
resultado), aplicação cuja continuidade é assegurada a partir da continuidade
das suas restrições aos subconjuntos fechado de  com união \ \
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ÖB − \ ± 0ÐBÑ − Ò+ß ,Ó× ÖB − \ ± 0ÐBÑ Ÿ +× ÖB − \ ± 0ÐBÑ   ,×˜ ˜ ˜, ,

(cf. ).1.4.28 

Exercícios

Ex 1.9.1 Seja  um espaço topológico, no qual seja válido o toerema de Urysohn, isto é,\
tal que, quaisquer que sejam os fechados  e  de , com , existe umaE F \ E F œ g
aplicação contínua , tal que , para cada , e ,0 À\ Ä Ò!ß "Ó 0ÐBÑ œ " B − E 0ÐBÑ œ !
para cada . Mostrar que  é então um espaço topológico normal.B − F \

Ex 1.9.2 Verificar que, no caso em que  é um espaço métrico, é possível apresentar uma\
demonstração muito mais simples de .1.9.6
Sugestão: Dados os conjuntos fechados  e , com , considerar asE F E  F œ g
aplicações contínuas que a  associam  e .B .ÐBßEÑ .ÐBßFÑ

Ex 1.9.3 (Recíproca do teorema de Weierstrass) Seja  um espaço métrico não\
compacto. Mostrar que existe uma função contínua  que não seja majorada.0 À\ Ä ‘
Sugestão: Pela alínea a) do exercício , podemos considerar um subconjunto1.7.6
infinito  que seja fechado e com a topologia discreta como topologia induzida.E § \
Sendo  uma aplicação sobrejectiva,  é uma função contínua e admite0 ÀE Ä 0! !
portanto um prolongamento contínuo .0 À\ Ä ‘

Ex 1.9.4 (Versão de Tietze-Urysohn para espaços topológicos localmente compactos e
de Hausdorff) Sejam  um espaço topológico localmente compacto e de Hausdorff,\
E § \ 0ÀE Ä um conjunto compacto e  uma aplicação contínua. Mostrar que‘

existe uma aplicação contínua , tal que , para cada  (o0 À\ Ä 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − Es s‘
facto de  não ter que ser um espaço normal é “compensado” pelo facto de o\
conjunto  ser compacto, e não apenas fechado).E

Sugestão: Aplicar o teorema de Tietze-Urysohn ao compactificado de Alecandroff \s
de .\

Ex 1.9.5 Vamos dizer que um espaço topológico  é um ] “contradomínio admissível”
para o teorema de Tietze-Urysohn se, quaisquer que sejam o espaço topológico
normal , o subconjunto fechado  e a aplicação contínua , existe\ E § \ 0ÀE Ä ]

uma aplicação contínua  tal que , para cada  (o teorema0 À\ Ä ] 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − Es s

de Titze-Urysohn traduz o facto de  ser um contradomínio admissível ).‘ 131

a) Mostrar que, se  é um contradomínio admissível e se  é um espaço topológico] ^
homeomorfo a , então  é também um contradomínio admissível.] ^
b) Se  é um espaço topológico, diz-se que um subconjunto  é um  de] F § ] retracto
] À ] Ä F ÐCÑ œ C C − F se existe uma aplicação contínua , tal que , para cada 1 1
(diz-se então que uma tal aplicação  é uma  de  sobre ). Mostrar que, se1 retração ] F
] F ] F é um contradomínio admissível e se  é um retracto de , então  é também um
contradomínio admissível.
c) Mostrar que, se  são contradomínios admissíveis, então também] ß ] ßá ß ]" # 8

131O lema que o precede traduz o facto de  também ser um contradomínioÒ"ß "Ó
admissível, mas isso vai resultar da conclusão da alínea c) adiante.
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] ‚ ] ‚â‚ ]" # 8 é um contradomínio admissível.
d) Relembrando os exercícios  e , mostrar que qualquer intervalo não1.4.23 1.4.24
vazio de  é um contradomínio admissível.‘
Sugestão: Reparar que  é um retracto de .Ò!ß "Ò Ó"ß "Ò
e) Verificar que, se  é um contradomínio admissível, então  é conexo por arcos,] ]
em particular conexo.
f) Considerando em  a norma euclidiana, definida por‘8

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ .ÐÐB ß B ßá ß B Ñß !Ñ œ B  B â B" # 8 " # 8 "
# #

# 8
#È  ,

mostrar que, para cada , o conjunto<  !
F Ð!Ñ œ ÖB − ± mBm Ÿ <×<

8‘
é um retracto de , e portanto um contradomínio admissível. Utilizar uma técnica‘8

semelhante à usada na demonstração de  para concluir que, para cada , o1.9.11 <  !
conjunto

F Ð!Ñ œ ÖB − ± mBm  <×<
8‘

é também um contradomínio admissível.

Ex 1.9.6 Verificar que o teorema de Urysohn, enunciado em , seria uma consequên-1.9.6
cia simples do corolário do teorema de Tietze-Urysohn, em , se a demonstração1.9.12
do lema  não tivesse utilizado aquele.1.9.10

Ex 1.9.7 Seja  um espaço topológico. Diz-se que uma família  de subconjuntos\ ÐE Ñ3 3−M

de  é  se, para cada , existe uma vizinhança  de  e uma\ + − \ Z +localmente finita
parte finita  de , tais que , para cada .O M Z  E œ g 3 Â O3

132

a) Mostrar que uma família  é localmente finita se, e só se, a famíliaÐE Ñ3 3−M

Ð ÐE ÑÑad  é localmente finita.3 3−M

b) Mostrar que, se  é uma família localmente finita de subconjuntos fechadosÐE Ñ3 3−M

de , então a união  é também um conjunto fechado.\ E œ E- 3

c) Mostrar que, se  é um espaço topológico compacto e se  é uma família\ ÐE Ñ3 3−M

localmente finita de subconjuntos não vazios de , então o conjunto dos índices  é\ M
finito.

Ex 1.9.8 Sejam  e  espaços topológicos e  uma família localmente finita de\ ] Ð\ Ñ3 3−M

subconjuntos fechados de , tal que . Mostrar que, se  é uma\ \ œ \ 0À\ Ä ]- 3

aplicação tal que, para cada , a restrição  seja contínua, então a3 − M 0 À\ Ä ]/\ 33

aplicação  é contínua.0
Sugestão: Utilizar a alínea b) do exercício anterior, assim como a caracterização das
aplicações contínuas através das imagens recíprocas dos fechados (cf. ).1.4.25

Ex 1.9.9 Seja  um espaço topológico. Se  é uma aplicação, chama-se \ 0À\ Ä ‘ suporte
de  a aderência do conjunto dos pontos  tais que . Se  é uma0 B − \ 0ÐBÑ Á ! Ð0 Ñ3 3−M

família de aplicações, , diz-se que esta família é  se, para0 À\ Ä3 ‘ localmente finita
cada , existe uma vizinhança  de  e uma parte finita  de  tais que, para+ − \ Z + O M
cada , a restrição de  a  seja identicamente nula.3 Â O 0 Z3

a) Mostrar que uma família de aplicações  é localmente finita se, e só se, a0 À\ Ä3 ‘
família dos respectivos suportes é uma família localmente finita de subconjuntos de
\.
b) Mostrar que, se  é uma família localmente finita de aplicações contínuasÐ0 Ñ3 3−M

0 À\ Ä 0À\ Ä3 ‘ ‘, então pode-se definir naturalmente uma aplicação contínua ,
por  (reparar que se pode definir trivialmente a soma de uma família0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ! 3

arbitrária de números reais, desde que exista apenas um número finito destes que não

132Por outras palavras,  intersecta  apenas para um número finito de valores de .Z E 33
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sejam nulos).
Sugestão: Utilizar .1.4.17
c) Mostrar que, se  é uma aplicação e se  é uma parte de , então as0 À\ Ä Y \‘
afirmações seguintes são equivalentes:
  A aplicação  tem suporte contido em ;c1) 0 Y
  Existe uma parte fechada  de , com , tal que, para cada ,c2) E \ E § Y B Â E
0ÐBÑ œ !.
d) No caso em que  é de Hausdorff, mostrar que, dadas uma aplicação  e\ 0À\ Ä ‘
uma parte  de , as afirmações seguintes são equivalentes:Y \
  A aplicação  tem suporte compacto contido em ;d1) 0 Y
  Existe uma parte compacta  de , com , tal que, para cada ,d2) E \ E § Y B Â E
0ÐBÑ œ !.

Ex 1.9.10 Diz-se que um espaço topológico  é  se  é de Hausdorff e se,\ \paracompacto
para cada cobertura aberta de , existe uma cobertura aberta localmente finita mais\
fina, isto é, se, qualquer que seja a família  de abertos de , de união , existeÐY Ñ \ \3 3−M

uma família localmente finita  de abertos de , ainda com união  e tal que,ÐZ Ñ \ \4 4−N

para cada , existe  tal que .4 − N 3 − M Z § Y4 3

a) Mostrar que, se  é um espaço topológico paracompacto, então  é regular (cf.\ \
1.4.30).
Sugestão: Sejam  e  um aberto de , com . Tendo em conta o facto de+ − \ Y \ + − Y
\ B − \ Ï Y Y B ser de Hausdorff, considerar, para cada , um aberto , contendo  e talB

que ad . Considerar uma cobertura aberta localmente finita  de ,+ Â ÐY Ñ ÐZ Ñ \B 4 4−N

mais fina que a cobertura aberta constituída pelos  e por , considerar o conjunto Y Y MB

dos  tais que  e verificar que a união  dos , com , é um aberto4 − N Z §y Y Z Z 4 − M4 4

contendo  e contido no fechado , união dos ad , com , fechado esse\ Ï Y E ÐZ Ñ 4 − M4

que não contém . Concluir que  é uma vizinhança fechada de , contida em .+ \ Ï Z + Y
b) Mostrar que, se  é um espaço topológico paracompacto, então  é normal.\ \
Sugestão: Sejam  e  subconjuntos fechados de , tais que . Tendo emE F \ E F œ g
conta a), considerar, para cada , uma vizinhança fechada  de , contida emB − E Z BB

\ Ï F Ð[ Ñ \. Considerar uma cobertura aberta localmente finita  de , mais fina4 4−N

que a cobertura aberta de  constituída pelos int  e por , considerar o\ Y œ ÐZ Ñ \ Ï EB B

conjunto  dos  tais que  e verificar que a união  dos , comM 4 − N [ §y \ Ï E [ [4 4

4 − M E [ Ð[ Ñ, é um aberto contendo  e contido no fechado , união dos ad , com^
4

4 − M \ Ï F [, fechado esse que está contido em , o que mostra que  não intersecta o

aberto , que contém .^\ Ï[ F
c) Mostrar que, se  é um espaço topológico paracompacto e se  é uma\ ÐY Ñ3 3−M

família de abertos de , de união , então existe uma família localmente finita\ \
ÐZ Ñ \ \ 3 − M ÐZ Ñ § Y3 3−M 3 3 de abertos de , de união , tal que, para cada , ad .133

Sugestão: Tendo em conta a), considerar, para cada , uma vizinhança fechadaB − \
E B YB 3 de , que esteja contida nalgum dos . Considerar uma cobertura aberta
localmente finita  de  mais fina que a cobertura aberta constituída pelosÐ[ Ñ \4 4−N

int , escolher, para cada , um índice  tal que ad  eÐE Ñ 4 − N Ð4Ñ − M Ð[ Ñ § YB 4 Ð4Ñ! !

definir, para cada ,  como sendo a união dos  tais que , união essa3 − M Z [ Ð4Ñ œ 33 4 !

133Reparar que esta condição é muito mais forte, e mais manejável, do que a que aparece
na definição de espaço paracompacto: Por um lado o conjunto dos índices das duas
coberturas é o mesmo e, por outro, tem-se ad  e não apenas .ÐZ Ñ § Y Z § Y3 3 3 3
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que está contida no conjunto fechado união dos ad  tais que , fechadoÐ[ Ñ Ð4Ñ œ 34 !
esse que está contido em .Y3

Ex 1.9.11 Mostrar que, se  é um espaço topológico compacto e de Hausdorff, então  é\ \
paracompacto.

Ex 1.9.12 Seja  um espaço topológico localmente compacto de Hausdorff e de base\
contável (cf. ).1.3.24
a) Mostrar que existe uma sucessão  de compactos de , tal que, para cadaÐE Ñ \8 8 "

8 − E § ÐE Ñ E œ \, int , e que .8 8" 8-
Sugestão: Partindo de uma base finita ou numerável  de abertos de , verificar queV \
a parte  de , constituída pelos  tais que ad  seja compacto, é ainda umaW V VY − ÐYÑ
base de abertos. Concluir a existência de uma sucessão de abertos de , ,\ ÐY Ñ8 8 "

com ad  compacto, tal que o conjunto dos  constitua uma base de abertos.ÐY Ñ Y8 8

Definir recursivamente os compactos , com  e int , doE Y § E E § ÐE Ñ8 8 8 8 8"

seguinte modo: Tomar ad ; supondo construídos os , com ,E œ ÐY Ñ E : Ÿ 8" " :

verificando as condições anteriores, considerar  tal que o compacto R   8 " E8

esteja contido na união dos  com  e definir o compacto  como a uniãoY 5 Ÿ R E5 8"

dos ad , com .ÐY Ñ 5 Ÿ R5

b) Mostrar que  é paracompacto.\ 134

Sugestão: Considerar uma sucessão  de compactos de , de união , tal queÐE Ñ \ \8 8 "

E § ÐE Ñ E E œ E œ g8 8" 8 " !int  e prolongar a definição dos , pondo . Definir, para
cada , o compacto int  e o aberto int ,8   " F œ E Ï ÐE Ñ Y œ ÐE Ñ Ï E8 8 8" 8 8" 8#

reparando que se tem  e que a união dos  é . Dada uma cobertura abertaF § Y F \8 8 8

ÐZ Ñ \ 8 − N N4 4−N 8 de , considerar, para cada , uma parte finita  de  tal que a união
dos abertos , com , contenha ; verificar então que a família dosY  Z 4 − N F8 4 8 8

abertos , com  e , é uma cobertura aberta de  localmente finitaY  Z 8 − 4 − N \8 4 8
e mais fina que a cobertura original (reparar que, para cada , existe  tal que + − \ 5 E5

é vizinhança de  e tem-se  sempre que ).+ Y  E œ g 8   5  #8 5

Ex 1.9.13 ( Partições da unidade dum espaço paracompacto) Seja  um espaço\
topológico paracompacto e seja  uma família de abertos de  de união .ÐY Ñ \ \4 4−N

Mostrar que existe então uma família localmente finita  de aplicaçõesÐ0 Ñ4 4−N

contínuas , verificando as condições seguintes:0 À\ Ä Ò!ß "Ó4

  Cada aplicação  tem suporte contido em ;a) 0 Y4 4

  Para cada , .b) B − \ 0 ÐBÑ œ "! 4

Sugestão: Pela alínea c) do exercício , pode-se considerar duas coberturas1.9.10
abertas localmente finitas  e , tais que ad  e ad .ÐZ Ñ Ð[ Ñ ÐZ Ñ § Y Ð[ Ñ § Z4 4−N 4 4−N 4 4 4 4

Tendo em conta o facto de, pela alínea b) do mesmo exercício,  ser normal, pode-se\
considerar, para cada , uma aplicação contínua  tal que , para4 1 À\ Ä Ò!ß "Ó 1 ÐBÑ œ "4 4

cada ad , e , para cada . Considerar então a aplicaçãoB − Ð[ Ñ 1 ÐBÑ œ ! B − \ Ï Z4 4 4

contínua , definida por  e definir / .1À\ Ä Ó!ß_Ò 1ÐBÑ œ 1 ÐBÑ 0 ÐBÑ œ 1 ÐBÑ 1ÐBÑ! 4 4 4

No próximo exercício utilizaremos o teorema da boa ordenação, um
teorema da Teoria dos Conjuntos que afirma que todo o conjunto admite
um boa ordem, isto é, uma ordem total com a propriedade de qualquer

134Embora nem todo o espaço localmente compacto e de Hausdorff seja normal, podemos
concluir, tendo em conta a alínea b) do exercício precedente, que todo o espaço
localmente compacto, de Hausdorff e separável já é normal.
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subconjunto não vazio ter mínimo. Um exemplo de uma boa ordem é a
ordem usual  em  (mas não em ).  ™

Ex 1.9.14 (Para quem conheça o teorema da boa ordenação) Mostrar que, se  é um\
espaço métrico, então  é paracompacto .\ 135

Sugestão: a) Considerar uma cobertura aberta  de . Pelo teorema da boaÐY Ñ \4 4−N

ordenação, considerar um boa ordem sobre o conjunto  dos índices.N
b) Definir, recursivamente, para cada inteiro  e cada , um aberto  de 8   " 4 − N Z \4ß8

como sendo a união de todas as bolas abertas da forma  tais queF Ð+Ñ"Î#8

 b1)  é o menor dos índices tais que ;4 + − Y4

 b2)  para cada ;+ Â Z 7  84 ß7w

 b3) .F Ð+Ñ § Y3Î# 48

c) Verificar que a união de todos os abertos  é igual a , reparando que, seZ \4ß8

B − \ 4 B − Y 8, e se  é o menor dos índices tais que , podemos fixar  tal que4

F ÐBÑ § Y B − F ÐBÑ § Z B − Z 4 7  83Î# "Î#4 4ß8 4 ß7
w

8 8 w e então, ou , ou , para algum  e .
d) Reparar que se tem  e que, portanto, a cobertura aberta constituída pelosZ § Y4ß8 4

Z4ß8 é mais fina que a cobertura aberta original.
e) Verificar que, se , se  e se , então . Com4 Á 4 B − Z C − Z .ÐBß CÑ  "Î#w ww R

4 ßR 4 ßRw ww

efeito, se isso não acontecesse, então  e , com estas bolasB − F Ð+Ñ C − F Ð,Ñ"Î# "Î#R R

verificando, em particular, as condições b1) e b3), donde , ,.Ð,ß +Ñ  $Î# , − YR
4w

+ − Y 4 Ÿ 4 4 Ÿ 44
ww w w ww

ww ,  e .
f) Dado , fixar  e  tais que  e fixar  tal que+ − \ 4 − N 8 − + − Z 7   8 4ß8

F Ð+Ñ § Z"Î# 4ß87 .
f1) Se  e , não pode ser , para nenhum , sem oR   7 " B − F Ð+Ñ B − Z 4"Î# 4 ßR

w
7" w

que , com esta bola verificando, em particular, a condição b2), dondeB − F Ð,Ñ"Î#R

, − F ÐBÑ § F ÐBÑ § F Ð+Ñ § Z"Î# "Î# "Î# 4ß8R 7" 7 ,
o que contrariava b2), por ser .8 Ÿ 7  R
f2) Se , não pode haver, pelo que se viu em e), mais do que um índice R  7 " 4w

tal que .F Ð+Ñ  Z Á g"Î# 4 ßR7" w

O que se viu em f1) e f2) mostra que a vizinhança  de  intersecta, noF Ð+Ñ +"Î#7"

máximo,  dos conjuntos  e portanto que a cobertura aberta constituída por estes7 Z4 ßRw

conjuntos é localmente finita.

135A demonstração que sugerimos em seguida é devida a M. E. Rudin (A new proof that
metric spaces are paracompact,  20, 1969, 603) e é muito maisProc. Amer. Math. Soc.
simples que as demonstrações conhecidas anteriormente.



§10. Espaços de Baire.

1.10.1 Diz-se que um espaço topológico  é um  se, qualquer\ espaço de Baire
que seja a família  finita ou numerável  de subconjuntos fechadosÐG Ñ4 4−N

136

G ÐG Ñ œ g G4 4 4
4−N

, com int , a união  tem também interior vazio.- 137

A definição anterior poderá parecer um pouco “caída do céu”, pelo menos
enquanto não exibirmos exemplos suficientemente importantes de espaços
de Baire. Vamos encontrar em seguida dois desses exemplos, cada um dos
quais com importância para as aplicações.

1.10.2 (Primeiro teorema de Baire) Se  é um espaço topológico localmente\
compacto e de Hausdorff, então  é um espaço de Baire.\
Dem: Por mudança do conjunto de índices, e acrescentando, se necessário,
conjuntos vazios, basta mostrarmos que, dada uma família  deÐG Ñ8 8−

conjuntos fechados de interior vazio, o conjunto , união dos , temG G8

interior vazio. Suponhamos, por absurdo, que isso não acontecia, isto é, que
int .ÐGÑ Á g
Podemos considerar um compacto  de interior não vazio,O § G!

nomeadamente uma vizinhança compacta de um ponto interior a G
(atendemos a que  tem um sistema fundamental de vizinhanças compactas).\
Vamos agora construir recursivamente compactos  de interior não vazioO8

tais que  e  ( ). Para isso basta, supondoO § O O § \ Ï G 8   "8 8" 8 8

construído , compacto de interior não vazio, atendermos a queO8"

int  não está contido em , por este ter interior vazio, e portantoÐO Ñ G8" 8

int  é um aberto não vazio, pelo que basta tomar para ÐO Ñ  Ð\ Ï G Ñ O8" 8 8

uma vizinhança compacta de um ponto deste aberto, que esteja contida nele.
Por , aplicado ao espaço compacto , tem-se1.6.37 O!

,
8−

8



O Á g,

o que é absurdo, uma vez que um elemento  desta intersecção pertenceria aB
O G O § \ Ï G! 8 8, e portanto a  e, por pertencer a todos os , não pertencia a
nenhum .G8 

1.10.3 (Segundo teorema de Baire) Se  é um espaço métrico completo então\
\ é um espaço de Baire.

136A família ser finita ou numerável significa que o conjunto dos índices  é finito ouN
numerável.
137Note-se que, em geral, a união referida não terá que ser fechada.
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Dem: Por mudança do conjunto de índices, e acrescentando, se necessário,
conjuntos vazios, basta mostrarmos que, dada uma família  deÐG Ñ8 8−

conjuntos fechados de interior vazio, o conjunto , união dos , temG G8

interior vazio. Suponhamos, por absurdo, que isso não acontecia, isto é, que
int . Consideremos uma bola fechada  de raio  de centroÐGÑ Á g O <  !! !

num ponto de int , contida em , a qual tem, em particular, interior nãoÐGÑ G
vazio. Vamos agora construir recursivamente fechados limitados  deO8

interior não vazio tais que , , diamO § O O § \ Ï G ÐO Ñ Ÿ8 8" 8 8 8
"
8

( ), em particular diam . Para isso basta, supondo construído8   " ÐO Ñ !8 p
O ÐO Ñ8" 8", fechado de interior não vazio, atendemos a que int  não está
contido em , por este ter interior vazio, e portanto int  éG ÐO Ñ  Ð\ Ï G Ñ8 8" 8

um aberto não vazio, pelo que basta tomar para  uma bola fechada deO8

centro num ponto deste aberto, que esteja contida nele e tenha raio
!  < Ÿ O Á g8 8

"
#8

8−

 (cf. ). Por , tem-se , o que é absurdo,1.1.22 1.7.18 +


uma vez que um elemento  desta intersecção pertenceria a , e portanto aB O!

G O § \ Ï G G e, por pertencer a todos os , não pertencia a nenhum .8 8 8 

1.10.4 (Exemplo) O conjunto , dos números racionais, com a topologia
induzida pela de , não é um espaço de Baire.‘
Dem: Uma vez que  é numerável, vemos que  é a união da família 
numerável dos conjuntos unitários , com , o quais são fechados eÖB× B − 
de interior vazio, relativamente a . No entanto,  não tem interior vazio, 
relativamente a . 

1.10.5 (Caracterização alternativa) Um espaço topológico  é um espaço de\
Baire se, e só se, qualquer que seja a família finita ou numerável , deÐY Ñ4 4−N

subconjuntos abertos densos , a intersecção  é também densa.Y Y4 4
4−N

+ 138

Dem: Trata-se de uma consequência da definição , por dualidade, se1.10.1
repararmos que  é um aberto denso se, e só se  é um fechado deY \ Ï Y4 4

interior vazio e que o facto de +
4−N

4Y  ser denso é equivalente a

\ Ï Y œ Ð\ Ï Y Ñ, .
4−N 4−N

4 4

ter interior vazio. 

Há uma reformulação importante da definição de espaço de Baire em
1.10.1, que utiliza a noção de conjunto magro, uma noção com
propriedades semelhantes à da de conjunto de medida nula, no contexto
da Teoria da Medida.

138Em geral, essa intersecção não terá que ser, naturalmente, aberta.
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1.10.6 Seja  um espaço topológico. Diz-se que um conjunto  é\ E § \
magro139 se existir uma família finita ou numerável de conjuntos fechados
de interior vazio  tal que . Analogamente ao que jáÐG Ñ E § G4 4−N 4

4−N

-
referimos atrás, por mudança do conjunto de índices e por adjunção, se
necessário, de conjuntos vazios, pode sempre supor-se que o conjunto de
índices  é N Þ

1.10.7 (Propriedades dos conjuntos magros) Seja  um espaço topológico..\
Tem-se então:
a) o conjunto vazio  é magro.g
b) Se  é magro e , então  é magro.E § \ E § E Ew w

c) Se  é uma família finita ou numerável de conjuntos magros, entãoÐE Ñ4 4−N

a união  é um conjunto magro.-
4−N

4E

Dem: A alínea a) resulta de  ser um conjunto fechado de interior vazio. Ag
alínea b) é trivial. Quanto a c), se os  são magros, podemos, para cadaE4

4 − N G 8 −, considerar conjuntos fechados de interior vazio , , tais que4ß8 
E § G4 4ß8

8−

-


 e então

. .
4−N

4 4ß8

Ð4ß8Ñ−N‚

E § G    ,


o que, por  ser finito ou numerável, implica que  é magro.N ‚ E -
4−N

4 

1.10.8 (Reformulação de  Um espaço topológico  é um espaço de1.10.1Ñ \
Baire se, e só se, todo o conjunto magro  tem interior vazio.E § \
Em particular, se  é um espaço de Baire não vazio, o próprio  não é\ \
magro.140

Dem: Se todo o conjunto magro tem interior vazio, em particular as uniões
finitas ou numeráveis de conjuntos fechados de interior vazio têm interior
vazio, pelo que  é um espaço de Baire. Reciprocamente, se  é um espaço\ \
de Baire, todo o conjunto magro está contido numa união finita ou numerável
de fechados de interior vazio, que tem interior vazio, pelo que o conjunto
magro também tem interior vazio. 

1.10.9 (Conjuntos magros num subespaço topológico) Sejam  um espaço\
topológico e ] § \ um subespaço topológico. Tem-se então:
a) Se  é magro no espaço topológico , então  é também magro noE § ] ] E
espaço topológico .\

139Intuitivamente, “pequeno”
140Esta propriedade, válida nos espaços de Baire não vazios, é o elo que nos faltava para
a analogia entre conjuntos magros e conjuntos de medida nula. Pode parecer estranho mas
muitas vezes, para provar que um certo conjunto não é o espaço todo (ou, por passagem
ao complementar, que um certo conjunto não é vazio), prova-se que esse conjunto é
magro.
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b) No caso em que  é aberto em , um subconjunto  é magro em ] \ E § ] ]
se, e só se, é magro em .\
Dem:  Consideremos uma família finita ou numerável de conjuntos ,a) F4

fechados em  e com int , tais que . Tem-se então] ÐF Ñ œ g E § F] 4 4-
também ad , com os conjuntos ad  fechados em , peloE § ÐF Ñ ÐF Ñ \- \ 4 \ 4

que, se verificarmos que int ad , ficará provado que  é também\ \ 4Ð ÐF ÑÑ œ g E
magro em . Suponhamos, por absurdo, que existia int ad , e\ B − Ð ÐF ÑÑ! \ \ 4

portanto que existia um aberto  de , com  e ad .Y \ B − Y Y § ÐF Ñ! \ 4

Tinha-se, em particular, ad , pelo que , donde tambémB − ÐF Ñ Y  F Á g! \ 4 4

Y  ] Á g. Vinha então

Y  ] § ÐF Ñ  ] œ ÐF Ñ œ Fad ad\ 4 ] 4 4

o que, por  ser um aberto não vazio de , contradizia o facto de se terY  ] ]
int .] 4ÐF Ñ œ g

b) Suponhamos que  é magro em . Existe então uma família finita ouE \
numerável de conjuntos , fechados em  e com int , tal queE \ ÐE Ñ œ g4 \ 4

E § E E § ÐE  ] Ñ E  ]- -4 4 4. Tem-se então , onde os  são fechados em
]  e, tendo em conta ,1.3.15

int int int ,] 4 \ 4 \ 4ÐE  ] Ñ œ ÐE  ] Ñ § ÐE Ñ œ g

o que mostra que  é magro em . Reciprocamente, se  é magro em , jáE ] E ]
verificámos em a) que  também é magro em . E \ 

1.10.10 (Corolário) Se  é um espaço de Baire e \ ] § \ ] é aberto, então ,
com a topologia induzida, é também um espaço de Baire.
Dem: Se  é magro para a topologia de , então  é também magroE § ] ] E
para a topologia de , logo de interior vazio relativamente a , e portanto\ \
também de interior vazio relativamente a  (cf. ).] 1.3.15 

Exercícios

Ex 1.10.1 Se  é um espaço topológico, diz-se que um subconjunto  é \ E § \ 5-fechado
se existir uma família finita ou numerável de conjuntos fechados  tal queE § \4

E œ E Þ- 4

a) Reparar que todo o conjunto fechado é também -fechado e mostrar que, no caso5
em que  é um espaço métrico, todo o conjunto aberto  é -fechado.\ Y 5
Sugestão: Afastando já o caso trivial em que , considerar os conjuntosY œ \

E œ ÖB − \ ± .ÐBß\ Ï YÑ×   ×
"

8
8 .

b) Verificar que, se  é um espaço de Baire e  é -fechado, então  é magro\ E § \ E5
se, e só se, int .ÐEÑ œ g
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Ex 1.10.2 (Oscilação de uma função num ponto)  Sejam  um espaço topológico,  um\ ]
espaço métrico,  uma aplicação. Para cada  e cada vizinhança  de0 À\ Ä ] B − \ Z!

B \ 9 Ð0Ñ Ð0ÐZ ÑÑ! Z em , definimos  como sendo o diâmetro diam , no caso em que
0ÐZ Ñ _ 0 B é limitado, e , caso contrário e definimos a  de  no ponto oscilação !

como sendo o ínfimo  dos , com  vizinhança de . Tem-se assim9 Ð0Ñ 9 Ð0Ñ Z BB Z !!

9 Ð0Ñ  _ 0 BB !!
 se, e só se a aplicação  é  em , no sentido delocalmente limitada

existir uma vizinhança  de  tal que  seja um conjunto limitado.Z B 0ÐZ Ñ!

a) Verificar que  é contínua em  se, e só se, .0 B 9 Ð0Ñ œ !! B!

b) Verificar que, para cada , o conjunto  é aberto e$ $ ! Y œ ÖB − \ ± 9 Ð0Ñ  ×$ B

deduzir que o conjunto dos pontos  onde  não é contínua é sempre -fechado.B − \ 0 5

Ex 1.10.3 Considerando o espaço topológico , que, por 1.10.2 ou 1.10.3, é um espaço de‘
Baire, utilizar  para mostrar que o subconjunto , dos números irracionais, não é1.10.7 ˆ
magro, apesar de ter interior vazio. Deduzir daqui que o conjunto  não é -fechado.ˆ 5

Ex 1.10.4 Lembrar que , com a sua topologia canónica, é um espaço localmente‘8

compacto e de Hausdorff, e portanto um espaço de Baire (cf. ).1.6.47
a) Verificar que qualquer subespaço vetorial de  de dimensão inferior a  é um‘8 8
subconjunto fechado de interior vazio.141

b) Deduzir de a) que  não pode ser união finita ou numerável de subespaços afins‘8

de dimensão inferior a .8

Ex 1.10.5 (Propriedade de limitação uniforme) Sejam  um espaço topológico de\
Baire não vazio,  um espaço métrico e  uma família de funções contínuas] Ð0 Ñ4 4−N

0 À\ Ä ] B − \ 0 ÐBÑ 4 − N4 4. Suponhamos que, para cada , o conjunto dos , com , é
limitado. Mostrar que existe um aberto não vazio  e  tais que, para todoY § \ V   !
o  e , .B − Y 4ß 5 − N .Ð0 ÐBÑß 0 ÐBÑÑ Ÿ V4 5

Sugestão: Para cada , reparar que o conjuntoR − 

E œ ÖB − \ ± a .Ð0 ÐBÑß 0 ÐBÑÑ Ÿ R×R 4 5
4ß5−N

é fechado e que a união destes conjuntos é .\

Ex 1.10.6 Sejam  um espaço topológico de Baire não vazio,  um espaço métrico e,\ ]
para cada ,  uma aplicação contínua. Suponhamos que, para cada8 − 0 À\ Ä ] 8

B − \ 0 ÐBÑ ] 0ÐBÑ − ], a sucessão dos elementos  de  tem limite . Mostrar que, para8

cada , existe uma ordem  e um aberto não vazio  tais que, para todo o$  ! 8 Y § \!

B − Y 8   8 .Ð0 ÐBÑß 0ÐBÑÑ  e , .! 8 $
Sugestão (cf. ):Rudin [15]  Para cada  reparar que o conjunto8!

E œ ÐB − \ ± a .Ð0 ÐBÑß 0 ÐBÑÑ Ÿ ×
#

8 7 8
7ß8 8

!
!

$

é fechado e que a união destes conjuntos é .\

141Para um resultado do mesmo tipo, num contexto mais geral, ver  adiante.2.1.65
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1.11.1 Dados dois espaços topológicos  e  e uma aplicação ,\ ] 0À\ Ä ]
vamos dizer que esta aplicação é  se se verificar uma das seguintesfinalizante
três propriedades, que provaremos ser equivalentes:
a) Um subconjunto  é aberto em  se, e só se, o conjuntoZ § ] ]
0 ÐZ Ñ § \ \"  for aberto em ;
b) Um subconjunto  é fechado em  se, e só se, o conjunto[ § ] ]
0 Ð[Ñ § \ \"  for fechado em ;
c) Quaisquer que sejam o espaço topológico  e a aplicação , a^ 1À ] Ä ^
aplicação  é contínua se, e só se,  é contínua.1 1 ‰ 0 À\ Ä ^
Uma aplicação finalizante é sempre contínua. Além disso, se  é um espaço\
topológico,  um conjunto e  uma aplicação, existe sobre  uma,] 0 À\ Ä ] ]
e uma só, topologia (a que daremos o nome de outopologia final,  topologia
quociente determinada por ), para a qual a aplicação  fica finalizante.0 0
Dem: A equivalência entre a) e b) é uma consequência imediata da fórmula
0 Ð] Ï Z Ñ œ \ Ï 0 ÐZ Ñ" " , tendo em conta as relações entre os abertos e os
fechados de um espaço topológico (cf. ). Qualquer das condições a) e b)1.3.7
implica a continuidade de  (cf.  e ) e a condição c) também0 1.4.24 1.4.25
implica essa continuidade, visto que a aplicação  é contínua.M À ] Ä ]]

Supondo que se verifica a), para provarmos c) ficamos reduzidos a mostrar
que, se  é contínua, então  é contínua e isso resulta de que, para cada1 ‰ 0 1
aberto  de ,  é aberto em , por [ ^ 1 Ð[Ñ ] 0 Ð1 Ð[ÑÑ œ Ð1 ‰ 0Ñ Ð[Ñ" " " "

ser aberto em . É evidente que, dados o espaço topológico , o conjunto \ \ ]
e a aplicação , existe um única topologia sobre  para a qual se0 À\ Ä ] ]
verifica a), uma vez que a classe dos conjuntos  tais que  éZ § ] 0 ÐZ Ñ"

aberto em , verifica as propriedades dos abertos de um espaço topológico\
(cf. ). Para vermos que c) implica a), notamos  o conjunto  com a1.3.18 ] ]w

topologia para a qual a) se verifica, topologia que verifica portanto também a
condição c) e, quando escrevemos simplesmente , subentendemos que tem]
a topologia original. Aplicando duas vezes a condição de c), concluímos, de
0 \ ] ] M ser contínua de  para  e para , que a aplicação  vai ser contínua dew

]

] ] ] ] para  e de  para , o que implica, por , que as duas topologiasw w 1.4.24
têm os mesmos abertos, isto é, ] œ ] Þw 

1.11.2 Repare-se que, se  é uma aplicação contínua, para verificar que0 À\ Ä ]
ela é finalizante, basta verificar qualquer das seguintes versões parciais de a),
b) e c), uma vez que as recíprocas estão asseguradas pela continuidade de :0
a )w  Qualquer  tal que  seja aberto em , é aberto em ;Z § ] 0 ÐZ Ñ \ ]"

b )w  Qualquer  tal que  seja fechado em , é fechado em ;[ § ] 0 Ð[Ñ \ ]"

c )w  Se  é um espaço topológico e  é uma aplicação tal que^ 1À ] Ä ^
1 ‰ 0 À\ Ä ^ 1À ] Ä ^ seja contínua, então  é contínua.
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Note-se que a importância das aplicações finalizantes é principalmente a
propriedade enunciada em c ) no resultado precedente: Podemos deduzir aw

continuidade de uma aplicação de domínio  da continuidade da sua]
composta com a aplicação finalizante, composta essa que é frequente-
mente mais simples de estudar. É cómodo poder garantir, nalguns casos,
que a restrição de uma aplicação finalizante é ainda finalizante. Nesta
direcção, o que conseguimos afirmar é o próximo resultado.

1.11.3 Sejam  e  espaços topológicos e \ ] 0À\ Ä ]  uma aplicação finalizante.
Seja  um subconjunto aberto ou fechado e notemos .] § ] \ œ 0 Ð] Ñw w " w

Tem-se então que a restrição  é também finalizante.0 À\ Ä ]Î\
w w

w
142

Dem: Uma vez que  é contínua, por ser a restrição de uma0 À\ Ä ]Î\
w w

w

aplicação contínua, para garantirmos que esta aplicação é finalizante basta
verificarmos uma das condições a ) ou b ) de . No caso em que  éw w w1.11.2 ]
aberto em , também  é aberto em  e vemos que, se  é tal que] \ \ Z § ]w w

0 ÐZ Ñ œ 0 ÐZ Ñ \ \Î\
" " w

w  seja aberto em , este conjunto também é aberto em ,

e portanto  é aberto em , donde também aberto em , pelo que a ) éZ ] ] w w

verificado. Analogamente, no caso em que  é fechado em , também  é] ] \w w

fechado em  e vemos que, se  é tal que  seja\ Z § ] 0 ÐZ Ñ œ 0 ÐZ Ñw " "
Î\w

fechado em , este conjunto também é fechado em , e portanto  é\ \ Zw

fechado em , donde também fechado em , pelo que b ) é verificado.] ] w w 

Enunciamos a seguir algumas condições suficientes para que uma
aplicação seja finalizante, depois de introduzir as noções topológicas de
aplicação aberta e de aplicação fechada, já referidas no exercício .1.5.13

1.11.4 Se  e  são espaços topológicos, diz-se que uma aplicação  é\ ] 0À\ Ä ]
aberta se, para cada aberto  em ,  é aberto em  e que  éY \ 0ÐYÑ ] 0 À\ Ä ]
fechada se, para cada  fechado em ,  é fechado em .[ \ 0Ð[Ñ ] 143

1.11.5 (Exemplos de aplicações abertas e de aplicações fechadas) a)  Se  e\
] À\ ‚ ] Ä \ são espaços topológicos, então as projecções  e1"

1 1 1# " #À\ ‚ ] Ä ] ÐBß CÑ œ B ÐBß CÑ œ C, definidas por  e , são aplicações
abertas.144

b) Sejam  um espaço topológico compacto,  um espaço topológico de\ ]
Hausdorff e  uma aplicação contínua. Então  é uma aplicação0 À\ Ä ] 0
fechada.

142No exercício  adiante, concluímos que não podemos enunciar este resultado sem1.11.5
alguma restrição sobre o subconjunto .] § ]w

143Repare-se que as aplicações contínuas não têm que ser abertas nem fechadas e que
nem as aplicações abertas nem as fechadas têm que ser contínuas.
144Um resultado análogo, com a possibilidade de mais factores, já foi proposto no
exercício , onde se dá também um exemplo em que a primeira projecção não é uma1.5.13
aplicação fechada.



§11. Topologias quociente 255

c) Se  é um homeomorfismo, então , além de contínua, é0 À\ Ä ] 0
simultaneamente aberta e fechada.
Dem: a) Seja  aberto em . Para cada , existe  tal[ \ ‚ ] B − Ð[Ñ C − ]! " !1
que  e podemos então considerar, pela caracterização dasÐB ß C Ñ − [! !

vizinhanças para a topologia produto, abertos  de  e  de , com Y \ Z ] B − Y!

e , tais que , tendo-se então , o que mostraC − Z Y ‚ Z § [ Y § Ð[Ñ! "1
que  é interior a , e portanto que  é um conjunto aberto. AB Ð[Ñ Ð[Ñ! " " 1 1
prova de que a segunda projecção é também aberta é totalmente análoga.
b) Se  é fechado em , então o facto de  ser compacto implica que  éE \ \ E
compacto; da continuidade de  deduzimos então que  é compacto0 0ÐEÑ
donde, por  ser de Hausdorff,  é fechado em .] 0ÐEÑ ]
c) Temos uma consequência da continuidade de , tendo em0 À ] Ä \"

conta  e .1.4.24 1.4.25 

1.11.6 (Condições suficientes para uma aplicação ser finalizante)  Sejam  e\
] 0À\ Ä ] espaços topológicos e  uma aplicação contínua e sobrejectiva,
que seja aberta ou fechada. Tem-se então que  é finalizante. Em particular,0
se  é um homeomorfismo, então  é finalizante.0 À\ Ä ] 0
Dem: Suponhamos que  é uma aplicação aberta. Se  é tal que0 Z § ]
0 ÐZ Ñ \ 0 Z œ 0Ð0 ÐZ ÑÑ" " é aberto em , então, por  ser sobrejectiva,  é
aberto em . Ficou assim provado que  é finalizante, pela caracterização a )] 0 w

em . Suponhamos que  é uma aplicação fechada. Se  é tal que1.11.2 0 [ § ]
0 Ð[Ñ \ 0 [ œ 0Ð0 Ð[ÑÑ" " é fechado em , então, por  ser sobrejectiva,  é
fechado em . Ficou assim provado que  é finalizante, pela caracterização] 0
b ) em 2.w 1.11. 

1.11.7 Sejam ,  e  espaços topológicos e  e  duas\ ] ^ 0À\ Ä ] 1À ] Ä ^
aplicações finalizantes. Tem-se então que  é finalizante.1 ‰ 0 À\ Ä ^
Dem: Uma vez que  é contínua, vamos utilizar a caracterização das1 ‰ 0
aplicações finalizantes na alínea c ) de . Ora, se  é um espaçow 1.11.2 [
topológico e  é uma aplicação tal que2À^ Ä [

2 ‰ Ð1 ‰ 0Ñ œ Ð2 ‰ 1Ñ ‰ 0 À\ Ä [

seja contínua, deduzimos sucessivamente que  é contínua e2 ‰ 1À ] Ä [
que  é contínua.2À^ Ä [ 

Em geral, as aplicações finalizantes não têm que ser abertas nem
fechadas. No entanto, aquelas que são contínuas abertas e sobrejectivas
são especialmente importantes, em particular pelo resultado seguinte, que
não é válido para aplicações finalizantes arbitrárias (cf. o exercício 1.11.6
adiante).

1.11.8 Sejam  espaços topológicos e  e \ß] ß\ß ] 0 \ Ä ] 0 \ Ä ]s s s ssÀ À
aplicações contínuas, abertas e sobrejectivas  Então a aplicaçãoÞ
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0 ‚ 0 \ ‚\ Ä ] ‚ ]s s sÀ ,

que a  associa , é também contínua, aberta e sobrejectiva,ÐBß BÑ Ð0ÐBÑß 0ÐBÑÑs ss

em particular finalizante.
Dem: O facto de  ser sobrejectiva é imediato e a continuidade resulta0 ‚ 0s

da continuidade de  e de  usando, os resultados bem conhecidos  sobre a0 0s

topologia produto. Resta-nos ver que  é uma aplicação aberta. Seja0 ‚ 0s

então  aberto em  e provemos que  é aberto em .G \ ‚\ 0 ‚ 0ÐGÑ ] ‚ ]s ss

Ora, dado , tem-se, para um certo ,ÐD ß A Ñ − 0 ‚ 0ÐGÑ ÐB ß C Ñ − Gs
! ! ! !

ÐD ß A Ñ œ 0 ‚ 0ÐB ß C Ñ œ Ð0ÐB Ñß 0ÐC ÑÑs s
! ! ! ! ! !

e, considerando abertos  de  e  de  tais que  ,Y \ Y \ ÐB ß C Ñ − Y ‚ Y § Gs s s
! !

tem-se que  é um aberto de , contendo0ÐY Ñ ‚ 0ÐYÑ œ 0 ‚ 0ÐY ‚ YÑ ] ‚ ]s ss s s

ÐD ß A Ñ 0 ‚ 0ÐGÑ ÐD ß A Ñs
! ! ! ! e contido em , o que mostra que  é interior a

0 ‚ 0ÐGÑs . 

Do mesmo modo que uma aplicação contínua é uma aplicação que é
contínua em todos os pontos do domínio, é possível enunciar uma
definição de aplicação aberta num ponto, de modo que as aplicações
abertas sejam aquelas que são abertas em todos os pontos do domínio.

1.11.9 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação. Diz-se que\ ] 0À\ Ä ]
0 B − \ Z B 0ÐZ Ñ é   se, para cada vizinhança  de ,  é umaaberta num ponto ! !

vizinhança de .0ÐB Ñ!

1.11.10 Se  e  são espaços topológicos, uma aplicação  é aberta se,\ ] 0À\ Ä ]
e só se, é aberta em todos os pontos de .\
Dem: Suponhamos que  á aberta em todos os pontos de . Se  é um0 \ Y
aberto de , então, para cada , tem-se , para um certo\ C − 0ÐYÑ C œ 0ÐBÑ
B − Y Y B 0ÐYÑ, e então o facto de  ser uma vizinhança de  implica que  é
uma vizinhança , o que mostra que  é efectivamente um abertoC œ 0ÐBÑ 0ÐY Ñ
de . Concluímos assim que  é uma aplicação aberta. Suponhamos, recipro-] 0
camente, que a aplica . Dados  e  vizinhança de ,ção  é aberta0 B − \ Z B! !

tem-se int  que é um aberto, pelo que int ,B − ÐZ Ñ 0ÐB Ñ − 0Ð ÐZ ÑÑ § 0ÐZ Ñ! !

com int  aberto em , o que mostra que  é uma vizinhança de0Ð ÐZ ÑÑ ] 0ÐZ Ñ
0ÐB Ñ 0 B! !, e portanto que a aplicação  é aberta no ponto . 

1.11.11 Sejam  espaços topológicos e  e  duas\ß] ß^ 0 À\ Ä ] 1À ] Ä ^
aplicações. Se  é aberta em  e  é aberta em , então0 B − \ 1 0ÐB Ñ! !

1 ‰ 0 À\ Ä ^ B é aberta em .!
Dem: Se  é uma vizinhança de , concluímos sucessivamente que  éZ B 0ÐZ Ñ!

vizinhança de  em , e portanto que  é vizinhança0ÐB Ñ ] 1 ‰ 0ÐZ Ñ œ 1Ð0ÐZ ÑÑ!

de  em .1Ð0ÐB ÑÑ œ 1 ‰ 0ÐB Ñ ^! ! 
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1.11.12 Sejam  um espaço topológico e . Tem-se então que a inclusão\ \ § \w

+À\ Ä \ B − \ \w w w
! é uma aplicação aberta num ponto  se, e só se,  é uma

vizinhança de  em . Em particular, a inclusão é uma aplicação aberta se,B \!

e só se  é um subconjunto aberto de .\ \w

Dem: Se a inclusão é aberta em , o facto de  ser vizinhança de  em B \ B \! !
w w

implica que  é vizinhança de  em , Reciprocamente, se  é\ œ Ð\ Ñ B \ \w w w
!+

vizinhança de  em , então, tendo em conta , para cada B \ Z! 1.2.22
vizinhança de  em ,  também é vizinhança de  em , ouB \ Z œ ÐZ Ñ B \! !

w +
seja,  é uma aplicação aberta em .+À\ Ä \ Bw

! 

1.11.13 Sejam  e  espaços topológicos, ,  e  uma\ ] \ § \ B − \ 0À\ Ä ]w
!

w

aplicação. Tem-se então:
a) Se  é aberta no ponto , também  é aberta em .0 À\ Ä ] B 0À\ Ä ] BÎ\ ! !w

w

b) Se  é aberta em  e  é vizinhança de  em , então0 À\ Ä ] B \ B \! !
w

0 À\ Ä ] BÎ\ !w
w  é aberta em .

Dem: A alínea a) resulta de que, se  é vizinhança de  em , entãoZ B \!

Z  \ B \ 0ÐZ Ñ ¨ 0ÐZ  \ Ñw w w
! é vizinhança de  em , pelo que, por ser ,

com  vizinhança de  em ,  é também vizinhança de0ÐZ  \ Ñ 0ÐB Ñ ] 0ÐZ Ñw
!

0 ÐB Ñ ]!  em . A alínea b) resulta de 1.11.11 1.11.12 e , uma vez que  é a0Î\w

composta de  com a inclusão 0 +À\ Ä \w . 

1.11.14 Sejam  e  espaços topológicos,  e  uma aplicação.\ ] ] § ] 0À\ Ä ]w w

Tem-se então:
a) Se  é aberta no ponto , também  é aberta em0 À\ Ä ] B − \ 0À\ Ä ]!

w

B!.
b) Se  é aberta em  e  é vizinhança de  em , então0 À\ Ä ] B ] 0ÐB Ñ ]w w

! !

0 À\ Ä ] B é aberta em .!
Dem: A alínea a) resulta de que, se  é vizinhança de  em , então Z B \ 0ÐZ Ñ!

é vizinhança de  em  e portanto, por estar contido em , também0ÐB Ñ ] ]!
w

vizinhança de  em . A alínea b) resulta de  e , uma vez0ÐB Ñ ]!
w 1.11.11 1.11.12

que a aplicação  pode ser olhada como a composta da aplicação0 À\ Ä ]
0À\ Ä ] À ] Ä ]w w com a inclusão + . 

Exercícios

Ex 1.11.1 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação contínua tal que,\ ] 0À\ Ä ]
para cada , exista um aberto  de , com , e uma aplicação contínuaC − ] Z ] C − Z! !

5 5À Z Ä \ 0 ‰ œ M 0 0, tal que  (uma  de ). Verificar que  é finalizante.Z secção local

Ex 1.11.2 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação contínua aberta e\ ] 0À\ Ä ]
sobrejectiva. Verificar que o espaço topológico  é de Hausdorff se, e só se, o]
conjunto

K œ ÖÐBß B Ñ − \ ‚\ ± 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ×w w
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é fechado em .  Ter em conta  e a caracterização dos espaços\ ‚\ Sugestão: 1.11.8
de Hausdorff em .1.5.4

Ex 1.11.3 Sejam  e  espaços topológicos e  uma aplicação bijectiva.\ ] 0À\ Ä ]
Mostrar que  é finalizante se, e só se,  é um homeomorfismo.0 0

Ex 1.11.4 (O espaço projetivo) Seja  e consideremos em  a sua topologia usual.8   " ‘8

Consideremos em  a relação, que se verifica facilmente ser de equivalência,‘8 Ï Ö!×
definida por  se, e só se, existe  tal que . Ao conjunto dasB µ C > − Ï Ö!× B œ >C‘
classes de equivalência para esta relação, que notaremos , dá-se o nome de ‘Ð Ñ8

espaço projectivo (de dimensão ) e notaremos  a classe de equivalência do8  " ÒBÓ
elemento . Chamamos  de  a topologia finalB − Ï Ö!× Ð Ñ‘  ‘8 8topologia canónica
determinada pela aplicação sobrejectiva , onde .3 ‘  ‘ 3À Ï Ö!× Ä Ð Ñ ÐBÑ œ ÒBÓ8 8

a) Verificar que a aplicação  é uma aplicação aberta.3 ‘  ‘À Ï Ö!× Ä Ð Ñ8 8

b) Verificar que , com a sua topologia canónica, é um espaço topológico de ‘Ð Ñ8

Hausdorff.  Ter em conta o exercício  assim como o facto de,Sugestão: 1.11.2
considerando em  o produto interno usual, ter-se  se, e só se‘8 B µ C

ØBß CÙ œ ØBß BÙØCß CÙ# .145

c) Sendo , , lembrar que  é compacto e deduzir queW § W œ ÖB − ± mBm œ "× W‘ ‘8 8

a aplicação sobrejectiva  é também finalizante.3  ‘ÎW
8À W Ä Ð Ñ

d) Concluir de c) que (  é um espaço topológico compacto. ‘8Ñ
e) Para cada , seja  a projecção canónica no factor , e notemos" Ÿ 4 Ÿ 8 À Ä 41 ‘ ‘4

8

Y œ ÖB − ± ÐBÑ Á !×4 4
8‘ 1

e . Verificar que tem lugar uma bijecção , definida por” 3 : ‘ ”4 4 4 4
8"œ ÐY Ñ À Ä

: 34 " 8" " 4" 4 8"ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß "ß B ßá ß B Ñ,

e que esta bijecção é mesmo um homeomorfismo.  Para mostrar aSugestão:
continuidade de , aplicar  para concluir que  é finalizante.: 3 ”4

"
ÎY 4 41.11.3

4
À Y Ä

Ex 1.11.5 (Contra-exemplo) Consideremos no conjunto  dos números racionais a
relação de equivalência

B µ C Í B  C − ™

e notemos também  a relação de equivalência em  cujas classes de equivalênciaµ ‘
são as classes de equivalência para a relação anterior em  e os conjunto unitários
ÖD× D, com  no conjunto  dos números irracionais. Notemos  o conjunto das classesˆ ‘w

de equivalência  dos elementos , para a relação considerada e  aÒBÓ B − À Ä‘ 3 ‘ ‘w

aplicação sobrejectiva definida por . Consideremos em  a topologia final3 ‘ÐBÑ œ ÒBÓ w

determinada pela aplicação  e pela topologia usual de .3 ‘
Verificar que, sendo  o conjunto das classes de equivalência , comˆ 3 ˆ ‘w wœ Ð Ñ § ÒDÓ
D − Ð Ñ œˆ 3 ˆ ˆ ˆ ˆ, para o qual se tem  e considerando em  e em  as topologias" w w

induzidas pelas de  e , a restrição  não é finalizante.‘ ‘ 3 ˆ ˆw w
ÎˆÀ Ä

Sugestão: Sendo  o conjunto dos irracionais do intervalo , que é fechado em ,E Ò!ß "Ó ˆ
e , mostrar que  é fechado em , para a topologia final determinada porE œ ÐEÑ Ew w w3 ˆ

145Se ainda não conhece este resultado (desigualdade de Schwarz), ele será estudado
adiante, num quadro mais geral, em . Alternativamente, poderá também mostrar, o2.5.7
que é elementar, a equivalência entre  e a igualdade .B µ C ØCß CÙB œ ØBß CÙC
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3 ˆ ˆ ˆ ‘Î
w w w w

ˆÀ Ä E, mas  não é fechado em , para a topologia induzida pela de . Para
isso, mostrar que, se fosse , com  fechado em , o conjuntoE œ F Fw w w w wˆ ‘
F œ ÐF Ñ E3 ‘" w  seria fechado em  e conteria , pelo que conteria também os racionais
do intervalo , portanto todos os racionais, portanto seria igual a .Ò!ß "Ó ‘

Ex 1.11.6 (Contra-exemplo, )  Consideremos no conjunto  dos númerosBourbaki, [3] 
racionais a topologia induzida pela topologia usual dos reais. Consideremos em  a
relação de equivalência que tem o conjunto  dos inteiros como uma das classes de™
equivalência e cujas restantes classes de equivalência são conjuntos unitários.
Notemos  o conjunto quociente de  por esta relação de equivalência e  a\ À Ä \ 1 
aplicação sobrejectiva que aplica cada elemento na sua classe de equivalência.
Consideremos em  a topologia final determinada por .\ 1
Notemos  a classe de equivalência dos números inteiros.‡
a) Verificar que a restrição de  a  é um homeomorfismo de  sobre1  ™  ™Ï Ï
\ Ï Ö‡×.
b) Verificar que  é um espaço topológico de Hausdorff.\
c) Verificar que a aplicação contínua e sobrejectiva  é uma aplicação1 À Ä \
fechada e não é uma aplicação aberta.
d) (Construção auxiliar)  Para cada , verificar que tem lugar uma aplicação8 − ™
contínua  definida por0 À Ä Ó!ß Ó8

"
#

0 ÐCÑ œ

C 

C   C  

C  

8

"
# l8l"

#

# # #
l8l" l8l" l8l" #

"

" "
# l8l" #

#

ÚÝÝÝÛÝÝÝÜ

, se 

, se 

, se 

È
È È È

È

(reparar que é essencial que o domínio de  seja , e não , para evitar a descon-08  ‘

tinuidade em ). Concluir que se podem considerar abertos  de 
È#
l8l" 8G ‚ 

definidos por

G œ ÖÐBß CÑ − ‚ ± lB  8l  0 ÐCÑ×8 8  ,

e reparar que estes abertos verificam

Ö8× ‚ § G § Ó8  ß 8  Ò ‚
" "

# #
 8 ,

em particular são disjuntos dois a dois, e que não existem  e  tais que$ & ! 
È#
l8l"

Ó8  ß 8  Ò ‚ Ó ß Ò § G$ $ & & 8.
e) Considerando em  e em  as topologias produto, verificar que a  ‚ \ ‚
aplicação  não é finalizante, apesar de ser o produto de1   ‚ M. À ‚ Ä \ ‚

duas aplicações finalizantes. Deduzir, em particular que ela não é fechada, apesar de
ser o produto de aplicações fechadas.
Sugestão: Considerar o subconjunto aberto , união dos conjuntos G § ‚ G  8

referidos na alínea precedente, verificar que, com , tem-seG œ ‚ M. ÐGÑw 1 

G œ Ð ‚ M. Ñ ÐG Ñ G \ ‚1 
" w w e concluir que  é aberto em , para a topologia final,

apesar de não ser aberto para a topologia produto (o ponto  não é interior aÐ‡ß !Ñ − Gw

Gw).

Ex 1.11.7 (Propriedade finalizante das aplicações abertas num ponto)  Sejam  e \ ]
espaços topológicos e  uma aplicação. Mostrar que, se  é aberta no ponto0 À\ Ä ] 0
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B − \ ^ 1À ] Ä ^! , então, dados um espaço topológico  e uma aplicação  tal que
1 ‰ 0 À\ Ä ^ B 1 0ÐB Ñ seja contínua em , a aplicação  é contínua em .! !

146

Reencontrar, a partir daqui, o facto de toda a aplicação contínua, aberta e sobrejectiva
ser finalizante.

146Para uma propriedade de tipo semelhante, noutro contexto, ver o exercício .1.6.16



CAPÍTULO 2
Espaços de Banach e espaços de Hilbert

§1. Espaços vetoriais normados.

Os espaços vetoriais normados foram examinados de forma superficial na
secção , essencialmente como método de obter certos exemplos impor-1.1
tantes de espaço métrico. Vamos a partir de agora estudá-los de forma
mais aprofundada sendo importante abandonar a limitação de considerar
apenas  como corpo dos escalares, caso em que falamos de espaços‘
vetoriais reais, passando a admitir que este possa também ser o corpo ‚
dos números complexos, caso em que os classificamos como espaços
vetoriais complexos. Quando nos referirmos a situações em que o corpo
dos escalares possa ser indiferentemente  ou  utilizaremos daqui em‘ ‚
diante o símbolo  para designar o corpo dos escalares. Quando nos refe-Š
rirmos a situações em que intervêm vários espaços vetoriais estará suben-
tendido, salvo situações em que explicitaremos o contrário, que em todos
consideramos o mesmo corpo dos escalares.

2.1.1 (Espaços vetoriais reais e espaços vetoriais complexos)  Se  é umI
espaço vetorial complexo, então  é também naturalmente um espaçoI
vetorial real, uma vez que se sabemos multiplicar números complexos por
vetores sabemos, em particular, multiplicar números reais por vetores.
Devemos, no entanto, ter algum cuidado com as noções de base e de
dimensão nos dois contextos:
Se  é uma base de  enquanto espaço vetorial complexo então aquelaÐB Ñ I4 4−N

família não será, em geral, uma base de  enquanto espaço vetorial real; noI
entanto, verifica-se facilmente que a família constituída pelos  e pelos B 3B4 4

já é uma base de  enquanto espaço vetorial real. Em particular, constatamosI
que se  tem dimensão finita  enquanto espaço vetorial complexo então I 8 I
tem dimensão  enquanto espaço vetorial real e que se  tiver dimensão#8 I
infinita enquanto espaço vetorial complexo então  tem também dimensãoI
infinita enquanto espaço vetorial real.

2.1.2 (Exemplos) a) Generalizando o que referimos em 1.1.7 no caso em que ‘
é o corpo dos escalares considerado e utilizando agora a notação funcional,
podemos notar, se  é um conjunto arbitrário não vazio,  o\ E:Ð\ß ÑŠ
conjunto de todas as aplicações  que vai ser um espaço vetorial0 À\ Ä Š
sobre o corpo  desde que se defina, como é habitual, a soma  de duasŠ 0  1
aplicações  e  e o produto  de um escalar  por uma aplicação 0 1 +0 + − 0Š
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pelas identidades

Ð0  1ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ  1ÐBÑ

Ð+0ÑÐBÑ œ +0ÐBÑ

,
.

Este espaço vetorial tem dimensão finita  se o conjunto  for finito8   " \
com  elementos e tem dimensão infinita se o conjunto  é infinito.8 \ 147

Note-se que, no caso em que é o mesmo que ,\ œ Ö" E:Ð\ß Ñßá ß 8×, Š Š8

espaço dos ÐD"ßá ß D Ñ D − " Ÿ 4 Ÿ 8Þ8 4 com  para Š

b) O conjunto  de todas as sucessões  de elementos de  é umj ÐB ÑŠ 8 8− Š
espaço vetorial de dimensão infinita. Aliás trata-se de um caso particular do
exemplo referido em a), na medida em que uma sucessão não é mais do que
uma aplicação de domínio , para além do facto de se usar, na maioria dos
casos, uma notação de “família . Por vezes, em vez de , usaremos a” jŠ
notação , se for claro a partir do contexto se se está a trabalhar com o corpoj
‘ ‚ dos reais ou com o corpo  dos complexos.
c) O espaço Pol  de todas as aplicações polinomiais  (comÐ Ñ 0 À ÄŠ Š Š
coeficientes em  é um subespaço vetorial de dimensão infinita deŠ)
E:Ð ß Ñ 0 8 −Š Š . De facto as aplicações , onde 8 , definidas por 0 ÐBÑ œ B8

8

constituem uma base deste espaço vetorial.

2.1.3 Seja  é um espaço vetorial sobre o corpo I Š ‘ ‚, igual a  ou . Genera-
lizando trivialmente a definição dada em  no caso em que ,1.1.5 Š ‘œ
chama-se  sobre  a uma aplicação , notada frequen-norma I I Ä Ò!ß_Ò
temente B È mBm, que verifique as seguintes propriedades:
a) , quaisquer que sejam  (subaditividade);mB  Cm mBm mCmŸ  Bß C − I
b) , quaisquer que sejam  e ;m+Bm mBmœ l+l B − I + − Š
c) .mBm œ ! Í B œ !
Chama-se  (real ou complexo) a um espaço vetorialespaço vetorial normado
sobre no qual se fixou uma norma.Š ‘ ‚ (igual a  ou ) 
Se  é um espaço vetorial complexo então uma norma de , enquantoI I
espaço vetorial complexo, é também uma norma de  quando consideradoI
como espaço vetorial real, visto que se a propriedade b) é verificada para
todo o escalar complexo ela é verificada, em particular, para todo o escalar
real. Esta observação trivial permite aplicar aos espaços vetoriais normados
complexos algumas propriedades estabelecidas anteriormente no contexto
dos espaços vetoriais reais, como, por exemplo, considerar a métrica
associada a uma norma, definida por

.ÐBß CÑ œ mC  Bm,

a métrica que se considera implicitamente sempre que se considera um

147A explicação das afirmações feitas sobre a dimensão de  não é aquiE:Ð\ß ÑŠ
explicitada por ser de caráter elementar e mais natural num curso de Álgebra Linear.
Trata-se essencialmente de uma explicação do mesmo tipo da que é dada para justificar
que  ou ) é um espaço vetorial de dimensão  sobre o corpo  e propomo-laŠ ‘ ‚ Š8 8 8Ð 8
como exercício adiante (cf. o exercício ).2.1.1
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espaço vetorial normado (cf. ). Já uma norma de  enquanto espaço1.1.6 I
vetorial real pode ser ou não uma norma de  como espaço vetorialI
complexo.
Quando for conveniente sublinhar se consideramos uma norma de um espaço
vetorial complexo  no contexto complexo ou no real falamos de I norma
complexa norma real e de , respetivamente.
Naturalmente, quando nos referirmos à topologia de um espaço vetorial
normado estaremos a pensar na topologia correspondente à métrica asso-
ciada.

2.1.4 Repare-se que ‚ ‘œ #, enquanto espaço vetorial real pelo que podemos
considerar em  a norma real  (cf. ) e a métrica associada ,‚ mm .# #1.1.7
definidas respetivamente por

m+  ,3m œ mÐ+ß ,Ñm œ +  , œ l+  ,3l

. ÐDß D Ñ œ mD  D m œ lD  D l
# #

# #

# #
w w w

È
,

(onde  designam números reais e  designa o valor absoluto usual de um+ß , lDl
número complexo). São estas a norma e a distância que consideramos
implicitamente em  e, por esse motivo, empregamos usualmente a notação‚
.ÐDß D Ñ . ÐDß D Ñw w

# como sinónimo de . Observe-se ainda que, quando
identificamos do modo usual o real  ao complexo  coincidem o valor+ Ð+ß !Ñ
absoluto de  enquanto real e enquanto complexo e a distância usual de+
+ß , − ‘ enquanto reais e enquanto complexos. Recorde-se ainda que o valor
absoluto de um número complexo, para além de constituir uma norma de ‚
enquanto espaço vetorial real, goza ainda da propriedade bem conhecida

lD ‚ D l œ lDl lD lw w ,

propriedade que implica que  é mesmo um espaço vetorial complexo.‚
Repare-se que  é um espaço vetorial complexo de dimensão  admitindo o‚ "
complexo  como uma base e  é um espaço vetorial real de dimensão " #‚
admitindo os complexos  e  como base (de facto, a base canónica de )." 3 ‘#

2.1.5 (Continuidade da norma) Se  é um espaço vetorial normado então éI
contínua a aplicação de  para  definida por .I B È mBm‘
Dem: Trata-se de uma consequência de 1.4.22 uma vez que se tem

mBm œ .ÐBß !Ñ. 

A propriedade que estabelecemos em seguida será muitas vezes cómoda
quando queremos mostrar que uma certa aplicação é uma norma sobre um
espaço vetorial. Ela mostra que para garantir que temos uma norma basta
estabelecer um conjunto aparentemente mais fraco de condições que o
referido na definição em .2.1.3
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2.1.6 (Caracterização alternativa das normas) Sejam  um espaço vetorialI
sobre Š e  uma aplicação  verificando as condições:B È mBm I Ä Ò!ß_Ò
a) , quaisquer que sejam  (subaditividade);mB  Cm mBm mCmŸ  Bß C − I
b )w  , quaisquer que sejam  e ;m+Bm mBmŸ l+l B − I + − Š 148

c )w  .mBm œ ! Ê B œ ! 149

Esta aplicação é então uma norma.
Dem: A implicação recíproca em c ), isto é o facto de se ter  resulta ew m!m œ !
aplicar b ) com  e  arbitrário (por exemplo …). Vem, comw + œ ! B − I B œ !
efeito,

m!m œ m! Bm Ÿ l!lmBm œ !,

portanto . Resta-nos mostrar o que falta a b ) para provar am!m œ ! w

propriedade b), isto é que se tem também l+l B − ImBm Ÿ m+Bm para  e
+ − Š. Ora, esta desigualdade é trivial no caso em que  e, caso contrá-+ œ !
rio, podemos aplicar b ) com o vetor  e o escalar  para obterw "

++B

mBm œ m +Bm Ÿ m+Bm
" "

+ +
¸ ¸

donde

l+lmBm Ÿ l+l m+Bm œ m+Bm
"

+
¸ ¸ . 

2.1.7 Repare-se que,  é uma norma no espaço vetorial  e se  éB È I J § ImBm
um subespaço vetorial, então a restrição da norma a  é uma norma noJ
espaço vetorial , a que damos o nome de . UsaremosJ norma induzida
normalmente a convenção de representar com o mesmo símbolo uma norma
sobre  e a sua restrição ao subespaço vetorial . É claro que a métricaI J
sobre  associada à norma induzida pela de  é a métrica induzida pelaJ I
métrica de  associada à sua norma (cf. ).I 1.1.9

As bolas abertas e fechadas num espaço vetorial normado gozam de
propriedades de invariância por translação e homotetia que teremos
ocasião de utilizar.

2.1.8 (Translações e homotetias) Se  é um espaço vetorial sobre o corpo I Š,
igual a  ou . Para cada  podemos considerar a  associada‘ ‚ B − I! translação
7 7B B !! !

À I Ä I ÐBÑ œ B  B, definida por , a qual vai ser uma aplicação
bijetiva com inversa . e para cada  podemos7 ŠB!

À I Ä I + − Ï Ö!×
considerar a  associada , definida por , ahomotetia 3 3+ +À I Ä I ÐBÑ œ +B

148A diferença relativamente à correspondente condição na definição é que exigimos
apenas a desigualdade em vez da igualdade.
149A diferença relativamente à correspondente condição na definição é que exigimos
apenas a implicação em vez da equivalência.
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qual vai ser uma aplicação bijetiva com inversa . Estas bijeções3"Î+À I Ä I

transformam de modo natural as bolas abertas e as bolas fechadas:
a) Se  e  entãoB − I <  !"

7 7B < " < ! " B < " < ! "! !
ÐF ÐB ÑÑ œ F ÐB  B Ñ ÐF ÐB ÑÑ œ F ÐB  B Ñ, ;

b) Se  e  entãoB − I <  !"

3 3+ < " " + < " "l+l< l+l<ÐF ÐB ÑÑ œ F Ð+B Ñ ÐF ÐB ÑÑ œ F Ð+B Ñ, .

Dem: Uma vez que temos bijeções basta repararmos, no caso de a), que

7

7

B < ! " ! ! "

" < "

B < ! " ! ! "

" < "

!

!

ÐBÑ − F ÐB  B Ñ Í mÐB  BÑ  ÐB  B Ñm  < Í

Í mB  B m  < Í B − F ÐB Ñ

ÐBÑ − F ÐB  B Ñ Í mÐB  BÑ  ÐB  B Ñm Ÿ < Í

Í mB  B m Ÿ < Í B − F ÐB Ñ

,

e, no caso de b), que

3

3

+ " "l+l<

" " < "

+ " "l+l<

" " < "

ÐBÑ − F Ð+B Ñ Í m+B  +B m  l+l< Í

Í l+lmB  B m  l+l< Í mB  B m  < Í B − F ÐB Ñ

ÐBÑ − F Ð+B Ñ Í m+B  +B m Ÿ l+l< Í

Í l+lmB  B m Ÿ l+l< Í mB  B m Ÿ < Í B − F ÐB

,

Ñ. 

Generalizando trivialmente o estabelecido em  no quadro dos1.1.21
espaços vetoriais normados reais, referimos agora um exemplo importante
de espaço vetorial normado.

2.1.9 (A norma mm ÐMßIÑ_ em )  Sejam  um conjunto não vazio e  umM I
espaço vetorial normado sobre o corpo . Tem-se então queŠ ‘ ‚, igual a  ou 
o conjunto  de todas as aplicações limitadas  é um subespaçoÐMß IÑ M Ä I
vetorial do espaço vetorial  sobre  de todas as aplicações E:ÐMßIÑ M Ä IŠ,
(as quais notaremos neste momento como famílias indexadas em  ), eM 150

fica definida uma norma mm_ naquele espaço vetorial por

mÐB Ñ m œ mB m3 3−M _ 3
3−M
sup ,

norma essa cuja métrica associada é a métrica  definida  em  a partir._ 1.1.20
da métrica de  associada à norma considerada e portanto cuja topologiaI
associada é a induzida pela topologia da convergência uniforme de E:ÐMßIÑ
(cf. ).1.2.77
Dem: O caso em que  já foi estabelecido em Š ‘œ 1.1.21. No caso em que
Š ‚œ  o resultado referido mostra que ÐMß IÑ é um subespaço vetorial real

150Embora seja mais frequente utilizar-se alternativamente uma notação de função.
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e que mm_ está bem definida e é uma norma real pelo que tudo o que resta
mostrar é que se trata mesmo de um subespaço vetorial complexo e que a
norma real é mesmo uma norma complexa. Ora, lembrando , isso resulta2.1.6
de que, se  e + − ÐB Ñ −‚ 3 3−M ÐMß IÑ 3 − M tem-se, para cada ,

m+B m œ l+l mB m Ÿ l+l mÐB Ñ m3 3 3 3−M _

o que implica que  e queÐ+B Ñ − ÐMßIÑ3 3−M 

mÐ+B Ñ m Ÿ l+l mÐB Ñ m3 3−M 3 3−M _. 

2.1.10 No contexto anterior usa-se também a notação  como alternativa aj ÐMÑ_
I

ÐMß ÑI ,

j ÐMÑ œ ÐMß_
I  IÑ, 151

escrevendo-se com frequência apenas  quando j M œ_
I , isto é quando

estamos em presença de sucessõesß I e omitindo por vezes a referência a 
quando  e for claro no contexto qual o corpo consideradoI œ Š .

2.1.11 Repare-se que no caso em que o conjunto dos índices  é finito e nãoM
vazio tem-se

j ÐMÑ œ_
I ÐMß IÑ œ E:ÐMßIÑ

e pode-se escrever mesmo

mÐB Ñ m œ mB m3 3−M _ 3
3−M

max ,

o que leva a referir a norma  como a . Neste caso, umamm_ norma do máximo
vez que a métrica associada à norma  é a métrica  definida em ,mm ._ _ 1.1.20
resulta de  que a topologia associada em  é a da convergência1.2.77 E:ÐMßIÑ
uniforme, que sabemos coincidir com a da convergência simples (cf. ),1.2.83
isto é com a topologia produto (cf. a alínea c) de ).1.5.14
Particularizando ainda mais, e tomando M œ Ö"ß #ßá ß 8× I e  igual a  ou‘
‚ ‘ ‚, obtemos a norma do máximo em  e em ,8 8

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ ÖlB lß lB lßá ß lB l×" # 8 _ " # 8
"Ÿ4Ÿ8
max .

Quando  é um espaço vetorial normado e  é um conjunto finito e nãoI M
vazio, a topologia da convergência simples de  coincide com aE:ÐMß IÑ
topologia produto da família indexada em  com todos os fatores iguais aM
I mm (cf. a alínea c) de ). A norma  admite uma generalização1.5.14 _

trivial ao caso em que temos o produto de uma família finita de espaços
vetoriais normados com os factores não necessariamente coincidentes.

151No contexto da notação  as aplicações são, na maioria das situações, encaradasj ÐMÑ_
I

como famílias.
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2.1.12 Sejam  um conjunto finito e não vazio de índices e, para cada , M 3 − M I3

um espaço vetorial normado sobre  com a norma notada . Pode entãoŠ, mm3
definir-se no produto cartesiano  uma norma (a que se dá ainda o nome#

3−M
3I

de ) definida pornorma do máximo

mÐB Ñ m œ mB m3 3−M 3 3
3−M

max ,

norma essa cuja métrica associada é a considerada em . A topologia1.5.17
associada a esta norma é assim a topologia produto.
Note-se que, no caso particular em que M œ Ö"ß #ßá ß 8× temos, com uma
mera mudança de notação, a topologia produto de I ‚I ‚â‚I" # 8

associada à norma deste espaço vetorial definida por

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ ÖmB m ß mB m ßá ß mB m ×" # 8 " " # # 8 8max .

Dem: Para verificarmos que temos efetivamente uma norma no produto
cartesiano será cómodo utilizar a caracterização destas referida em .2.1.6
Dados  e  em , tem-se, para cada ,ÐB Ñ ÐC Ñ 4 − M3 3−M 3 3−M #

3−M
3I + − e Š

mB m Ÿ mÐB Ñ m mC m Ÿ mÐC Ñ m4 4 3 3−M 4 4 3 3−M, ,

donde

mB  C m Ÿ mB m  mC m Ÿ mÐB Ñ m  mÐC Ñ m

m+B m œ l+lmB m Ÿ l+lmÐB Ñ m
4 4 4 4 4 4 4 3 3−M 3 3−M

4 4 4 4 3 3−M

,
,

o que implica que

mÐB Ñ  ÐC Ñ m œ mB  C m Ÿ mÐB Ñ m  mÐC Ñ m

m+ÐB Ñ m œ m+B m Ÿ l+lmÐB Ñ m

3 3−M 3 3−M 4 4 4 3 3−M 3 3−M
4−M

3 3−M 4 4 3 3−M
4−M

max

max

,

.

Verificámos assim as alíneas a) e b ) no resultado referido e a conclusão dew

c ) resulta de que, se  tem que ser  para cada , dondew
3 3−M 4 4mÐB Ñ m œ ! mB m œ ! 4

também  para cada . É claro que a métrica associada a esta norma é aB œ ! 44

considerada em  e este resultado garante assim que a topologia1.5.17
associada é a topologia produto. 

2.1.13 (A norma  em mm j ÐMÑ"
"
I ) Sejam  um conjunto não vazio e  umM I

espaço vetorial normado sobre o corpo . Tem-se então queŠ ‘ ‚, igual a  ou 
o conjunto , de todas as aplicações  de  para  tais quej ÐMÑ ÐB Ñ M I"

I 3 3−M

"
3−M

mB m  _3

(cf. ) é um subespaço vetorial do espaço vetorial  sobre  de1.2.70 E:ÐMßIÑ Š,
todas as aplicações  (as quais notamos neste momento como famíliasM Ä I
indexadas em ), e fica definida uma norma M mm" naquele espaço vetorial por
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m m œ mB mÐB Ñ3 3−M

3−M

" 3" .

Analogamente ao referido em , escreve-se simplesmente  no caso em2.1.11 j"I
que o conjunto dos índices  é , isto é quando estamos em presença deM 
sucessões, e é comum omitir a referência a  quando  e for claro doI I œ Š
contexto qual o corpo  que se está a considerar.Š
Dem: É evidente que a família identicamente nula de vetores de  pertence aI
j ÐMÑ !"
I  e tem norma igual a . Suponhamos que ÐB Ñ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M e  pertencem a
j ÐMÑ + −"
I  e que . Tendo em conta , o facto de se terŠ 1.2.68

mB  C m Ÿ mB m  mC m3 3 3 3 ,

com

"
3−M

ÐmB m  mC mÑ œ mB m  mC m  _3 3 3 3

3−M 3−M

" " ,

implica que , e!
3−M

"
ImB  C m  _ ÐB  C Ñ3 3 3 3 3−M, isto é que  pertence a j ÐMÑ

que

mÐB  C Ñ m Ÿ mB m  mC m œ mÐB Ñ m  mÐC Ñ m3 3 3−M " 3 3 3 3−M " 3 3−M "

3−M 3−M

" "
e o facto de se ter m+B m œ l+lmB m3 3  e

" "
3−M 3−M

3 3l+lmB m œ l+l mB m  _

implica que  pertence a Ð+B Ñ3 3−M j ÐMÑ"
I  e que

mÐ+B Ñ m œ l+lmÐB Ñ m3 3−M " 3 3−M .

Por fim, tendo em conta a caracterização das somas de reais positivos em
1.2.70, vemos que se mÐB Ñ m œ ! mB m3 3−M " 3 cada , sendo uma das somas finitas
cujo supremo é aquela norma, tem que ser  e portanto  para cada .! B œ ! 33 

2.1.14 No caso particular do resultado precedente em que o conjunto dos índices
M  é finito tem-se

j ÐMÑ"
I œ E:ÐMßIÑ.

Particularizando ainda mais, e tomando M œ Ö"ß #ßá ß 8× I e  igual a  ou‘
‚ ‘ ‚, obtemos a  em  e em ,norma da soma 8 8

mÐB ß B ßá ß B Ñm œ lB l  lB l â lB l" # 8 " " # 8

já referida, no caso em que , no exercício .Š ‘œ 1.1.1
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No contexto geral dos espaços métricos distinguimos as métricas topolo-
gicamente equivalentes, métricas que definem a mesma topologia, daque-
las que verificam uma condição mais forte, referida como Lipschitz-equi-
valência (cf. ), estas últimas gozando de várias propriedades que as1.1.26
primeiras não verificam necessariamente (cf., por exemplo, , 1.1.35 1.2.80
ou ). Vamos agora verificar que, no caso das métricas que são1.7.4
associadas a normas dum espaço vetorial, não há distinção entre a equiva-
lência topológica e a Lipschitz-equivalência. Esse facto vai resultar
trivialmente do resultado seguinte.

2.1.15 (Condição de continuidade das aplicações lineares)  Sejam  e I J
espaços vetoriais normados e  uma aplicação linear. São então-À I Ä J
equivalentes as seguintes propriedades:
a) A aplicação  é contínua;-
b) A aplicação  é contínua no elemento ;- ! − I
c) Existe uma constante real , tal que, qualquer que seja ,Q   ! B − I
m ÐBÑm Ÿ QmBm- ;
d) A aplica .ção  é lipschitziana (cf. )- 1.4.3
Dem: É evidente que a condição a) implica a condição b) e já verificámos em
1.4.3 que a condição d) implica a condição a).
Supondo que se verifica a condição c), vemos que, para cada  tem-seBß C − I

.Ð ÐBÑß ÐCÑÑ œ m ÐCÑ  ÐBÑm œ m ÐC  BÑm Ÿ

Ÿ Q mC  Bm œ Q .ÐBß CÑ

- - - - -

e temos a condição d).
Suponhamos, por fim, que a condição b) é verificada e provemos a condição
c). Considerando os sistemos fundamentais de vizinhanças constituídos pelas
bolas fechadas, podemos então considerar  tal que, sempre que&  !
mBm œ .ÐBß !Ñ Ÿ m ÐBÑm œ .Ð ÐBÑß Ð!ÑÑ Ÿ "& - - -, venha . Mostremos que,
qualquer que seja , , o que provará c). Com efeito, aB − I m ÐBÑm Ÿ mBm- "

&

desigualdade anterior é trivial no caso em que  e, quando , vemosB œ ! B Á !
que o vetor  tem norma , pelo que  e& &B B

mBm mBm& -m Ð Ñm Ÿ "

m ÐBÑm œ m Ð Ñm œ m Ð Ñm Ÿ mBm
mBm B mBm B "

mBm mBm
- - -

& & &

& &
. 

2.1.16 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial sobre o qual consideramos duasI
normas que notaremos .  Dizemos que a primeira norma é mm mm e w 152 mais
fina que a segunda se a topologia associada à primeira for mais fina que a
topologia associada à segunda (cf. ) e que as duas normas são1.2.4
equivalentes se cada uma delas for mais fina que a outra, isto é, se as

152Quando daí não resultar risco de confusão costuma-se utilizar a notação  para asmm
normas dos diferentes espaços vetoriais. Já quando queremos comparar normas distintas
num mesmo espaço vetorial torna-se necessário utilizar notações distintas para estas.
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topologias associadas coincidem (as métricas correspondentes são topologi-
camente equivalentes). Tem-se então:
a) A norma mm mm Q   ! é mais fina que a norma  se, e só se, existe  tal quew

mBm Ÿ QmBmw

para cada .B − I
b) As normas são equivalentes se, e só se, existem constantes  eQ   !
Q   ! B − Iw  tais que, para cada ,

mBm Ÿ QmBm mBm Ÿ Q mBmw w w, ,

e, nesse caso, as métricas associadas são mesmo Lipschitz-equivalentes.
Dem: Temos uma consequência do resultado precedente, da caracterização
das topologias mais finas em  e da observação em .1.4.11 1.4.4 

Como primeiros exemplos de aplicação de  e do respetivo corolário,2.1.15
temos:

2.1.17 Sejam  um conjunto finito não vazio de índices e  um espaço vetorialM I
normado. Tem-se então que as normas mm mm_ " e , no espaço vetorial
E:ÐMßIÑ M I de todas as aplicações de  para  (cf.  e ), são2.1.11 2.1.13
equivalentes.
Em particular, no caso em que  (  ou ) e ,I œ M œ Ö"ß #ßá ß 8×Š ‘ ‚
constatamos que são equivalentes a norma do máximo  e a norma damm_
soma  em  ou mm Þ"

8 8‘ ‚
Dem: Seja  o número de elementos do conjunto finito . Sendo 8   " M ÐB Ñ3 3−M

arbitrário em , tem-se para cada E:ÐMßIÑ 4 − M

mB m Ÿ mB m œ mÐB Ñ m4 3 3 3−M "

3−M

" ,

donde

mÐB Ñ m œ mB m Ÿ mÐB Ñ m3 3−M _ 4 3 3−M "
4−M

max

e, por outro lado, para cada ,4 − M

mB m Ÿ mB m œ mÐB Ñ m4 3 3 3−M _
3−M

max ,

donde

mÐB Ñ m œ mB m Ÿ 8mÐB Ñ m3 3−M " 4 3 3−M _

4−M

" . 

2.1.18 (Continuidade da soma) Seja  um espaço vetorial normado. É entãoI
contínua a aplicação  definida por .5 5À I ‚ I Ä I ÐCß DÑ œ C  D



§1. Espaços vetoriais normados 271

Dem: Comecemos por reparar que esta aplicação é linear, uma vez que

5 5 5

5 5

ÐC  C ß D  D Ñ œ C  C  D  D œ ÐCß DÑ  ÐC ß D Ñ

Ð+Cß +DÑ œ +C  +D œ +ÐC  DÑ œ + ÐCß DÑ

w w w w w w ,
.

Considerando em  a norma do máximo, que sabemos definir aI ‚I
topologia produto (cf. ), o facto de se ter  e2.1.12 mCm Ÿ mÐCß DÑm
mDm Ÿ mÐCß DÑm implica que

m ÐCß DÑm œ mC  Dm Ÿ mCm  mDm Ÿ #mÐCß DÑm5

pelo que a continuidade da aplicação linear resulta de , com .2.1.15 Q œ # 

2.1.19 (Corolário) Se  é um espaço vertorial normado e  então aI B − I!

translação 7B!
À I Ä I (cf. 2.1.8) é um homeomorfismo.

Dem: A continuidade de  resulta de  uma vez que7B!
À I Ä I 2.1.18

7B !!
ÐBÑ œ B  B. O facto de ser mesmo um homeomorfismo resulta de se

tratar de uma bijeção cuja inversa  é contínua por ser também uma7B!

translação. 

2.1.20 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial normado,  um espaçoI \
topológico e . Tem-se então:B − \!

a) Sendo E § \ B E 0ß 1ÀE Ä I, com  aderente a , e  duas aplicações tais!

que

0ÐBÑ qp C − I 1ÐBÑ qp D − I  , ,
BpB BpB! !

então

0ÐBÑ  1ÐBÑ qp C  D
BpB!

.

b) Em particular, se  são duas aplicações contínuas no ponto 0 ß 1À\ Ä I B!

então é também contínua no ponto  a aplicação , que aB 0  1À\ Ä I!

B − \ 0ÐBÑ  1ÐBÑ associa .153

Dem: A conclusão de a) resulta da continuidade da aplicação 5À I ‚ I Ä I
em  uma vez que, pela propriedade da topologia produto em ,2.1.18 1.5.1
tem-se

Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ qp ÐCß DÑ − I ‚ I
BpB!

.

A conclusão de b) resulta da de a), tendo em conta a caracterização da conti-
nuidade de uma aplicação num ponto em termos de limites (cf. ).1.4.1 

153Repare-se que, relativamente ao que fizémos atrás no caso particular em que  é  emI ‘
1.2.50 1.4.21 1.5.6,  e , estamos agora seguir um caminho inverso: Naquele caso particular
a continuidade do análogo da aplicação  apareceu a partir dos resultados sobre o limite5
de uma soma de aplicações e sobre a continuidade de uma soma de aplicações.



272 Cap. 2. Espaços de Banach e espaços de Hilbert

O resultado apresentado em  admite um complemento importante2.1.15
envolvendo as aplicações bilineares. Recordemos que, se  sãoJ ßKßL
espaços vetoriais, diz-se que uma aplicação  é  se é-À J ‚ K Ä L ,ilinear
linear separadamente em cada variável, isto é, se: a) Para cada , éD − K
linear a aplicação  que a  associa ; b) Para cada  éJ Ä L C ÐCß DÑ C − J-
linear a aplicação  que a  associa . Repare-se que,K Ä L D ÐCß DÑ-
lembrando uma propriedade bem conhecida das aplicações lineares, uma
aplicação bilinear  verifica necessariamente ,- - -Ð!ß DÑ œ ! œ ÐCß !Ñ
quaisquer que sejam  e .C − J D − K

2.1.21 (Condição de continuidade das aplicações bilineares) Sejam JßKßL
espaços vetoriais normados e

-À J Ä L‚K

uma aplicação bilinear. São então equivalentes as propriedades seguintes:
a) A aplicação  é contínua;- 154

b) A aplicação  é contínua no ponto ;- Ð!ß !Ñ − J ‚ K
c) Existe uma constante real , tal que, quaisquer que sejam  eQ   ! C − J
D − K,

m ÐCß DÑm Ÿ QmCm mDm- .

Dem: É evidente que a) implica b). Suponhamos que se verifica b).
Considerando os sistemas fundamentais de vizinhanças constituídos pelas
bolas fechadas, podemos então considerar  e  tais que, sempre&  ! &w  !
que  e  verificam  e , seC − J D − K mCm œ .Ð!ß CÑ Ÿ & mDm œ .Ð!ß DÑ Ÿ &w

tenha

m ÐCß DÑm œ .Ð!ß ÐCß DÑÑ Ÿ "- - .

Podemos deduzir daqui que, qualquer que seja , tem-seÐCß DÑ − J ‚ K

m ÐCß DÑm Ÿ mCm mDm
"

-
&&w

,

o que provará c). Com efeito, a desigualdade anterior é trivial se  ouC œ !

D œ ! m m œ m m œ e, caso contrário, tem-se  e , donde& &C
mCm mDm

D& &
w w

m Ð ß C Ñm Ÿ "
C D

mCm mDm
-

& &w

e portanto

154Consideramos naturalmente em  a topologia produto, pelo que não é necessárioJ ‚K
considerar nenhuma norma em . Aliás, na definição de aplicação bilinear aJ ‚K
estrutura de espaço vetorial de  é irrelevante.J ‚K
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m ÐCß DÑm œ m Ð ß C Ñm Ÿ
mCm mDm C D

mCm mDm

Ÿ mCm mDm
"

- -
& &

& &

&

w

w

w&
.

Suponhamos, por fim, que se verifica c), podendo evidentemente supor-se já
que se tem , visto que aumentando o valor de  a desigualdade em c)Q  ! Q
continua a verificar-se. Vamos demonstrar que  é contínua num elemento-
ÐC ß D Ñ − J  !! ! ‚ K arbitrário. Para isso, dado  arbitrário, vamos tentar$
encontrar  tal que, sempre que  e , se tenha& & ! mC  C m ! mD  D m ! &

m ÐCß DÑ  ÐC ß D Ñm - - $! ! .(1)

Para provar isso a ideia é decompor a diferença anterior como soma de duas
parcelas, em cada uma das quais intervindo uma diferença de dois termos que
se distinguem apenas por um dos argumentos de . Com efeito, podemos-
escrever

m m m ÐCß DÑ  ÐC ß DÑ  ÐC ß DÑ  ÐC ß D Ñm Ÿ

m ÐCß DÑ  ÐC ß DÑm  m ÐC ß DÑ  ÐC ß D Ñm

- -ÐCß DÑ  ÐC ß D Ñ œ

Ÿ
! ! - - - -

- - - -
! ! ! !

! ! ! !

e portanto, para verificar (1), basta verificar que se tem

m ÐCß DÑ  ÐC ß DÑm 
#

m ÐC ß DÑ  ÐC ß D Ñm 
#

- -
$

- -
$

!

! ! ! .
(2)

Seja então  o maior dos números positivos  e seja  o< mC m  "! mD m  "!  e &
menor dos números positivos  e ." $

#Q<

Supondo que  é tal que  e , tem-se,ÐCß DÑ − J mC  C m ‚K mD  D m ! & ! &
em particular, , dondemD  D m  "!

mDm œ mD  D  D m Ÿ mD  D m  mD m  mD m  " Ÿ <! ! ! ! !

e evidentemente também , e podemos portanto concluirmC m  <! mC m  " Ÿ!

que

m ÐCß DÑ  ÐC ß DÑm œ m ÐC  C ß DÑm Ÿ QmC  C mmDm < Ÿ
#

m ÐC ß DÑ  ÐC ß D Ñm œ m ÐC ß D  D Ñm Ÿ QmC mmD  D m  Q< Ÿ
#

- - - &
$

- - - &
$

! ! !

! ! ! ! ! ! !

 Q ,

,

pelo que as desigualdades (2) ficaram provadas, como pretendído. 

O resultado precedente vai servir, em particular, para estabelecer a
continuidade da multiplicação num espaço vetorial normado , umaI
aplicação  que é bilinear, ao contrário do que sucedia com aŠ‚I Ä I
soma, que era uma aplicação linear .I ‚I Ä I
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2.1.22 (Continuidade da multiplicação) Seja  um espaço vetorial normadoI
sobre o corpo Š ‘ ‚, igual a  ou . Tem então lugar uma aplicação bilinear
contínua  definida por .- Š -À ‚ I Ä I Ð>ß CÑ œ >C
Dem: Comecemos por notar que a aplicação  é bilinear, como consequência-
das propriedades de espaço vetorial, nomeadamente:

- - -

- -

- - -

-

Ð>  > ß CÑ œ Ð>  > ÑC œ >C  > C œ Ð>ß CÑ  Ð> ß CÑ

Ð->ß CÑ œ Ð->ÑC œ -Ð>CÑ œ - Ð>CÑ

Ð>ß C  C Ñ œ >ÐC  C Ñ œ >C  >C œ Ð>ß CÑ  Ð>ß C Ñ

Ð>ß -CÑ œ >Ð-CÑ œ Ð>-ÑC œ Ð

w w w w

w w w w

,
,

,
>+ÑC œ -Ð>CÑ œ - Ð>ß CÑ- .  155

O facto de a aplicação bilinear  ser contínua resulta agora de , com- 2.1.21
Q œ ", visto que se tem

m Ð>ß CÑm œ m>Cm œ l>lmCm- . 

2.1.23 (Corolário) Se  é um espaço vetorial normado e I + − Š Ï Ö!× então a
homotetia  (cf. ) é um homeomorfismo.3+À I Ä I 2.1.8
Dem: A continuidade de  resulta de  uma vez que3+À I Ä I 2.1.22
3+ÐCÑ œ +C. O facto de ser mesmo um homeomorfismo resulta de se tratar de
uma bijeção cuja inversa  é contínua por ser também uma homotetia.3"Î+ 

2.1.24 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial normado,  um espaçoI \
topológico e . Tem-se então:B − \!

a) Sendo E § \ B E ÀE Ä 0ÀE Ä I, com  aderente a , e  e  duas! ! Š
aplicações tais que

! ŠÐBÑ qp - − 0ÐBÑ qp C − I
BpB BpB! !

, ,

então

!ÐBÑ0ÐBÑ qp -C
BpB!

.

b) Em particular, se  e  são duas aplicações contínuas! ŠÀ\ Ä 0À\ Ä I
no ponto  então é também contínua no ponto  a aplicação ,B B 0 À\ Ä I! ! !
que a  associa .B − \ ÐBÑ0ÐBÑ!
Dem: A conclusão de a) resulta da continuidade da multiplicação
- ŠÀ ‚ I Ä I em  uma vez que, pela propriedade da topologia2.1.22
produto em , tem-se1.5.1

155Doravante, quando afirmarmos que um certa aplicação é linear ou bilinear, abs-
ter-nos-emos frequentemente de explicitar a justificação desse facto, tendo em conta que
essa justificação, tal como a que acabamos de apresentar, será óbvia. De qualquer modo,
será conveniente que o leitor verifique por si as justificações omitidas, nem que seja “de
cabeça”, verificação que será naturalmente especialmente importante no caso em que seja
da sua iniciativa a afirmação da linearidade ou bilinearidade de alguma aplicação. Ver o
exercício 2.1.4 para um exemplo do perigo de não fazer verificações.



§1. Espaços vetoriais normados 275

Ð ÐBÑß 0 ÐBÑÑ qp Ð-ß CÑ − ‚ I! Š
BpB!

.

A conclusão de b) resulta da de a), tendo em conta a caracterização da conti-
nuidade de uma aplicação num ponto em termos de limites (cf. ).1.4.1 

2.1.25 (Nota sobre as propriedades algébricas dos limites e da continuidade
no contexto de ) ‚ Os resultados sobre os limites de somas e produtos de
funções com valores em  estabelecidos nas alíneas a) e c) de , assim‘ 1.2.50
como as consequências envolvendo a continuidade num ponto da soma e do
produto de funções contínuas nesse ponto, estendem-se naturalmente às
funções com valores em ‚, sendo nesse contexto casos particulares de 2.1.20
e  quando se encara 2.1.3 ‚ como espaço vetorial normado complexo com o
valor absoluto como norma. Do mesmo modo, o resultado sobre o limite do
valor absoluto de uma função com valores em  referido na alínea b) de‘
1.2.50, assim como o correspondente resultado envolvendo a continuidade
num ponto do valor absoluto de uma função contínua nesse ponto, vale
gualmente para funções com valores em ‚, como consequência de o valor
absoluto, tal como uma norma em geral, ser uma aplicação contínua. Já em
relação à generalização do referido na alínea b) de  para o contexto de1.2.51
‚, temos algo simples mas que não decorre do que foi estabelecido até agora.
Mais precisamente:
Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e  e\ E § \ B − \ E 0ÀE Ä! ‚
1ÀE Ä Ï Ö!×‚  duas aplicações tais que

0ÐBÑ qp , 1ÐBÑ qp - Á !   , .
BpB BpB! !

Tem-se então

0ÐBÑ ,

1ÐBÑ -
qp   .
BpB!

Consequentemente, se  e  são duas aplicações0 À\ Ä 1À\ Ä Ï Ö!×‚ ‚
contínuas num ponto  então é também contínua em  a aplicaçãoB − \ B! !

\ Ä B‚ que a  associa .0ÐBÑ
1ÐBÑ

Dem: Tendo em conta a propriedade do limite dum produto referida no
início e a fórmula

0ÐBÑ "

1ÐBÑ 1ÐBÑ
œ 0ÐBÑ ‚

ficamos reduzidos a mostrar que se tem

" "

1ÐBÑ -
qp   .
BpB!

Ora, lembrando a identificação , tem-se  e‚ ‘œ - œ Ð- ß - Ñ#
" #
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1ÐBÑ œ Ð1 ÐBÑß 1 ÐBÑÑ" # ,

com

1 ÐBÑ qp - 1 ÐBÑ qp -" " # #
BpB BpB! !

,

em  donde, pelas propriedades algébricas dos limites no contexto de  e‘ ‘
lembrando que o inverso de um complexo é igual ao seu conjugado dividido
pelo quadrado da norma, vemos que

" 1 ÐBÑ 1 ÐBÑ

1ÐBÑ 1 ÐBÑ  1 ÐBÑ 1 ÐBÑ  1 ÐBÑ
œ ß qp

qp ß œ
- - "

-  - -  - -

Š ‹
Š ‹

" #

" # " #
# # # # BpB

BpB

" #

" "
# # # #

# #

!

!

. 

Vamos examinar agora algumas propriedades dos espaços vetoriais
normados cujas demonstrações utilizam os resultados  e . A2.1.20 2.1.3
primeira descreve um exemplo de espaço vetorial normado de utilização
frequente, subespaço do examinado em , para o qual é mais natural2.1.9
utilizar as “notações de aplicação” em vez das “notações de família”.

2.1.26 (A norma  no espaço  das aplicações contínuas) mm Ð\ßIÑ_ V Sejam
I \ um espaço vetorial normado e  um espaço topológico compacto e não
vazio. Tem-se então que o conjunto  de todas as aplicaçõesVÐ\ßIÑ
contínuas  é um subespaço vetorial fechado do espaço vetorial\ Ä I
normado , com a norma Ð\ßIÑ mm_, a topologia associada a esta norma
sendo a induzida pela topologia da convergência uniforme de .E:Ð\ßIÑ
Dem: O facto de se ter  resulta de  e  e oV Ð\ßIÑ § Ð\ßIÑ 1.6.24 1.6.27
facto de ser fechado em  resulta de ser fechado em  com aÐ\ßIÑ E:Ð\ßIÑ
topologia da convergência uniforme (cf. ), que sabemos induzir em1.4.32
 VÐ\ßIÑ mm Ð\ßIÑ a topologia associada à norma . O facto de  ser um_

subespaço vetorial de  decorre de Ð\ßIÑ 2.1.20 2.1.3 e  e do facto de a
aplicação identicamente nula ser contínua. 

2.1.27 (A aderência dum subespaço vetorial) Sejam  um espaço vetorialI
normado e  um subespaço vetorial. Tem-se então que a sua aderênciaJ § I
ad  é também um subespaço vetorial.ÐJÑ
Dem: O facto de ser  implica que também ad . Uma vez que! − J ! − ÐJÑ
ad  é um subconjunto fechado de , a continuidade da somaÐJÑ I
5 - ŠÀ I ‚ I Ä I À ‚ I Ä I e da multiplicação  (cf.  e )2.1.18 2.1.22
garante que são fechados em  o conjunto  dos pares  tais queI ‚I G ÐCß DÑ
C  D − ÐJÑ ‚ I H Ð+ß CÑad  e em  o conjunto  dos pares  tais queŠ
+C − ÐJÑ G J ‚ J Gad . Uma vez que  contém , concluímos que  contém
também a sua aderência em , que é igual a ad ad  (cf.I ‚I ÐJÑ ‚ ÐJÑ
1.5.23), o que mostra que sempre que ad  tem-se , isto éCß D − ÐJÑ ÐCß DÑ − G
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C  D − ÐJÑ H ‚ Jad . Do mesmo modo, uma vez que  contém ,Š
concluímos que  contém também a sua aderência em , que é igual aH ‚IŠ
Š Š‚ ÐJÑ + − C − ÐJÑad , o que mostra que sempre que  e ad  tem-se
Ð+ß CÑ − H +C − ÐJÑ, isto é ad . 

2.1.28 (Convexidade em espaços vetoriais normados) Seja  um espaçoI
vetorial normado. Tem-se então:
a) Se E § I é um conjunto convexo, ou um conjunto estrelado relativa-
mente a um dos seus pontos  (cf. ), então  é um conjunto conexoB E! 1.8.35
por arcos, e portanto conexo. Em particular,  é conexo por arcos e portantoI
conexo.
b) Se  e  então B − I <  !! a bola aberta  e a bola fechada  sãoF ÐB Ñ F ÐB Ñ< ! < !

conjuntos convexos.
c) O espaço topológico  é localmente conexo por arcos, em particularI
localmente conexo.
Dem: a) Suponhamos que  é estrelado relativamente a um dos seus pontosE
B B − E!. Qualquer que seja , podemos então considerar a aplicação contínua
0 À Ò!ß "Ó Ä E I 0Ð>Ñ œ Ð"  >ÑB  >B§  definida por  (a soma e o produto!

de aplicações contínuas são contínuas), que verifica  e , o0Ð!Ñ œ B 0Ð"Ñ œ B!

que mostra que  e  são conexos por arcos em ; por transitividade,B B E!

concluímos que dois pontos quaisquer de  são conexos por arcos em ,E E
pelo que , tendo uma única componente conexa por arcos, vai ser conexoE
por arcos. O caso em que  é convexo reduz-se ao anterior, visto que,E
afastado já o caso trivial em que ,  é estrelado relativamente aE œ g E
qualquer ponto que se escolha.
b) Se , tem-se, para cada ,Cß D − F ÐB Ñ > − Ò!ß "Ó< !

mÐÐ"  >ÑC  >DÑ  B m œ mÐ"  >ÑÐC  B Ñ  >ÐD  B Ñm Ÿ

Ÿ Ð"  >ÑmC  B m  >mD  B m Ÿ Ð"  >Ñ<  >< œ <
! ! !

! ! ,

donde , o que mostra que a bola fechada é convexa.Ð"  >ÑC  >D − F ÐB Ñ< !

O facto de a bola aberta  ser convexa decorre trivialmente visto que,F ÐB Ñ< !

se  e  pertencem à bola aberta então ambos pertencem à bola fechadaB C
F ÐB Ñ =  <= ! , onde  é o maior dos três números mC  B mß mD  B m! !

<
# e , e156

então o segmento de extremidades  e  está contido em C D F ÐB Ñ= ! , e conse-
quentemente também em .F ÐB Ñ< !

c) Temos uma consequência de a classe das bolas abertas de centro  e raiosB!

<  ! constituir um sistema fundamental de vizinhanças conexas por arcos
de .B! 

2.1.29 Sejam  um espaço vetorial normado e I J § I J Á I, com , um
subespaço vetorial. Tem-se então int .ÐJÑ œ g
Dem: Suponhamos que existia  interior a . Seja  arbitrário. UmaB J A − I!

vez que a sucessão de vetores  tem limite , vai existir uma ordemB  A B! !
"
8

156Este último introduzido apenas para impedir que  pudesse ser  o que, não sendo= !
grave, quebraria a convenção de só considerarmos bolas de raios estritamente positivos.
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8 8   8 B  A J B! ! ! !
"
8 tal que, para cada ,  pertence à vizinhança  de  e daqui

deduzimos que

A œ 8 ÐB  AÑ  B − J
"

8
ˆ ‰! ! .

Concluímos assim que , contra a hipótese.I œ J 

2.1.30 (O espaço das aplicações lineares contínuas) Se  e  são dois espaçosI J
vetoriais notamos  o conjunto de todas as aplicações linearesPÐIàJÑ
-À I Ä J  que se constata imediatamente ser um subespaço vetorial do
espaço vetorial  de todas as aplicações de  em .E:ÐIß JÑ I J
Sejam agora  e  dois espaços vetoriais normados. Vamos notar  oI J ÐIà JÑ_
conjunto das aplicações lineares contínuas , que é, naturalmente,-À I Ä J
um subespaço vetorial de  Para cada , sabemos quePÐIàJÑÞ − ÐIà JÑ- _
existe  tal que , para todo o , e vai existir umQ   ! m ÐBÑm Ÿ QmBm B − I-
número  mínimo nessas condições, número esse que será notado .Q   ! m m-
No caso em que ,  pode ser também caracterizado como oI Á Ö!× m m-

supremo dos quocientes  com , ou ainda como o supremo dosm ÐBÑm
mBm
- B Á !

m ÐBÑm mBm œ "Þ-  com  Fica-se assim com uma norma   sobre o espaçom m
vetorial ._ÐIà JÑ
Repare-se que, por definição, vai-se ter , para cadam ÐBÑm Ÿ m mmBm- -
- − ÐIà JÑ B − I_  e .
No caso em que  é o corpo J Š _ Š dos escalares, diz-se que  é o ÐIà Ñ dual
topológico de .I 157

Dem: Se o espaço vetorial  tiver  como único elemento, é trivial que  é oI ! !
menor dos números  nas condições do enunciado. Se isso nãoQ   !
acontecer, e uma vez que a desigualdade  é verificada param Ð!Ñm Ÿ Qm!m-
todo o , para verificarmos a existência de  mínimo nasQ   ! Q   !
condições do enunciado ficamos reduzidos a mostrar que existe Q   !

mínimo tal que se tenha , para todo o , e, por definição dem ÐBÑm
mBm
- Ÿ Q B Á !

supremo, esse mínimo existe e é igual ao supremo daqueles quocientes.
Ainda neste caso, o facto de o supremo dos quocientes  com m ÐBÑm

mBm
- B Á !

coincidir com o supremo dos m ÐBÑm mBm œ "-  com  resulta de se ter para cada
B Á !

m ÐBÑm

mBm
œ

- ½ Š ‹½ ½ ½-
B B

mBm mBm
œ ", com .

Resta-nos verificar que obtivémos uma norma em . Sejam então_ÐIà JÑ
- . Š - -ß − ÐIà JÑ + − B − I m ÐBÑm Ÿ m mmBm_  e . Para cada , tem-se  e
m ÐBÑm Ÿ m mmBm. . , pelo que

157O  de  é o espaço vetorial  de todas as aplicações linearesdual algébrico I PÐIà ÑŠ
I Ä Š, contínuas ou não.



§1. Espaços vetoriais normados 279

mÐ  ÑÐBÑm œ m ÐBÑ  ÐBÑm Ÿ m ÐBÑm  m ÐBÑm Ÿ

Ÿ Ðm m  m mÑmBm

- . - . - .

- . ,

o que nos permite concluir que . Do mesmo modo,m  m Ÿ m m  m m- . - .
vemos que, para cada ,B − I

mÐ+ ÑÐBÑm œ m+ ÐBÑm œ l+lm ÐBÑm Ÿ l+lm mmBm- - - - .

de onde se conclui que . Tendo em conta , resta-nos verm+ m Ÿ l+lm m- - 2.1.6
que, se , então . Ora, nestas condições, tem-se, para cadam m œ ! œ !- -
B − I m ÐBÑm Ÿ m mmBm œ ! ÐBÑ œ !, , portanto , o que mostra que  é- - - -
realmente a aplicação linear nula. 

2.1.31 (Uma multiplicação alternativa no contexto precedente) Sejam  e I J
dois espaços vetoriais normados. O facto de  ser um espaço vetorial_ÐIà JÑ
normado permite aplicar neste contexto propriedades gerais destes últimos,
como, por exemplo  e  que garantem a continuidade da soma e2.1.18 2.1.22
da multiplicação pelos escalares como aplicações

_ _ _

Š _ _

ÐIà JÑ ‚ ÐIà JÑ Ä ÐIàJÑ

‚ ÐIà JÑ Ä ÐIàJÑ, 

assim como os respetivos corolários  e . É por vezes importante2.1.20 2.1.24
utilizar uma propriedade do mesmo tipo da segunda que referimos mas com
os papéis de  e dos escalares trocados, assim como o correspondenteJ
corolário, nomeadamente:
a) Tem lugar uma aplicação bilinear contínua

3 _ Š _À Ñ ‚ JÐIà Ä ÐIàJÑ

definida por 3 - -Ð ß DÑ œ D, onde

Ð DÑÐCÑ œ ÐCÑD- - ,

a qual verifica, mais precisamente, .m Dm Ÿ m mmDm- -
b) Em consequência, sendo  um espaço topológico, , \ E § \ B − \!

aderente a  e  e  duas aplicações tais queE 0ÀE Ä ÐIà Ñ 1ÀE Ä J_ Š

0ÐBÑ qp − ÐIà Ñ 1ÐBÑ qp D − J
BpB BpB! !

- _ Š , ,

então

0ÐBÑ1ÐBÑ qp D
BpB!

- ,

onde

Ð0ÐBÑ1ÐBÑÑÐCÑ œ 0ÐBÑÐCÑ1ÐBÑ Ð DÑÐCÑ œ ÐCÑD, .- -

c) Em particular, se  é um espaço topológico e  e\ 0À\ Ä ÐIà Ñ_ Š
1À\ Ä J B − \ duas aplicações contínuas num ponto , então é também!
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contínua em  a aplicação  que a  associa .B \ Ä ÐIàJÑ B 0ÐBÑ1ÐBÑ! _
Dem: Sendo  e , a aplicação  que a  associa- _ -− ÐIà JÑ D − J DÀI Ä J C
-ÐCÑD é linear e tem-se

mÐ DÑÐCÑm œ m ÐCÑDm œ l ÐCÑlmDm Ÿ m mmCmmDm- - - - ,

pelo que ela é contínua e com . Uma vez que a aplicação quem Dm Ÿ m mmDm- -
a  associa  é bilinear, esta última desigualdade mostra que ela éÐ ß DÑ D- -
contínua. As conclusões de b) e c) decorrem de a) pelo método já utilizado
anteriormente de compor a aplicação bilinear com a aplicação com valores
em  que tem  e  como coordenadas._ ŠÐIà Ñ ‚ J 0 1 

2.1.32 (Notas – ) a) ‘ ‚ Como dissémos anteriormente, quando nos referimos a
vários espaços vetoriais num mesmo enunciado, está implícito que são todos
espaços vetoriais reais ou todos espaços vetoriais complexos. É claro que,
quando temos alguns espaços vetoriais reais e outros complexos, podemos
sempre “esquecer  a estrutura complexa destes últimos, de modo a”
considerar todos como espaços vetoriais reais. O resultado precedente é um
exemplo de uma situação em que também pode ser útil trabalhar, de modo
essencial, com espaços vetoriais sobre corpos distintos. Com efeito, é ime-
diato constatar que, no caso em que  é um espaço vetorial normado real e I J
é um espaço vetorial normado complexo, o espaço  das aplicações_ÐIà JÑ
lineares reais de  em  é mesmo um espaço vetorial normado complexo.I J
b) Quando  e  são ambos espaços vetoriais normados complexos é porI J
vezes útil considerá-los também como espaços vetoriais normados reais.
Nesses casos a notação  pode ter dois significados distintos pelo que_ÐIà JÑ
será cómodo utilizar as notações  e  para clarificar se_ _‚ ‘ÐIà JÑ ÐIà JÑ
estamos a considerar a linearidade no sentido complexo ou no sentido real
respetivamente. É claro que  é um subespaço vetorial_ _‚ ‘ÐIà JÑ ÐIà JÑ§
complexo e que a norma do primeiro espaço é a induzida pela norma do
segundo. Uma observação útil é que se  então tem-se- _− ‘ÐIà JÑ
- _ - -− Ð3BÑ œ 3 ÐBÑ B − I‚ÐIà JÑ se, e só se,  para cada . Com efeito,
tem-se então, para +ß , − ‘

- - - -

- - -

ÐÐ+  ,3ÑBÑ œ Ð+B  ,Ð3BÑÑ œ + ÐBÑ  , Ð3BÑ œ

œ + ÐBÑ  ,3 ÐBÑ œ Ð+  ,3Ñ ÐBÑ.

2.1.33 (O exemplo das aplicações lineares isométricas) Se  e  são espaçosI J
vetoriais normados uma aplicação linear -À I Ä J  é isométrica (cf. )1.4.8
se, e só se, verifica  para cada  Uma tal aplicação linearm ÐBÑm œ mBm B − IÞ-
é então contínua e com  Tal como já acontecia com as aplicaçõesm m Ÿ "Þ- 158

isométricas no contexto mais geral dos espaços métricos, toda a aplicação
linear isométrica é injetiva.
Dem: Se a aplicação linear  é isométrica vem-

158De facto, afastado o caso em que , caso em que  e , é imediatoI œ Ö!× œ ! m m œ !- -
que uma aplicação linear isométrica  verifica necessariamente .- -m m œ "
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m ÐBÑm œ m ÐBÑ  Ð!Ñm œ mB  !m œ mBm- - - .

Reciprocamente, se for  para cada , vem, para cada m ÐBÑm œ mBm B − I Bß B- w

em Iß

m ÐBÑ  ÐB Ñm œ m ÐB  B Ñm œ mB  B m- - -w w w ,

o que mostra que  é uma aplicação isométrica.- 

2.1.34 (A aplicação bilinear de avaliação) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados e consideremos no espaço das aplicações lineares contínuas
_ÐIß JÑ a correspondente norma (cf. ). Tem então lugar uma aplicação2.1.30
bilinear contínua F _À ÐIà JÑ ‚ I Ä J , a que se dá o nome de aplicação de
avaliação, definida por .F - -Ð ß BÑ œ ÐBÑ 159

Dem: O facto de a aplicação  ser bilinear é de verificação simples. AF
continuidade desta aplicação bilinear resulta de aplicar , com ,2.1.21 Q œ "
uma vez que, como referido em 2.1.30, tem-se

m Ð ß BÑm œ m ÐBÑm Ÿ m mmBmF - - - . 

2.1.35 (Exemplos de aplicação) a) Se  e  são espaços vetoriais normadosI J
complexos, já referimos na alínea b) de  que  é um subespaço2.1.32 _‚ÐIà JÑ
vetorial de . De facto, podemos mesmo afirmar que se trata de um_‘ÐIà JÑ
subespaço vetorial fechado.
b) Se  e  são subespaços vetoriais sobre I J Š e  é um subespaçoJ § Jw

vetorial fechado, então o subespaço vetorial  é também_ _ÐIà J Ñ § ÐIà JÑw

fechado.
Dem: a) Basta atender a que  é a  e ,_ ‚‚ÐIà JÑ B − I interseção, para - −
dos subespaços vetoriais fechados

_ - _ - --ßBÐIà JÑ œ Ö − ÐIà JÑ ± Ð-BÑ  - ÐBÑ œ !×‘ ,

uma vez que a continuidade da aplicação linear _‘ÐIà JÑ Ä J  definida por
- - -È Ð-BÑ  - ÐBÑ resulta de  e .2.1.34 2.1.22
b) Basta atender a que  é a interseção, para , dos subespaços_ÐIà J Ñ B − Iw

vetoriais fechados

_ - _ -B
w wÐIà J Ñ œ Ö − ÐIà JÑ ± ÐBÑ − J ×,

onde tivémos em conta a continuidade das aplicações ,_ÐIà JÑ Ä J
- -È ÐBÑ que resulta de .2.1.34 

2.1.36 (A aplicação bilinear de composição) Sejam ,  e  espaços vetoriaisI J K
normados. Tem então lugar uma aplicação bilinear contínua

GÀ ÐJ àKÑ ‚ ÐIà JÑ Ä ÐIàKÑ_ _ _ ,

159Comparar com o exercício .1.5.12
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definida por  (a ), para a qualG . - . -Ð ß Ñ œ ‰ aplicação de composição

m Ð ß Ñm œ m ‰ m Ÿ m mm mG . - . - . - .

Dem: É facil verificar que G é efetivamente bilinear e a sua continuidade
resulta  do facto de se ter , uma vez que, para cada ,m ‰ m Ÿ m mm m B − I. - . -

m ‰ ÐBÑm œ m Ð ÐBÑÑm Ÿ m mm ÐBÑm Ÿ m mm mmBm. - . - . - . - . 

A noção de aplicação bilinear, que relembrámos atrás, admite um
generalização natural, a de aplicação multilinear, em que, em vez de dois
fatores, podemos ter um número finito de fatores. Dados espaços vetoriais
J ß ßá ß ß J K À J ‚â‚ J Ä K" 8 " 8 e , uma aplicação  é dita - multilinear
(ou - ) se quando fixamos o valor de  das variáveis a8 8  "linear
aplicação ficar linear na variável restante; Mais precisamente, para cada
" Ÿ 4 Ÿ 8 C − J 3 Á 4 e, para cada escolha de  para cada , deve ficar3 3!

linear a aplicação

J Ä K C È ÐC ßá ß C ß C ß C ßá ß C4 4 " 4" 4 4" 8! !! !, ).-

Observe-se que o caso em que  corresponde às aplicações bilineares8 œ #
encontradas atrás e que o caso  corresponde às aplicações lineares.8 œ "
Tal como nesses casos particulares, o facto de a imagem de  por uma!
aplicação linear ser sempre  implica que, se  é! À J ‚â‚ J Ä K- " 8

multilinear então  sempre que  para algum .-ÐC ßá ß C Ñ œ ! C œ ! 4" 8 4

O próximo resultado é uma generalização de  para o contexto das2.1.30
aplicações multilineares

2.1.37 Sejam  espaços vetoriais normados. Notamos entãoJ ßá ßJ ßK" 8

_ÐJ ßá ßJ àKÑ" 8  o conjunto das aplicações multilineares contínuas
-À J ‚â‚ J Ä K" 8 , conjunto que se constata imediatamente ser um
subespaço vetorial do espaço de todas as aplicações de  em .J ‚â‚ J K" 8

No caso particular em que todos os espaços vetoriais normados  são iguaisJ4

a um mesmo espaço , usamos também a notação  em vez deJ ÐJ àKÑ_8

_ÐJ ßá ßJ àKÑ" 8 .160

Tem-se então:
a) Para cada aplicação multilinear  contínua em-À J ‚â‚ J Ä K" 8

Ð!ßá ß !Ñ, em particular para cada aplicação multilinear contínua, existe
Q   ! C − J " Ÿ 4 Ÿ 8 tal que, quaisquer que sejam os vetores , ,4 4

160É por vezes cómodo definir ;  também para . Toma-se então, por_8ÐJ KÑ 8 œ !
convenção,   como sinónimo de . Esta convenção é especialmente_ _!ÐJ àKÑ œ Ð àKÑ K
compreeendida por quem tenha alguma sofisticação lógica, na medida em que  éJ!

naturalmente encarado como um conjunto com um único elemento  e todas as‡
aplicações de  em  são multilineares, pelo que tudo o que há a fazer é identificarÖ ‡ × K
cada uma dessas aplicações com a imagem de  por ela.‡
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m ÐC ßá ß C Ñm Ÿ QmC mâmC m- " 8 " 8 . 161

b) Para cada - _− ÐJ ßá ßJ àKÑ Q   !" 8 , de entre as constantes  nas
condições de a) existe uma mínima, que será notada m m !-  e que é  no caso
em que algum dos espaços  é  e, caso contário, também pode serJ Ö!×4

caracterizado por

m m œ- supšm ÐC ßá ß C Ñm

mC mâmC m

- " 8

" 8 C −J ÏÖ!×
›

4 4

.

c) A aplicação  associa  é uma norma neste_ - -ÐJ ßá ßJ àKÑ" 8  que a m m
espaço, tendo-se, para cada  em- _− ßá ß C ÑÐJ ßá ßJ àKÑ ÐC" 8 " e 8

J ‚â‚ J" 8,

m ÐC ßá ß C Ñm Ÿ m mmC mâmC m- -" 8 " 8 .

Dem: a) Como no caso bilinear, utilizando os sistemas fundamentais de
vizinhanças constituídos pelas bolas fechadas, a continuidade de  em-
Ð!ßá ß !Ñ ßá ß permite-nos considerar números estritamente positivos & &" 8

tais que sempre que para cada  o vetor  verifica" Ÿ 4 Ÿ 8 C − I4 4

mC m œ .Ð!ß C Ñ Ÿ4 4 4&

venha

m ÐC ßá ß C Ñm œ .Ð Ð!ßá ß !Ñß ÐC ßá ß C ÑÑ Ÿ- - -" 8 " 8 1.

Podemos então deduzir que a desigualdade em a) se verifica com Q œ "
â& &" 8

visto que ela é verificada, com qualquer , no caso em que algum dosQ   !
C !4 4

C
mC m é  e, caso contrário, uma vez que cada  tem norma , vem&4 4

4
&

m Ð ßá ß Ñm Ÿ "
C C

mC m mC m
-
& &" " 8 8

" 8
,

donde

m ÐC ßá ß C Ñm œ â m Ð ßá ß Ñm Ÿ
mC m mC m C C

mC m mC m
- -

& &

& &
" 8

" 8 " " 8 8

" 8 " 8
QmC mâmC m" 8 .

b) No caso em que algum dos  é  toda a aplicação multilinear éJ Ö!×4

identicamente  e portanto a desigualdade em a) é verificada com ,! Q œ Ö!×
que não pode deixar de ser o menor dos  nessas condições. SupondoQ   !
que todos os  são diferentes de , uma vez que a desigualdade em a) éJ Ö!×4

161Trata-se de uma generalização de parte das conclusões de , no caso linear, e de2.1.15
2.1.21 2.1.39, no caso bilinear. Veremos adiante, em , que, reciprocamente, tal como nos
resultados referidos, a existência de uma constante  nestas condições implica aQ
continuidade da aplicação multilinear, em particular, a continuidade duma aplicação
multilinear em  implica a sua continuidade em todos os pontos do domínio.Ð!ßá ß !Ñ
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verificada para qualquer  se algum dos  é , concluímos que, paraQ   ! C !4

um dado , a sua verificação com  arbitrários é equivalenteQ   ! ÐC ßá ß C Ñ" 8

à sua verificação para  arbitrários, ou seja, ao facto de se terC − I Ï Ö!×4 4

m ÐC ßá ß C Ñm

mC mâmC m
Ÿ Q

- " 8

" 8

para  arbitrários. A existência de um  mínimo nestasC − I Ï Ö!× Q   !4 4

condições fica então garantida como sendo o supremo do conjunto majorado
não vazio dos quocientes no primeiro membro.
c) A desigualdade  resulta do facto dem ÐC ßá ß C Ñm Ÿ m mmC mâmC m- -" 8 " 8

m m Q   !- - . ser um dos  que verifica a desigualdade em a). Sejam agora  e 
em  e . Quaisquer que sejam os vetores  vem_ ŠÐJ ßá ßJ àKÑ - − C − J" 8 4 4

então

mÐ  ÑÐC ßá ß C Ñm œ m ÐC ßá ß C Ñ  ÐC ßá ß C Ñm Ÿ

Ÿ m ÐC ßá ß C Ñm  m ÐC ßá ß C Ñm Ÿ

Ÿ m mmC mâmC m  m mmC mâmC m Ÿ

œ Ðm m  m mÑmC mâmC m

- . - .

- .

- .

- .

" 8 " 8 " 8

" 8 " 8

" 8 " 8

" 8

e

mÐ- ÑÐC ßá ß C Ñm œ m- ÐC ßá ß C Ñm œ l-lm ÐC ßá ß C Ñm Ÿ

Ÿ l-lm mmC mâmC m

- - -

-
" 8 " 8 " 8

" 8

o que implica respetivamente que  e c |c| .m  m Ÿ m m  m m m m Ÿ m m- . - . - -
Por outro lado, se  tem-se, quaisquer que sejam ,m m œ ! C − J- 4 4

m ÐC ßá ß C Ñm Ÿ m mmC mâmC m œ !- -" 8 " 8

donde , o que mostra que . Tendo em conta ,- -ÐC ßá ß C Ñ œ ! œ !" 8 2.1.6
concluímos que temos efetivamente uma norma no espaço vetorial
_ÐJ ßá ßJ àKÑ" 8 . 

2.1.38 (Nota – )‘ ‚  Tal como em , o resultado precedente é um daqueles2.1.32
em que pode ser útil considerar espaços vetoriais normados sobre corpos
distintos: Nas condições anteriores, se  forem espaços vetoriaisJ ßá ßJ" 8

normados reais e  for um espaço vetorial normado complexo, então oK
espaço  das aplicações multilineares (naturalmente no_ÐJ ßá ßJ àKÑ" 8

sentido real que é o único que faz sentido) é mesmo um espaço vetorial
complexo, como resulta da demonstração feita anteriormente.

2.1.39 (Condição de continuidade das aplicações multilineares) Sejam
J ßá ßJ ßK" 8  espaços vetoriais normados e -À J ‚â‚ J Ä K" 8  uma
aplicação multilinear tal que, para uma certa constante , se tenhaQ   !

m ÐC ßá ß C Ñm Ÿ QmC mâmC m- " 8 " 8

quaisquer que sejam os . Tem-se então que a aplicação multilinear  éC − J4 4 -
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contínua e, naturalmente, verifica .m m Ÿ Q- 162

Dem: Vamos fazer a demonstração por indução em , começando por8
lembrar que os casos  e  já foram estabelecidos em  e8 œ " 8 œ # 2.1.15
2.1.21 respetivamente. Suponhamos então que o resultado é verdadeiro para
um certo  e verifiquemo-lo no caso em que temos uma aplicação8   #
multilinear  verificando-À J ‚â‚ J ‚ J Ä K" 8 8"

m ÐC ßá ß C ß C Ñm Ÿ QmC mâmC m- " 8 8" " 8 mC m8"

quaisquer que sejam os . Para cada , podemosC − J C − J ßá ß C − J4 4 " " 8 8

então considerar uma aplicação linear

-

-
C ßáßC 8"

C ßáßC

" 8

" 8

À J Ä K,
ÐC Ñ œ ÐC ßá ß C ß C Ñ8 " 8 8"+1 -

a qual, por 2.1.15, é contínua e com . Podemosm m Ÿ QmC mâmC m-C ßáßC " 8" 8

agora definir uma aplicação multilinear  por- _sÀ J ‚â‚ J Ä ÐJ àKÑ" 8 8+1

- -sÐ Ñ œC ßá ß C" 8 C ßáßC" 8
, a qual verifica

m Ð Ñm Ÿ QmC mâmC ms- C ßá ß C" 8 " 8

e portanto, tendo em conta a hipótese de indução, é contínua. Lembrando a
continuidade da aplicação bilinear de avaliação F _À ÐJ àKÑ ‚ J Ä K8" 8"

(cf. ), da igualdade2.1.34

-ÐC ßá ß C ß C Ñ œ C ßá ß C C ßá ß C" 8 8" " 8 " 8- F -s sÐ ÑÐC Ñ œ Ð Ð Ñß C Ñ8" 8"

deduzimos que a aplicação multilinear  é efeti--À J ‚â‚ J ‚ J Ä K" 8 8"

vamente contínua. 

2.1.40 Sejam  e  espaços vetoriais normados. Diz-se que um isomorfismoI J
-À I Ä J  é um  se isomorfismo topológico - é um homeomorfismo, isto é,
se, tanto  como o isomorfismo inverso , são aplicações lineares- -"

contínuas. Um isomorfismo -À I Ä J  é um isomorfismo topológico se, e só
se, existirem constantes  e , tais que, para cada ,<  ! V  ! B − I

<mBm Ÿ m ÐBÑm Ÿ VmBm- .

Dem: Tendo em conta a caracterização das aplicações lineares contínuas na
alínea c) de 2.1.15 e reparando que se a desigualdade referida nessa alínea é
verificada para um dado valor de  é-o também para os valores de Q Q
maiores (podendo, em particular, considerar-se apenas valores de  estrita-Q
mente positivos), tudo o que temos que notar é que a condição
<mBm Ÿ m ÐBÑm B-  para todo o  é equivalente a

162Lembrar que já verificámos em  que quando a aplicação multilinear  é contínua2.1.37 -
(mesmo que  só em ) existe uma constante  nestas condições.a priori Ð!ßá ß !Ñ Q
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m Ð ÐBÑÑm Ÿ m ÐBÑm
"

<
- - -" ,

para todo o  ou seja, a  para todo o .B m ÐCÑm Ÿ mCmÑ C-" "
< 

2.1.41 Como caso particular dos isomorfismos topológicos, temos as isometrias
lineares que são os isomorfismos  que são aplicações lineares-À I Ä J
isométricas, isto é, para os quais se tem , qualquer que sejam ÐBÑm œ mBm-
B − I ÀI Ä J, e portanto  (cf. ). Se  é uma isometria linear,m m Ÿ "- 2.1.33 -
o isomorfismo inverso -"À J Ä I é também uma isometria linear (cf.
1.4.8). Um isomorfismo topológico é uma isometria linear se, e só se,
m m Ÿ " m m Ÿ "- - e ."

Dem: Se  é uma isometria linear, já verificámos em   e,- -2.1.33 que m m Ÿ "
como  também é uma isometria linear, vem também 1.- -" "À J Ä I m m Ÿ
Suponhamos, reciprocamente, que  é um isomorfismo topológico-À I Ä J
com  e . Para cada  tem-se entãom m Ÿ " m m Ÿ " B − I- -"

m ÐBÑm Ÿ m mmBm Ÿ mBm

mBm œ m Ð ÐBÑÑm Ÿ m mm ÐBÑm Ÿ m ÐBÑm

- -

- - - - -

,
" "

donde  e temos uma isometria linear.m ÐBÑm œ mBm- 

Os dois isomorfismos topológicos que examinamos em seguida vão ser
utilizados quando estudarmos o Cálculo Diferencial mais adiante.

2.1.42 Suponhamos que  é um espaço vetorial normado sobre o corpo .J Š
Existe então uma isometria linear

E Š E - -À Ð à J Ñ Ä J Ð Ñ œ Ð"Ñ_ , ,

isometria cuja inversa  está definida porE Š"À J Ä Ð à JÑ_

E"ÐCÑÐ=Ñ œ =C.

Mais geralmente, tem lugar, para cada inteiro , uma isometria linear8   "

E Š E - -À Ð à J Ñ Ä J Ð Ñ œ Ð"ßá ß "Ñ_8 , ,

cuja inversa está definida por

E"
" 8 " 8ÐCÑÐ= ßá ß = Ñ œ = â= C.

Dem: Se - _− 8Ð à JÑŠ  tem-se

m Ð Ñm œ m m Ÿ m ml"lâl"l œ m mE - - --Ð"ßá ß "Ñ

o que mostra que a aplicação linear  é contínua e comE _À Ð à J Ñ Ä J8 Š
m m Ÿ Þ C − J À Ä JE - Š1  Se , a aplicação  definida porC

8
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-CÐ= ßá ß = Ñ œ = â= C" 8 " 8

é multilinear e verifica

m m m m œ l= â= lmCm œ l= lâl= lmCm-C " 8 " 8Ð= ßá ß = Ñ œ = â= C" 8 " 8 ,

o que implica que ela é contínua e com . Além disso, tem-sem m Ÿ mCm-C

E - -Ð Ñ œ Ð"ßá ß "Ñ œ CC C ,

o que implica, em particular, que  é sobrejetiva e, por outro lado, seE
- _ E -− Ð Ñ œ C8Ð à J ÑŠ  verificar , tem-se

- - -Ð= ßá ß = Ñ œ Ð= "ßá ß = "Ñ œ = â= Ð"ßá ß "Ñ œ" 8 " 8 " 8 = â= C" 8 ,

ou seja , o que mostra que  é injetiva, e portanto um isomorfismo.- - Eœ C

Vemos, por fim, que

m ÐCÑm œ m m Ÿ mCmE -"
C ,

o que mostra que a aplicação linear  é também contínuaE _ Š" 8À J Ä Ð à JÑ
e com 1m m Ÿ ÞE" 

2.1.43 Sejam ,  e  espaços vetoriais normados. Existe então uma isometriaI I Jw

linear

E E - -" "
w w w wÀ ÐIßI à JÑ Ä ÐIà ÐI à JÑÑ Ð ÑÐBÑÐB Ñ œ ÐBß B Ñ_ _ _ , ,

o isomorfismo inverso estando evidentemente definido por

E . ."
" w wÐ ÑÐBß B Ñ œ ÐBÑÐB Ñ.

Mais geralmente, dados espaços vetoriais normados , vaiI ßá ßI ßJ" 8

existir, para cada , uma isometria linear" Ÿ 4 Ÿ 8  "

E

E - -
4 " 8 " 4 4" 8

4 " 4 4" 8 " 4 4" 8

À ÐI ßá ßI à JÑ Ä ÐI ßá ßI à ÐI ßá ßI à JÑÑ

Ð ÑÐB ßá ß B ÑÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ

_ _ _ ,
 163

cuja inversa

E _ _ _4
"À ÄÐI ßá ßI à ÐI ßá ßI à JÑÑ ÐI ßá ßI à JÑ" 4 4" 8 " 8

está naturalmente definida por

E . .4
"Ð ÑÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ÑÐB ßá ß B Ñ" 4 4" 8 " 4 4" 8 .

Dem: Dados , obtemos uma- _− ßá ß B − IÐI ßá ßI à JÑ B − I" 8 " ", 4 4

aplicação multilinear  definida por-B ßáßB" 4
À ‚â‚ Ä JI I4" 8

163Quem tiver em conta o que se disse na , pode considerar que os isomorfismosnota 160
E4 estão também definidos para  e , sendo para estes valores de 4 œ ! 4 œ 8 4
simplesmente a identidade.
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-B ßáßB" 4
ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ4" 8 " 4 4" 8-

para a qual se tem

m m œ m m Ÿ

Ÿ m mmB mâmB m

-

-

B ßáßB

" 8

" 4
ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ4" 8 " 4 4" 8-

,

pelo que constatamos que esta aplicação multilinear é contínua e com

m m Ÿ m mmB mâmB m- -B ßáßB " 4" 4
.

Resulta daqui que se obtém uma aplicação multilinear contínua

- _sÀ ‚â‚ ÄI I ÐI ßá ßI à JÑ" 4 4" 8

definida por - - - -s sm m Ÿ m mÐB ßá ß B Ñ œ" 4 B ßáßB" 4
, com  e daqui resulta que é

contínua a aplicação linear

E4 " 8 " 4 4" 8À ÐI ßá ßI à JÑ Ä ÐI ßá ßI à ÐI ßá ßI à JÑÑ_ _ _

definida por ( )  e com . É trivial constatar que esta apli-E - - E4 4œ m m Ÿ "s

cação linear  é precisamente a definida no enunciado.E4

Dado . _ _− ÐI ßá ßI à ÐI ßá ßI à JÑÑ" 4 4" 8 , podemos considerar uma
aplicação multilinear .̃  definida porÀ ‚â‚ Ä JI I" 8

. .˜ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ÑÐB ßá ß B Ñ" 4 4" 8 " 4 4" 8 ,

para a qual se tem

m m œ m m Ÿ

Ÿ m mmB mâmB m Ÿ

Ÿ m mmB mâmB mmB mâmB m

. .

.

.

˜ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B ÑÐB ßá ß B Ñ

ÐB ßá ß B Ñ
" 4 4" 8 " 4 4" 8

" 4 4" 8

" 4 4" 8

pelo que esta aplicação multilinear é contínua e com  Podemos˜m m Ÿ m mÞ. .
assim considerar uma aplicação linear contínua

E _ _ _s À Ä4 ÐI ßá ßI à ÐI ßá ßI à JÑÑ ÐI ßá ßI à JÑ" 4 4" 8 " 8

definida por , para a qual . O facto de se ter trivialmente˜E . . Es sÐ Ñ œ m m Ÿ "4 4

E E - - E E . . Es sÐ Ð ÑÑ œ Ð Ð ÑÑ œ4 4 4 4 4 e , mostra que  é um isomorfismo com
E E E4

"
4 4œ s  e portanto  é efetivamente uma isometria linear com inverso

E4
" definido pela fórmula no enunciado. 

2.1.44 (Funtorialidade)  Sejam os espaços vetoriais normados ,I ßá ßI ßJ" 8

I ßá ßI ß J À J Ä Jw w w w
" 8  e as aplicações lineares contínuas  e, para cada.

" Ÿ 4 Ÿ 8 ÀI Ä I, . Tem então lugar uma aplicação linear contínua-4 4
w
4

_ _ _Ð ßá ß à ÑÀ ÐI ßá ßI à JÑ Ä ÐI ßá ßI à J Ñ- - ." 8 " 8
w w w
" 8 ,
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definida por

_Ð ßá ß à ÑÐ Ñ œ ‰ ‰ Ð ‚â‚ Ñ- - . 0 . 0 - -" 8 " 8 ,

cuja norma é menor ou igual a m mm mm mâm m. 0 - -" 8 .
No caso em todos os , a-4 4

w
4À I Ä I  são iguais a um mesmo -À I Ä Iw

aplicação linear  também será_ _ _Ð ßá ß à Ñ- - ." 8 À ÐIà JÑ Ä ÐI àJ Ñ8 8 w w

notada ._ - .8Ð à Ñ
Note-se que no caso dos “escalares mistos” em que os -4 4

w
4À I Ä I  são

aplicações lineares contínuas entre espaços vetoriais normados reais e
.À J Ä J w é uma aplicação linear contínua complexa entre espaços vetoriais
normados complexos,  é mesmo uma aplicação linear_Ð ßá ß à Ñ- - ." 8

complexa.
Dem: É imediato constatar que se 0 _− ÐI ßá ßI à JÑ" 8  então

. 0 - -‰ ‰ Ð ‚â‚ Ñ" 8 À I ‚â‚I Ä Jw w w
" 8

é multilinear e a sua continuidade resulta de se ter, quaisquer que sejam
Bw w w w
" " 8 8− I ßá ß B − I ,

m ßá ß B Ñm œ

œ m Ð Ð ÐB Ñßá ß ÐB ÑÑÑm Ÿ

Ÿ m mm Ð ÐB Ñßá ß ÐB ÑÑm Ÿ

Ÿ m mm mm ÐB Ñmâm ÐB Ñm Ÿ

Ÿ m mm mm mâm mmB

. 0 - -‰ ‰ Ð ‚â‚ ÑÐB" 8
w w
" 8

" 8
w w
" 8

" 8
w w
" 8

" 8
w w
" 8

" 8
w
"

. 0 - -

. 0 - -

. 0 - -

. 0 - - mâmB mw8 ,

desigualdade que implica também que

m m Ÿ. 0 - -‰ ‰ Ð ‚â‚ Ñ" 8 m mm mm mâm m. 0 - -" 8 .

Esta última desigualdade mostra que a aplicação

_ _ _Ð ßá ß à ÑÀ ÐI ßá ßI à JÑ Ä ÐI ßá ßI à J Ñ- - ." 8 " 8
w w w
" 8

definida no enunciado, que se constata imediatamente ser linear, é contínua e
com norma menor ou igual a .m mm mâm m. - -" 8 

2.1.45 (Corolário) Nas hipóteses de , se  for um isomorfismo2.1.44 .À J Ä J w

topológico (respetivamente uma isometria linear) e cada  for um-4 4
w
4À I Ä I

isomorfismo topológico (respetivamente uma isometria linear) então a
aplicação linear contínua

_ _ _Ð ßá ß à ÑÀ ÐI ßá ßI à JÑ Ä ÐI ßá ßI à J Ñ- - ." 8 " 8
w w w
" 8

é um isomorfismo topológico (respetivamente uma isometria linear), tendo
como isomorfismo inverso

_ _ _Ð ßá ß à ÑÀ ÐI ßá ßI à J Ñ Ä ÐI ßá ßI à J Ñ- - ." 8 " 8 8"
w w" " " w w w .

Dem: O facto de _Ð ßá ß à Ñ- - ." 8  ser um isomorfismo topológico resulta de
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que se verifica facilmente que ele admite  como inverso_Ð ßá ß à Ñ- - ." 8
" " "

bilateral. O facto de termos uma isometria linear, no caso em que . - e os 4

são isometrias lineares resulta da caracterização das isometrias lineares em
2.1.41. 

2.1.46 (Corolário) Dados espaços vetoriais  e  e dadas duas normasI ßá ßI J" 8

equivalentes  e  sobre  e, para cada , duas normasmm mmw J " Ÿ 4 Ÿ 8
equivalentes  e  sobre , então ficam equivalentes as normas sobremm mm4 4

w
4 I

_ÐI ßá ßI à JÑ" 8  que se obtêm, por um lado, a partir das normas “sem
linhas” e, por outro lado, a partir das normas “com linhas”.
Dem: Basta atender a que duas normas sobre um mesmo espaço vetorial são
equivalentes se, e só se, a aplicação linear identidade for um isomorfismo
topológico quano se considera uma das normas no domínio e a outra no
codomínio. 

Descrevemos a seguir mais um método de obter espaços vetoriais nor-
mados a partir de outros dados.

2.1.47 (A norma quociente) Sejam  um espaço vetorial normado,  umI K
espaço vetorial e 3À I Ä K uma aplicação linear sobrejetiva tal que o kernel

J œ Ð Ñ œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×ker 3 3

seja um subespaço vetorial fechado. Pode então definir-se uma norma em ,K
a que damos o nome de , pondo, para cada ,norma quociente D − K

mDm œ mBminf
3ÐBÑœD

,

e tem-se então que a aplicação linear  é contínua, com .3 3À I Ä K m m Ÿ " 164

Além disso, para cada  e , existe  com  eD − K <  " B − I ÐBÑ œ D3
mBm Ÿ <mDm ÀI Ä K, o que implica que  é também aberta, em particular3
finalizante (cf. ).1.11.1
A norma  de  admite ainda a seguinte caracterização alternativa: SemDm D − K
D œ ÐB Ñ mDm œ .ÐB ß JÑ3 ! !, então .
Dem: O facto de o elemento  verificar  resulta de se ter! − K m!m œ !
! œ Ð!Ñ ! − I m!m œ ! D Á ! K3 , onde  verifica . Por outro lado, se  em , vem
D œ ÐBÑ B − I B Â J J <  !3 , com  e  pelo que, por  ser fechado, existe  tal
que , portanto, para cada  com , o facto de serF ÐBÑ  J œ g B ÐB Ñ œ D<

w w3
3ÐB  B Ñ œ ! B  B − J B  B Â F ÐBÑw w w

<, donde  implica que , donde

mB m œ mÐB  B Ñ  Bm   <w w ,

o que garante que , em particular .mDm   < mDm  !

164De facto, afastado o caso trivial em que  e portanto  e , pode-seK œ Ö!× œ ! m m œ !3 3
verificar, como consequência do que enunciamos a seguir, que se tem mesmo .m m œ "3
Propomos essa verificação no exercício  adiante.2.1.28
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Sejam  e  em . Dado  arbitrário, podemos considerar  comD A K  ! Bß C − I$
D œ ÐBÑ A œ ÐCÑ mBm  mDm  mCm  mAm 3 3, ,  e , e tem-se então$ $

# #

D  A œ ÐB  CÑ3 , donde

mD  Am Ÿ mB  Cm Ÿ mBm  mCm  mDm  mAm  $

e portanto, tendo em conta a arbitrariedade de ,$

mD  Am Ÿ mDm  mAm

(senão obtínha-se um absurdo tomando ).$ œ mD  Am  ÐmDm  mAmÑ
Mostremos agora que, dados  e , tem-se  o que,D − K + − m+Dm Ÿ l+lmDmŠ
tendo em conta , provará que temos realmente uma norma em . Tendo2.1.6 K
em conta a observação feita no início, podemos já supor  e então+ Á !
reparamos que, para cada  tal que , tem-se , dondeB D œ ÐBÑ +D œ Ð+BÑ3 3

" "

l+l l+l
m+Dm Ÿ m+Bm œ mBm,

o que, pela definição do ínfimo como o maior dos minorantes, implica que se
tem

"

l+l
m+Dm Ÿ mDm,

ou seja, como queríamos, .m+Dm Ÿ l+lmDm
Reparemos agora que, para cada , vem . ConcluímosB − I m ÐBÑm Ÿ mBm3
daqui que a aplicação linear  é contínua, e com .3 3À I Ä K m m Ÿ "
Dado , para cada , existe  com  e ,<  " D − K B − I D œ ÐBÑ mBm Ÿ <mDm3
visto que, se , podemos tomar  e, caso contrário, atendemos àD œ ! B œ !
definição de  como um ínfimo e ao facto de se ter . Tomando,mDm mDm  <mDm
para fixar ideias, , concluímos daqui que, para cada , vem< œ #  !&
3ÐF Ð!ÑÑ ¨ F Ð!Ñ B − I& &Î# , e portanto também, para cada ,

3 3 3 3

3 3

ÐF ÐBÑÑ œ ÐB  F Ð!ÑÑ œ ÐBÑ  ÐF Ð!ÑÑ ¨

¨ ÐBÑ  F Ð!Ñ œ F Ð ÐBÑÑ
& & &

& &Î# Î# .

Podemos então concluir que a aplicação linear sobrejectiva  é3À I Ä K
aberta (e portanto finalizante, por ), uma vez que, para cada aberto 1.11.6 Y
de  e cada , podemos escolher  com  e  comI D − ÐYÑ B − Y D œ ÐBÑ  !3 3 &
F ÐBÑ § Y F ÐDÑ § ÐF ÐBÑÑ § ÐYÑ& &&, tendo-se então , o que mostra queÎ# 3 3

3ÐY Ñ é aberto.
Quanto à caracterização alternativa de , atendemos a que, sendomDm
D œ ÐB Ñ D œ ÐBÑ B  B − J B − B  J3 3! ! !, tem-se  se, e só se, , isto é,  e
portanto

mDm œ mBm œ mB  Cm œ .ÐB ß JÑinf inf
B−B J C−J

! !
!

. 
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2.1.48 Lembremos que, se  é um espaço vetorial e I J § I é um subespaço
vetorial, pode-se considerar em  uma relação de equivalência associada aI
J B µ B B  B − J ÒBÓ, definida por  se, e só se, , e que, notando  (ou,w w

J

simplesmente, se não houver risco de confusão, ) a classe de equivalênciaÒBÓ
de , fica bem definida uma estrutura de espaço vetorial no conjuntoB − I
IÎJ ÒBÓ ÒCÓ + das classes de equivalência tal que, dados  e  e o escalar ,J J

ÒBÓ  ÒCÓ œ ÒB  CÓ +ÒBÓ œ Ò+BÓJ J J J J, ,

por outras palavras, pela condição de ficar linear a aplicação sobrejectiva
3 3À I Ä IÎJ ÐBÑ œ ÒBÓ IÎJ, definida por . Dizemos então que  é o J espaço
vetorial quociente aplicação linear canónica e que  é a .3
Uma vez que  é o kernel da aplicação linear , vemos que, no caso em queJ 3
I J é um espaço vetorial normado e  é um subespaço vetorial fechado, fica
definida uma norma quociente no espaço vetorial quociente , a qualIÎJ
admite as caracterizações

mÒB Ó m œ mBm œ .ÐB ß JÑ! J !
ÒBÓ œÒB Ó

      .inf
J ! J

2.1.49 (Aplicações lineares definidas num quociente) Sejam  um espaçoI
vetorial normado,  um espaço vetorial e K 3À I Ä K uma aplicação linear
cujo kernel  seja um subespaço vetorial fechado e J œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×3
consideremos sobre  a norma quociente. Dado um espaço vetorial normadoK
L , tem então lugar uma aplicação linear isométrica, em particular injetiva,

3 _ 3 _ _‡
Kœ Ð à M. ÑÀ ÐKàLÑ Ä ÐIàLÑ

(cf. ), que aplica portanto cada  na aplicação linear2.1.44 - _s − ÐKàLÑ

- _ - - 3− ÐIàLÑ ÐBÑ œ Ð ÐBÑÑs definida por . A imagem da aplicação linear
isométrica  é um subespaço vetorial fechado de , a saber o3 -‡ ÐIàLÑ
consituído pelas aplicações lineares  tais que .- -À I Ä L œ !ÎJ

Dem: Vamos dividir a demonstração em duas partes:
a) Comecemos por mostrar que a aplicação linear  é isométrica, isto é, que3‡

se tem  para cada .m m œ m m − ÐIÎJ àKÑs s- - - _
Subdem: Tendo em conta , a aplicação linear  é contínua e com2.1.44 3‡

norma menor ou igual a . Já sabemos assim que se temm m Ÿ "3

m m œ m Ð Ñm Ÿ m m m m  m ms s s- 3 - - - -‡ . Vamos supor, por absurdo, que se tinha ,
condição que implica que  e que existe  não nulo em  talK Á Ö!× D œ ÐBÑ K3
que

m m  œ
m ÐDÑm m ÐBÑms

mDm mDm
-

- -
,

condição que também pode ser escrita na forma . Tendom mmDm  m ÐBÑm- -
em conta a definição de  como um ínfimo, podemos considerar mDm B − Iw

com  e3 3ÐB Ñ œ D œ ÐBÑw
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m mmB m  m ÐBÑm- -w ,   (1)

visto que se  podemos tomar  e, caso contrário, sabemos quem m œ ! B œ B- w

mDm 
m ÐBÑm

m m

-

-

e a condição pretendida equivale a

mB m 
m ÐBÑm

m m
w -

-
.

Vem então

m ÐBÑm œ m Ð ÐBÑÑm œ m Ð ÐB ÑÑm œ m ÐB Ñm Ÿ m mmB ms s- - 3 - 3 - -w w w ,

o que é absurdo por contradizer a desigualdade (1).
b) Vamos agora verificar que a imagem da aplicação linear  é a descrita no3‡

enunciado e é um subespaço vetorial fechado de ._ÐIàLÑ
Subdem: Comecemos por supor que  pertence à imagem de ,- _ 3− ÐIàLÑ ‡

portanto que  para um certo . Para cada  tem-se- 3 - - _œ Ð Ñ − ÐKàLÑ B − Js s‡

então  e portanto3ÐBÑ œ !

- - 3 -ÐBÑ œ Ð ÐBÑÑ œ Ð!Ñ œ !s s .

Suponhamos, reciprocamente, que  verifica . Se- _ -− ÐIàLÑ œ !ÎJ

Bß B − I ÐBÑ œ ÐB Ñ B  B − Jw w w são tais que , tem-se  donde3 3

- - -ÐBÑ  ÐB Ñ œ ÐB  B Ñ œ !w w ,

ou seja, . Fica assim bem definida uma aplicação - - -ÐBÑ œ ÐB Ñ ÀK Ä Lsw

pela condição de se ter , aplicação essa que se verifica- 3 -sÐ ÐBÑÑ œ ÐBÑ

facilmente ser linear. Uma vez que  é contínua e que  é- 3 - 3s ‰ œ ÀK Ä L

uma aplicação finalizante (cf. ), concluímos que ,2.1.47 - _s − ÐKàLÑ

tendo-se então que  pertence à imagem de . Por fim, o facto de- 3 - 3œ Ð Ñs‡ ‡

esta imagem ser um subespaço vetorial fechado resulta de que se trata da
interseção, para , dos subespaços vetoriaisB − J

_ - _ -BÐIàLÑ œ Ö − ÐIàLÑ ± ÐBÑ œ !×

subespaços esses que são fechados por serem as imagem recíprocas de
Ö!× § L ÐIàLÑ Ä L pelas aplicações lineares contínuas  definidas por_
- -È ÐBÑ (cf. ).2.1.34 

Examinamos em seguida algumas propriedades cuja validade depende de
alguns dos espaços vetoriais envolvidos terem dimensão finita.
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2.1.50 (Lema) Sejam  um espaço vetorial normado real e consideremos emI
‘8

_, onde , a norma do máximo . Tem-se então:8   " mm
a) Qualquer aplicação linear  é contínua.- ‘À Ä I8

b) Qualquer isomorfismo  é um isomorfismo topológico.- ‘À Ä I8

Dem: a) Notando  os elementos da base canónica de , seja/ ßá ß /" 8
8‘

Q   !,

Q œ m Ð/ Ñm â m Ð/ Ñm- -" 8 .

Para cada  tem-se entãoB œ Ð+ ßá ß + Ñ −" 8
8‘

m ÐBÑm œ m Ð+ / â + / Ñm œ

œ m+ Ð/ Ñ â + Ð/ Ñm Ÿ

Ÿ l+ lm Ð/ Ñm â l+ lm Ð/ Ñm Ÿ

Ÿ Öl+ lßá ß l+ l× Ðm Ð/ Ñm â m Ð/ ÑmÑ

œ Q mBm

- -

- -

- -

- -

" " 8 8

" " 8 8

" " 8 8

" 8 " 8

_

max
,

   (1)

o que prova a continuidade da aplicação linear .- ‘À Ä I8

b) Uma vez que a topologia usual de  é a associada à norma do máximo‘8

mm Ä B È mBm_ _
8 e que, em consequência, é contínua a aplicação , ,‘ ‘

podemos considerar o subconjunto fechado e limitado  constituídoE § ‘8

pelos vetores  tais que , conjunto esse que é compacto, porB − mBm œ "‘8
_

1.6.33, e é não vazio, por conter, por exemplo os elementos  da base/4
canónica de . Uma vez que , e portanto  para cada , a‘ -8 ! Â E ÐBÑ Á ! B − E
continuidade da norma de  como aplicação  (cf. ) e aI I Ä ‘ 2.1.5
continuidade de , provada em a), permite-nos considerar uma aplicação-
contínua  que a  associa  a qual, pelo teorema deE Ä Ó!ß_Ò B − E m ÐBÑm-
Weierstrass 1.6.26, vai atingir um valor mínimo . Para cada <  ! B − ‘8

tem-se então

m ÐBÑm   <mBm- _   (2)

visto que esta desigualdade é trivial se  e, caso contrário, pode-seB œ !
escrever  onde , isto é , portantoB œ mBm œ " − E_

B B B
mBm mBm mBm__ _ _

¼ ¼
" " B

mBm mBm mBm
m ÐBÑm œ ÐBÑ œ Ð Ñ   <

_ _ _
- - -¼ ¼ ¼ ¼ ,

condição que implica (2). Tendo em conta , as desigualdade (1) e (2)2.1.40
implicam que o isomorfismo  é um isomorfismo topológico.- ‘À Ä I8 

2.1.51 (Continuidade das aplicações lineares quando o domínio tem dimen-
são finita) Sejam  e  espaços vetoriais normados, reais ou complexos, oI J
primeiro dos quais de dimensão finita. Tem-se então que toda a aplicação
linear  é contínua.-À I Ä J
Dem: Comecemos por notar que o resultado é trivial no caso em que
I œ Ö!× œ !, caso em que  é contínua por ser constante. Lembremos-
também que todo o espaço vetorial normado complexo é também
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trivialmente um espaço vetorial normado real, o qual tem dimensão finita #8
quando, como espaço vetorial complexo, tiver dimensão finita , e que toda a8
aplicação linear complexa é, em particular, uma aplicação linear real. Por
esse motivo, basta examinar o caso em que temos espaços vetoriais reais e
notar  a dimensão de . Sendo  uma base de , podemos8   " I A ßá ßA I" 8

considerar o isomorfismo  definido por0 ‘À Ä I ß8

0Ð+ ßá ß + Ñ œ + A â + A" 8 " " 8 8,

isomorfismo que, pelo lema  é um isomorfismo topológico. Pelo2.1.50
mesmo lema, a aplicação linear  é contínua e o facto de se ter- 0 ‘‰ À Ä J8

- - 0 0œ Ð ‰ Ñ ‰ ",

com  e  aplicações contínuas, implica que a- 0 ‘ 0 ‘‰ À Ä J ÀI Ä8 "

aplicação linear  é contínua.-À I Ä J 

2.1.52 (Corolário) Sejam  e  espaços vetoriais normados de dimensão finita,I J
reais ou complexos, e - -À I Ä J  um isomorfismo. Tem-se então que  é
mesmo um isomorfismo topológico.
Dem: Basta atender a que, pelo resultado precedente, as aplicações lineares
- -À I Ä J ÀJ Ä I e  são ambas contínuas." 

2.1.53 (Generalização para as aplicações multilineares) Sejam I"ßá ßI8

espaços vetoriais de dimensão finita e  um espaço vetorial normado.J
Tem-se então que qualquer aplicação multilinear  é0À I ‚â‚I Ä J" 8

contínua.
Dem: Vamos fazer a demonstração por indução em . O caso em que 8 8 œ "
é simplesmente a conclusão de . Suponhamos o resultado verdadeiro2.1.51
para um certo  e seja  uma aplicação8 ÀI ‚â‚I ‚I Ä J0 " 8 8"

multilinear. Para  fixados, podemos considerar umaB − I ßá ß B − I" " 8 8

aplicação linear  definida por0B ßáßB 8"" 8
À I Ä J

0 0B ßáßB 8" " 8 8"" 8
ÐB Ñ œ ÐB ßá ß B ß B Ñ

a qual é contínua, por , portanto um elemento do espaço vetorial2.1.51
_ÐI à JÑ8"  sobre o qual consideramos a norma associada (cf. ).2.1.30
Podemos agora considerar uma aplicação multilinear

0 _ 0 0sÀI ‚â‚I Ä ÐI àJÑ ÐB ßá ß B Ñ œ" 8 8" " 8 B ßáßB, ,
" 8

a qual é contínua, pela hipótese de indução. Considerando a aplicação
bilinear contínua de avaliação  (cf. ) aF _À ÐI à JÑ ‚ I Ä J8" 8" 2.1.34
igualdade

0 0 F 0ÐB ßá ß B ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ÑÐB Ñ œ Ð ÐB ßá ß B Ñß B Ñs s
" 8 8" " 8 8" " 8 8"

permite-nos concluir a continuidade da aplicação multilinear .0 
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2.1.54 (Normas num espaço de dimensão finita) Sejam mm mm e  duas normasw

no espaço vetorial, real ou complexo, de dimensão finita . Estas normas sãoI
então equivalentes.
Dem: Tendo em conta , a aplicação linear identidade  é2.1.51 I Ä I
contínua tanto da norma  para a norma  como da norma  para amm mm mmw w

norma  e este facto implica a equivalência das duas normas (cf. ).mm 1.4.11 

2.1.55 (A topologia natural dum espaço vetorial de dimensão finita) Seja I
um espaço vetorial, real ou complexo, de dimensão finita. Tem-se então que
existe em  pelo menos uma norma I mm I. Uma vez que todas as normas de 
são equivalentes, fica então bem definida uma topologia em , a que damosI
o nome da , pela condição de ser a associada a qualquer dastopologia natural
normas que se considere.
Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que , caso em que aI œ Ö!×
aplicação nula  é uma norma em . Sendo  o corpo dos escalaresÖ!× Ä I‘ Š
de , consideremos em uma base  de  e seja  oI A ßá ßA I À Ä I" 8

80 Š
isomorfismo associado à base, definido por

0Ð+ ßá ß + Ñ œ + A â + A" 8 " " 8 8.

Considerando em  a norma do máximo , definida porŠ8
_mm

mÐ+ ß + ßá ß + Ñm œ Öl+ lß l+ lßá ß l+ l×" # 8 _ " # 8
"Ÿ4Ÿ8
max

(cf. ) obtemos então uma norma  em  definida por “transporte”,2.1.11 mm I
isto é, por

mBm œ m ÐBÑm0"
_

(não explicitamos a verificação de que temos assim definida uma norma em
I por esta ser trivialmente previsível e um caso particular das observações
sobre transporte de estruturas por meio de uma bijeção feitas na secção  a1.4
partir da nota que antecede ).1.4.34 

2.1.56 (O espaço  quando  tem dimensão finita) _ÐIàJÑ I Sejam  e I J
espaços vetoriais normados sobre Š, o primeiro dos quais de dimensão finita
8. Tem-se então:
a) Se  e  uma base de  então, considerando em8   " A ßá ßA I" 8

J œ J ‚â‚ J8  qualquer das normas que define a topologia produto, por
exemplo a norma do máximo, tem lugar um isomorfismo topológico

@ _ @ - - -À ÐIà JÑ Ä J Ð Ñ œ Ð ÐA Ñßá ß ÐA ÑÑ8
" 8, .

b) Sendo  um espaço topológico, ,  aderente a ,\ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä ÐIàJÑ − ÐIà JÑ 0_ - _ - uma aplicação e , tem-se que  tem limite ! !

quando  se, e só se, qualquer que seja , a aplicação BpB ? − I 0 ÀE Ä J! ?

definida por  tem limite  quando .0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ?Ñ Ð?Ñ BpB? ! !-
c) Em particular, se  é um espaço topológico,  e  é\ B − \ 0À\ Ä ÐIàJÑ! _
uma aplicação então  é contínua em  se, e só se, para cada  for0 B ? − I!



§1. Espaços vetoriais normados 297

contínua em  a aplicação  definida por .B 0 ÀE Ä J 0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ?Ñ! ? ?
165

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias alíneas.
1) Note-se que a conclusão de c) resulta diretamente da de b), tendo em conta
a caracterização da continuidade de uma aplicação num ponto em termos de
limites. Vamos assim debruçar-nos apenas sobre as conclusões de a) e b),
podendo, no caso de b), afastar já o caso trivial em que , caso em que8 œ !
tanto  como cada  são as aplicações de valor constante .0 0 !?

2) Notemos que, tendo em conta a continuidade da aplicação de avaliação
(cf. ), podemos concluir que para cada  é contínua a aplicação2.1.34 ? − I
linear  que a  associa _ - -ÐIà JÑ Ä J Ð?ÑÞ
3) Decorre de 2) que , que é trivialmente linear, é contínua@ _À ÐIà JÑ Ä J8

por isso acontecer  cada uma das suas coordenadas ._ÐIà JÑ Ä J
4) Decorre também de 2) que se a aplicação  tiver limite 0 ÀE Ä ÐIàJÑ_ -!

quando  então para cada  a aplicação  tem limiteBpB ? − I 0 ÀE Ä J! ?

-! !Ð?Ñ BpB quando .
5) Reparamos agora que, tendo em conta o facto de qualquer aplicação linear
I Ä J I Ä J ser contínua (cf. ) e o de uma aplicação linear  ficar2.1.51
determinada se se fixarem arbitrariamente os  valores que ela deve tomar8
nos elementos  da base, concluímos que  é umA À ÐIà JÑ Ä J4

8@ _
isomorfismo.
6) Reparemos agora que têm lugar aplicações lineares , onde! Š4À I Ä
" Ÿ 4 Ÿ 8 ? − I, necessariamente contínuas por , que a cada 2.1.51
associam as suas coordenadas na base , por outras palavras,A ßá ßA" 8

definidas pela condição de se ter para cada ? − I

? œ Ð?ÑA â Ð?ÑA! !" " 8 8.

7) O que dissémos em 6) permite-nos obter uma caracterização do isomor-
fismo inverso . Com efeito, sendo ,@ _ @ -" 8 "

" 8À J Ä ÐIàJÑ Ð@ ßá ß @ Ñ œ
vem, para cada ,? − I

- - ! ! ! - ! -

! !

Ð?Ñ œ Ð?ÑA â Ð?ÑA œ Ð?Ñ ÐA Ñ â Ð?Ñ ÐA Ñ œ

œ Ð?Ñ@ â Ð?Ñ@

ˆ ‰" " 8 8 " " 8 8

" " 8 8,

o que pode ser escrito na forma

@ ! !"
" 8 " " 8 8Ð@ ßá ß @ ÑÐ?Ñ œ Ð?Ñ@ â Ð?Ñ@ .

Esta igualdade implica, tendo em conta a propriedade da “multiplicação
alternativa” referida na alínea c) de  e a continuidade da soma de2.1.31
aplicações contínuas, que o isomorfismo  também é@ _" 8À J Ä ÐIàJÑ
contínuo, o que termina a justificação de a).
8) Vamos justificar, por fim, a parte de b) que ainda não examinámos,

165Note-se que, como a demonstração a seguir mostra, para uma das implicações tanto em
b) como em c) é desnecessária a hipótese de  ter dimensão finita. Nâo explicitámos esseI
facto no enunciado para não o tornar mais pesado.
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nomeadamente o facto de se  for tal que para cada - _! − ÐIà JÑ ? − I

0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ?Ñp Ð?Ñ? !-

quando  ter-se necessariamente  quando . Ora, issoBpB 0ÐBÑp BpB! ! !-
resulta da continuidade de , estabelecida em 7), uma vez@ _" 8À J Ä ÐIàJÑ
que a igualdade

@Ð0ÐBÑÑ œ 0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑˆ ‰A A" 8

implica que

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑ@"
A Aˆ ‰

" 8

e que se tem

- @ - -! ! " ! 8
"œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñˆ ‰. 

2.1.57 (Generalização multilinear) Sejam , :   " I"ßá ßI: espaços vetoriais
normados de dimensão finita sobre  e  um espaço vetorial normado sobreŠ J
Š. Tem-se então:166

b) Sendo  um espaço topológico, ,  aderente a ,\ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä ÐI ßá ßI à JÑ − ÐI ßá ßI à JÑ_ - _" : ! " : uma aplicação e , tem-se
que  tem limite  quando  se, e só se, quaisquer que sejam0 BpB-! !

? − I ßá ß ? − I" " : :, a aplicação

0 ÀE Ä J 0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ? ßá ß ? Ñ? ßáß? ? ßáß? " :" : " :
, ,

tiver limite  quando .-! " : !Ð? ßá ß ? Ñ BpB
c) Se  é um espaço topológico,  e  é uma\ B − \ 0À\ Ä ÐI ßá ßI à JÑ! " :_
aplicação então  é contínua em  se, e só se, quaisquer que sejam0 B!

? − I ßá ß ? − I" " : :, a aplicação

0 ÀE Ä J 0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ? ßá ß ? Ñ? ßáß? ? ßáß? " :" : " :
, ,

for contínua em .B!
167

Dem: Como no resultado precedente, a conclusão de c) resulta diretamente
da de b), tendo em conta a caracterização da continuidade de uma aplicação
num ponto em termos de limites. Ficamos assim reduzidos a provar o
enunciado de b). Uma vez que quaisquer que sejam ? − I ßá ß ? − I" " : :

tem lugar uma aplicação linear

166Repare-se que nomeamos as alíneas b) e c), omitindo a), para sublinhar o paralelismo
com as correspondentes alíneas no resultado precedente, já que evitámos o enunciado
correspondente a a), que pode ser dispensado e seria mais longo de explicitar.
167Note-se que, como a demonstração a seguir mostra, para uma das implicações tanto em
b) como em c) é desnecessária a hipótese de os  terem dimensão finita. Nâo explici-I4

támos esse facto no enunciado para não o tornar mais pesado.
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_ - -ÐI ßá ßI à JÑ Ä J È Ð? ßá ß ? Ñ" : " :, ,

a qual é contínua tendo em conta a desigualdade

m Ð? ßá ß ? m Ÿ m? mâm? mm m- -" : " : ,

e uma vez que  é a composta desta aplicação linear com0 ÀE Ä J? ßáß?" :

0 À E Ä ÐI ßá ßI à JÑ 0 ÀE Ä ÐI ßá ßI à JÑ_ _" : " :, concluímos que se  tiver
limite  quando  então cada  tem limite-! ! ? ßáß?BpB 0 ÀE Ä J

" :

-! " : !Ð? ßá ß ? Ñ BpB quando . Resta-nos assim provar a recíproca, o que será
feito por indução em . O caso em que  é simplesmente o que se veri-: : œ "
ficou em . Suponhamos então que a afirmação é verdadeira para um2.1.56
certo  e consideremos uma aplicação:

0 ÀE Ä ÐI ßá ßI ßI à JÑ_ " : :"

tal que quaisquer que sejam ,  a aplicação? − I ßá ß ? − I ? − I" " : : :" :"

0 ÀE Ä J? ßáß? ß?" : :"

tenha limite  quando . Por composição com a-! " : :" !Ð? ßá ß ? ß ? Ñ BpB
isometria linear, em particular isomorfismo topológico,

E _ _ _: " : :" " : :"À ÐI ßá ßI ßI à JÑ Ä ÐI ßá ßI à ÐI à JÑÑ

referido em , obtemos uma aplicação2.1.43

E _ _: " : :"‰ 0 ÀE Ä ÐI ßá ßI à ÐI à JÑÑ

que pela hipótese de indução e por  vai ter limite  quando2.1.56 E -: !Ð Ñ
BpB ? − I ßá ß ? − I! " " : : já que quaisquer que sejam  a aplicação

Ð ‰ 0Ñ À E Ä ÐI àJÑE _: ? ßáß? :"" :

tem limite  quando , isto porque paraE - _: ! " : :" !Ð ÑÐ? ßá ß ? Ñ − ÐI à JÑ BpB
cada  a aplicação? − I:" :"

ˆ ‰Ð ‰ 0Ñ À E Ä JE: ? ßáß? ?" : :"
,

que não é mais do que  tem, por hipótese, limite0? ßáß? ß?" : :"

- E -! " : :" : ! " : :"Ð? ßá ß ? ß ? Ñ œ Ð ÑÐ? ßá ß ? ÑÐ? Ñ

quando . A continuidade de  implica que temBpB 0 œ ‰ Ð ‰ 0Ñ! :: :
" "E E E

limite  quando .E E - -:
"

: ! ! !Ð Ð ÑÑ œ BpB 

2.1.58 (Compactos num espaço vetorial de dimensão finita) Suponhamos que
I é um espaço vetorial de dimensão finita, real ou complexo. Quando não
explicitarmos qual a topologia que se considera em  estará subentendidoI
que se trata da sua topologia natural, portanto a associada a qualquer das suas
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normas. Analogamente, quando nos referirmos a um subconjunto E § I
como sendo limitado, estamos a considerar que o é relativamente a qualquer
das suas normas, o que faz sentido uma vez que todas estas são equivalentes,
e portanto com métricas associadas Lipschitz-equivalentes (cf. ), o que2.1.16
implica que os conjuntos limitados relativamente a cada uma delas são os
mesmos (cf. ).1.1.35
No contexto das observações precedentes podemos afirmar que, tal como já
conhecíamos no contexto de  com a norma do máximo, um subconjunto‘8

E § I é compacto se, e só se, for fechado e limitado.
Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que , caso em que os doisI œ Ö!×
subconjuntos existentes,  e  são ambos fechados, limitados e compactos.g I
Podemos também considerar que  é um espaço vetorial real, visto que umI
espaço vetorial complexo de dimensão finita  é um espaço vetorial real de8
dimensão  e uma norma no sentido complexo é também norma no sentido#8
real, o que implica que as topologias naturais e os conjuntos limitados são os
mesmos quando nos situamos no contexto complexo ou no real. Já sabemos,
em geral, que um conjunto compacto é sempre fechado e limitado (cf. a
alínea b) de  e )  Reciprocamente, seja  a dimensão real de  e1.6.21 1.6.27 Þ 8 I
suponhamos que  é fechado e limitado. Podemos então considerar oE § I
isomorfismo  associado a uma base de  e então a continuidade0 ‘À Ä I I8

de  implica que  é fechado e a de  implica que0 0 ‘ 0" 8 "ÐEÑ §
0 ‘ 0" 8 "ÐEÑ § ÐEÑ é limitado (cf.  e ) o que implica que  é2.1.15 1.4.5
compacto (cf. ) e da continuidade de  concluímos1.6.33 0 ‘À Ä I8

finalmente que  é compacto.E œ Ð ÐEÑÑ0 0"

Vamos agora examinar um resultado importante, de natureza muito menos
elementar que os que encontrámos até agora, envolvendo a possibilidade
de prolongar convenientemente ao espaço todo aplicações lineares contí-
nuas, definidas num subespaço vetorial e com valores no corpo dos
escalares (o teorema de Hahn-Banach). A demonstração desse resultado,
examinado primeiro no caso dos escalares reais, utiliza um resultado
profundo da teoria dos conjuntos, o teorema de Zorn, que já utilizámos
para demonstrar o teorema de Tichonoff em  e cujo conteúdo foi1.6.34
explicado na nota que precedeu o teorema referido. O teorma de Zorn foi
também utilizado num dos exercícios da secção  com o objetivo de1.6
construir ultrafiltros não principais (cf. a alínea p) do exercício ).1.6.33

2.1.59 (Teorema de Hahn-Banach real)  Sejam  um espaço vetorial normadoI
real,  um subespaço vetorial e  uma aplicação linearI § I ÀI Ä! ! !- ‘
contínua. Existe então uma aplicação linear contínua  com- ‘À I Ä
m m œ m m œ- - - -! !ÎI e .

!

Dem: Consideremos a classe  dos pares , onde  é um subespaçoV .ÐJ ß Ñ J
vetorial de  com  e  é uma aplicação linear comI I § J ÀJ Ä! . ‘
. - . -ÎI ! !!

œ B − J l ÐBÑl Ÿ m mmBm tal que para cada  se tenha . Trata-se de
uma classe não vazia, por conter , e podemos considerar em  umaÐI ß Ñ! !- V
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ordem parcial definida por  se, e só se,  e .ÐJ ß Ñ £ ÐJ ß Ñ J § J œ. . . .w w w w
ÎJ

Dada uma cadeia não vazia de elementos  de  (uma parte não vaziaÐJ ß Ñ4 4. V
totalmente ordenada de , que, por comodidade de escrita, apresentamosV
como família), verifica-se facilmente que ela admite um majorante em ,V
nomeadamente o par , onde  é a união dos  e  é a aplicação queÐJ ß Ñ J J. .4

restrita a cada  é .  Pelo teorema de Zorn, podemos assim considerarJ4 4. 168

um elemento maximal  de . Em particular, tem-se, para cadaÐI ß Ñ" "- V
B − I ÐBÑl Ÿ m mmBm" " !, | .- -
Vamos agora verificar que , supondo, por absurdo, que se tinhaI œ I"

I Á I" .
Escolhamos um vetor , com . Tem-se então ,D − I D Â I I  D œ Ö!×" " ‘
pelo que podemos considerar a soma direta , que contémI œ I Š D# " ‘
estritamente .I"

Quaisquer que sejam , podemos escreverBß C − I"

- - - - - -

- - -
" " " " " !

! ! !

ÐBÑ  ÐCÑ Ÿ l ÐBÑ  ÐCÑl œ l ÐB  CÑl Ÿ m mmB  Cm œ

œ m mmÐB  DÑ  ÐC  DÑm Ÿ m mmB  Dm  m mmC  Dm,

donde

 ÐCÑ  m mmC  Dm Ÿ  ÐBÑ  m mmB  Dm- - - -" ! " ! .

A desigualdade anterior implica que o conjunto dos reais

 ÐBÑ  m mmB  Dm- -" !

com , é minorado e podemos assim considerar o ínfimo  daqueleB − I +"

conjunto, tendo-se então, quaisquer que sejam ,Bß C − I"

 ÐCÑ  m mmC  Dm Ÿ + Ÿ  ÐBÑ  m mmB  Dm- - - -" ! " ! ,

portanto também, para todo o , considerando ,B − I C œ B"

m mmB  Dm Ÿ ÐBÑ  + Ÿ m mmB  Dm- - -! " ! ,

ou seja,

l ÐBÑ  +l Ÿ m mmB  Dm- -" ! .

Uma vez que todo o elemento de  se escreve de maneira única na formaI#

B  ,D B − I , −, com  e , podemos agora definir uma aplicação" ‘
- ‘ - -# # # "À I Ä ÐB  ,DÑ œ ÐBÑ  +, por , aplicação essa que se verifica
facilmente ser linear e ter restrição a  igual a , portanto também restriçãoI" "-
a  igual a . Se verificarmos que, para cada  e , se temI B − I , −! ! "- ‘
l ÐB  ,DÑl Ÿ m mmB  ,Dm ÐI ß Ñ −- - - V# ! # #, ficará provado que , o que será o

168O facto de uma tal aplicação  existir resulta do facto de termos uma cadeia e da.
definição da relação de ordem parcial: Se um elemento  pertencer a  e a  umB − J J J4 4w

destes subespaços está contido no outro e a correspondente aplicação linear é restrição da
associada ao outro pelo que .. .4 4ÐBÑ œ ÐBÑw
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absurdo procurado, tendo em conta a maximalidade de . Ora aÐI ß Ñ" "-
desigualdade em questão é verificada trivialmente se  e, no caso em que, œ !
, Á !, tem-se

l ÐB  ,DÑl œ l ÐBÑ  +,l œ l,ll Ð Ñ  +l Ÿ
B

,

Ÿ l,lm mm  Dm œ m mmB  ,Dm
B

,

- - -

- -

# " "

! ! ,

pelo que temos a desigualdade pretendida.
Ficou assim provado, por absurdo, que o elemento maximal ÐI ß" - V"Ñ de 
verifica  e, notando  a aplicação linear , a desigualdadeI œ I ÀI Ä" "- ‘ -
mostra que  é contínua e com , tendo-se mesmo - - - - -m m Ÿ m m m m œ m m! !

uma vez que a desigualdade  resulta de se ter, para cada ,m m Ÿ m m B − I- -! !

m ÐBÑm œ m ÐBÑm Ÿ m mmBm- - -! . 

Vai existir também uma versão do teorema de Hahn-Banach para espaços
vetoriais complexos. Para a demonstrar será útil utilizar o lema seguinte,
de natureza essencialmente algébrica que relaciona o dual topológico de
um espaço vetorial normado complexo com o seu dual topológico
enquanto espaço vetorial normado real.

2.1.60 (Lema algébrico) Seja  um espaço vetorial normado complexo eI
consideremos o espaço de Banach complexo _ ‚‚ÐIà Ñ e o espaço de Banach
real .  Tem então lugar uma isometria linear de espaços vetoriais_ ‘‘ÐIà Ñ 169

normados reais

e _ ‚ _ ‘À Ñ Ä ÐIà Ñ‚ ‘ÐIà

definida por , onde  é a parte real de  Oe . - - . .Ð Ñ œ ÐBÑ œ dÐ ÐBÑÑ ÐBÑÞ
isomorfismo inverso

e _ ‘ _ ‚"À ÐIà Ñ Ä Ñ‘ ‚ÐIà

está definido por , onde .e - . . - -"Ð Ñ œ ÐBÑ œ ÐBÑ  3 Ð3BÑ
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
a) É imediato que, se  então a correspondente aplicação. _ ‚− Ñ‚ÐIà
- ‘À I Ä  é linear e o facto de se ter

l ÐBÑl œ ldÐ ÐBÑÑl Ÿ l ÐBÑl Ÿ m mmBm- . . .

mostra que  é contínua e com . Ficamos assim com uma- - .m m Ÿ m m
aplicação bem definida  que se verifica facilmentee _ ‚ _ ‘À Ñ Ä ÐIà Ñ‚ ‘ÐIà

169Os índices  e , não sendo estritamente necessários, têm como objetivo sublinhar‚ ‘
quais os escalares considerados na definição das aplicações lineares. Reparar que estes
espaços são os duais topológicos de , como espaço vetorial normado complexo e comoI
espaço vetorial normado real.
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ser linear (no sentido real, naturalmente).
b) Vamos agora verificar que para cada  tem-se mesmo. _ ‚− Ñ‚ÐIà
m m œ m m- . e, o que mostrará que  é uma aplicação linear isométrica, em
particular contínua e injetiva.
Subdem: Começamos por observar que para cada  existe um com-B − I
plexo  com  tal que . Com efeito, se  podemos- l-l œ " Ð-BÑ − ÐBÑ œ !. ‘ .
tomar, por exemplo,  e, caso contrário, tomamos- œ "

- œ
ÐBÑ

l ÐBÑl

.

.

e notamos que

. . . ‘
. .

.
Ð-BÑ œ - ÐBÑ œ œ l ÐBÑl −

ÐBÑ ‚ ÐBÑ

l ÐBÑl
.

Podemos agora concluir que se tem

l ÐBÑl œ l- ÐBÑl œ l Ð-BÑl œ l Ð-BÑl Ÿ m mm-Bm œ m mmBm. . . - - - ,

o que implica que . A desigualdade oposta já foi obtida em a).m m Ÿ m m. -
c) Vamos verificar por fim que a aplicação linear  é também sobrejetiva, ee
portanto uma isometria linear, e que a inversa de  está definida do modoe
referido no enunciado.
Subdem: Se  é imediato que se obtém uma aplicação linear- _ ‘− ÐIà Ñ‘

real  definida por , aplicação linear essa que. ‚ . - -À I Ä ÐBÑ œ ÐBÑ  3 Ð3BÑ
é contínua, uma vez que

l ÐBÑl œ l ÐBÑl  l Ð3BÑl Ÿ m m mBm  m m m3Bm œ

œ # m mmBm

. - - - -

-

È È
È

# # # # # #

.

De facto, tendo em conta a caracterização das aplicações lineares complexas
referida na alínea b) de ,  é mesmo uma aplicação linear complexa,2.1.32 .
uma vez que

. - - - - .Ð3BÑ œ Ð3BÑ  3 ÐBÑ œ 3Ð ÐBÑ  3 Ð3BÑÑ œ 3 ÐBÑ.

Encontrámos assim L  tal que .. ‚ e . -− ÐIà Ñ Ð Ñ œ‚ 

2.1.61 Teorema de Hahn-Banach complexoÐ Ñ Sejam  um espaço vetorialI
normado complexo,  um subespaço vetorial e  umaI § I ÀI Ä! ! !. ‚
aplicação linear contínua. Existe então uma aplicação linear contínua
. . . . .À I Ä m m œ m m œ‚ com  e .! !ÎI!

Dem: Seja - ‘ e .! ! !À I Ä Ñ a aplicação linear contínua (  que, pelo lema
2.1.60, verifica . m m œ m m- .! ! Tendo em conta a versão real do teorema de
Hahn-Banach em , podemos considerar uma aplicação linear contínua2.1.59
- ‚ - - . - -À I Ä m m œ m m œ m m œ com  tal que . Mais uma vez pelo! ! !ÎI!

lema  podemos agora considerar a aplicação linear complexa2.1.60
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. ‚ . e - . - .À I Ä œ Ð Ñ m m œ m m œ m m definida por , para a qual se tem "
!

e, para cada , temos, pela caracterização explícita de  e de ,B − I!
"e e

. - - - - .ÐBÑ œ ÐBÑ  3 Ð3BÑ œ ÐBÑ  3 Ð3BÑ œ ÐBÑ! ! ! . 

2.1.62 (Corolário)  Sejam  um espaço vetorial normado sobre o corpo , igualI Š
a  ou ,  e . Existe então uma aplicação linear contínua‘ ‚ ŠB − I Ï Ö!× + −!

- Š - -À I Ä ÐB Ñ œ + m m œ tal que  e . Em particular, no caso em que!
l+l
mB m!

I Á Ö!× B − I, para cada  existe uma aplicação linear contínua ! - ŠÀ I Ä
com  e .m m œ " ÐB Ñ œ mB m- - ! !

Dem: Basta aplicar  ou , conforme  seja  ou , à aplicação2.1.59 2.1.61 Š ‘ ‚
linear  que aplica cada elemento , com , em , para a- Š Š Š! ! !À B Ä ,B , − ,+
qual se tem

l Ð,B Ñl œ l,+l œ m,B m
l+l

mB m
-! ! !

!
,

portanto . A última afirmação resulta da primeira se  e dem m œ B Á !-! !
l+l
mB m!

que no caso em que  basta tomar para B œ !! - qualquer aplicação linear
contínua de norma , a existência de uma tal aplicação  resultando de" -
aplicar a primeira conclusão partindo de um vetor não nulo arbitrário. 

2.1.63 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial normado sobre o corpo I Š, igual
a  ou ,  um subespaço vetorial fechado e  com .‘ ‚ K § I B − I B Â K! !

Então:
a) Existe uma aplicação linear contínua  tal que  e- Š -À I Ä œ !ÎK

-ÐB Ñ œ "! .
b) Mais geralmente, se  é um espaço vetorial normado e , entãoJ A − J!

existe uma aplicação linear contínua  tal que  e- -s sÀI Ä J œ !ÎK

-sÐB Ñ œ A Þ! !

Dem: a) Consideremos o espaço vetorial quociente , com a normaIÎK
quociente (cf. ). Uma vez que  em , podemos2.1.48 ÒB Ó Á ! IÎK! K

considerar, pelo corolário precedente, uma aplicação linear contínua
. Š . - ŠÀ IÎK Ä ÐÒB Ó Ñ œ " ÀI Ä tal que . A aplicação linear contínua ! K

definida por  verifica então as condições pedidas.- .ÐBÑ œ ÐÒBÓ ÑK

b) Sendo  uma aplicação linear contínua nas condições de a), basta- ŠÀ I Ä

definir .- -sÐBÑ œ ÐBÑA! 

2.1.64 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial normado, real ou complexo,I
I! § I J um subespaço vetorial,  um espaço vetorial normado de dimensão
finita e  uma aplicação linear contínua. Existe então uma-! !À I Ä J
aplicação linear contínua  tal que . - - -À I Ä J œÎI !!

170

170Reparar que, ao contrário do que acontecia no caso particular em que ,J œ Š
examinado em  e , não afirmamos que exista um tal prolongamento  com2.1.59 2.1.61 -
m m œ m m- -! .
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Dem: Sendo  uma base de , consideremos o isomorfismoA ßá ßA J" 8

! ŠÀ Ä J8  associado, definido por

!Ð+ ßá ß + Ñ œ +A â + A" 8 " 8 8.

Considerando a norma  em  cuja topologia associada é a topologiamm_
8Š

produto (cf. ), sabemos que  e  são aplicações2.1.11 ! Š ! ŠÀ Ä J ÀJ Ä8 " 8

lineares contínuas (cf. ), o que nos permite considerar a aplicação2.1.51
linear contínua

. ! - Š! ! !
" 8œ ‰ ÀI Ä , 

e portanto as aplicações lineares contínuas , ,. Š! !3À I Ä " Ÿ 3 Ÿ 8
componentes daquela, definidas por

. . .! ! !" 8ÐBÑ œ Ð ÐBÑßá ß ÐBÑÑ.

Tendo em conta o teorema de Hahn-Banach (cf.  ou ), podemos2.1.59 2.1.61
considerar para cada  uma aplicação linear contínua " Ÿ 3 Ÿ 8 ÀI Ä. Š3

com  e obtemos uma aplicação linear contínua . . . Š3 !ÎI 3
8

!
œ ÀI Ä

definida por

. . .ÐBÑ œ Ð ÐBÑßá ß ÐBÑÑ" 8 ,

que verifica . Podemos agora considerar a aplicação linear. .ÎI !!
œ

contínua  para a qual se tem- ! .œ ‰ ÀI Ä J

- ! . ! ! - -ÎI ÎI
"

! !! !
œ ‰ œ ‰ ‰ œ . 

2.1.65 (Subespaços vetoriais de dimensão finita) Sejam  um espaço vetorialI
normado e I! § I um subespaço vetorial de dimensão finita. Tem-se então
que  é fechado em .I I!

Dem: Considerando a aplicação linear contínua identidade ,M.ÀI Ä I! !

resulta de  a existência de uma aplicação linear contínua  tal2.1.64 -À I Ä I!

que  para cada . Tem-se então-ÐBÑ œ B B − I!

I œ ÖB − I ± ÐBÑ œ B× œ ÖB − IÎ ÐBÑ  B œ !×! - -

pelo que a continuidade da aplicação , , garante que I Ä I B È ÐBÑ  B I- !

é efetivamente um subconjunto fechado de .I 

Como aplicação dos teoremas de Hahn-Banach em  e 2.1.59 2.1.61
estabelecemos agora um resultado de certo modo dual do referido em
2.1.49, no sentido de estarem trocados os papéis dos subespaços e dos
espaços quociente. Ao contrário do resultado referido, o espaço vetorial
normado  tem agora que ser o corpo dos escalares .L Š
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2.1.66 (Aplicações lineares definidas num subespaço vetorial) Sejam  umI
espaço vetorial normado sobre Š e  um subespaço vetorial eJ § I
consideremos a aplicação linear contínua inclusão , que verifica+À J Ä I
trivialmente . Tem então lugar uma aplicação linear contínuam m Ÿ "+

+ _ + _ Š _ Š‡ œ Ð à M. ÑÀ ÐIà Ñ Ä ÐJ à ÑŠ

(cf. ), que aplica portanto cada  na aplicação linear2.1.44 - _ Š− ÐIà Ñ
- + - +‰ œ ÎJ

‡. Tem-se então que a aplicação linear  é sobrejetiva e com
kernel fechado e a norma de  é a norma quociente determinada pela_ ŠÐJ à Ñ
norma de  e por aquela aplicação._ ŠÐIà Ñ
Dem: Tendo em conta , a aplicação linear  é contínua e com norma2.1.44 +‡

menor ou igual a . Já sabemos assim que . Am m Ÿ " m m œ m Ð Ñm Ÿ m m+ - + - -ÎJ
‡

continuidade de  garante que o seu kernel é fechado e a sobrejetividade de+‡

+‡ é uma consequência direta do teorema de Hahn-Banach  ou .2.1.59 2.1.61
Esse mesmo teorema garante que, dado , existe - _ Š - _ Šs − ÐJ à Ñ − ÐIà Ñ

com  e . Uma vez que  para cada  com+ - - - - - - -‡Ð Ñ œ m m œ m m m m   m ms s s

+ - - - - + - -‡ ‡Ð Ñ œ m m m m Ð Ñ œs s s. concluímos que  é o mínimo dos  com  e
portanto a norma de  é efetivamente a norma quociente determinada_ ŠÐJ à Ñ
por .+‡ 

Verificámos em  que, se  é um espaço vetorial normado de2.1.58 I
dimensão finita, um subconjunto  é compacto se, e só se, é fechadoE § I
e limitado. O teorema de Riesz, que examinamos em seguida, mostra que
esta equivalência nunca é verificada num espaço vetorial normado de
dimensão infinita, num tal espaço existindo sempre conjuntos fechados e
limitados que não são compactos. Será cómodo começar por estabelecer
um lema que utiliza os resultados que temos vindo a estudar nesta secção.

2.1.67 (Lema) Seja  um espaço vetorial normado de dimensão infinita. ExisteI
então uma sucessão  de vetores de  tal que -  para cada ÐB Ñ I8 8− mB m œ " 88

e  sempre que .mB  B m   7 Á 87 8
"
#

Dem: Vamos construir recursivamente os vetores . Para começar tomamosB8

B Á ! I B œ mB m œ " em  e definimos  que verifica . Suponhamos cons-" "
B

mBm

truídos os vetores  com  para cada  eB ß B ßá ß B mB m œ " " Ÿ 8 Ÿ 5" # 5 8

mB  B m   7 Á 8 Ö"ß #ßá ß 5× J § I7 8
"
#  sempre que  em . Seja  o

subespaço vetorial de dimensão finita gerado pelos vetores ,B ßá ß B" 5

subespaço esse que é fechado tendo em conta . Tendo em conta2.1.65
2.1.47,  podemos considerar um elemento  tal que a classe de171 C Â J
equivalência  em  verifique . Definimos entãoÒCÓ IÎJ mCm Ÿ #mÒCÓ mJ J

B œ mB m œ "5" 5"
C

mCm , para o qual se tem   e

171A passagem pelos espaços vectoriais normados quociente podia ser evitada, mas a
vantagem é dispensar a repetição de um argumento já utilizado.
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" Ÿ # œ # œ # mÒB Ó m
mÒCÓ m C

mCm mCm
J

J
5" J½’ “ ½

e daqui deduzimos que, para cada ,B − J

" Ÿ #mÒB Ó m œ #mÒB  BÓ m Ÿ #mB  Bm5" J 5" J 5" ,

em particular para cada 8 Ÿ 5

" Ÿ #mB  B m5" 8

e , o que termina a construção por recursão.mB  B m  5" 8
"
# 

2.1.68 (Teorema de Riesz) Seja  um espaço vetorial normado de dimensãoI
infinita. Tem-se então que a bola fechada , apesar de ser um conjuntoF Ð!Ñ"

fechado e limitado, não é compacta.172

Dem: Tendo em conta o lema , consideremos uma -sucessão 2.1.67  ÐB Ñ8 8−

de elementos de  de norma , em particular de elementos de I " F Ð!Ñ"  tal que
se tenha mB  B m   7 Á 87 8

"
#  sempre que . Uma vez que, sempre que

+ − I Cß D − F Ð+Ñ e  tem-se"Î%

mC  Dm Ÿ mC  +m  m+  Dm   œ
" " "

% % #
,

constatamos que uma bola aberta de raio  não pode conter  para mais que"
% 8B

um valor de  e portanto uma união finita de bolas abertas de raio  não pode8 "
%

conter todos os , em particular não pode conter a bola B8 F Ð!Ñ" . Concluímos
assim que a bola fechada  não é totalmente limitada, e portanto tambémF Ð!Ñ"

não é compacta (cf. a alínea a) de ).1.7.35 

2.1.69 (Corolário) Seja  um espaço vetorial normado de dimensão infinita.I
Para cada conjunto compacto O § I ÐOÑ œ g, tem-se então int .
Dem: Se fosse int , podíamos considerar  e  tal que aÐOÑ Á g B − I <  !!

bola fechada  estivesse contida em  e portanto, por ser fechada,F ÐB Ñ O< !

seria compacta. A sua imagem  pela aplicação contínua ,F Ð!Ñ B È B  B< !

era assim também compacta e portanto a bola , imagem desta últimaF Ð!Ñ"

pela aplicação contínua , também era compacta, contrariando aB È B
<

conclusão do teorema de Riesz. 

Vamos agora examinar alguns resultados úteis envolvendo a separabili-
dade no contexto dos espaços vetoriais normados, não deixando de recor-
dar que, como em qualquer espaço métrico, um espaço vetorial normado é
separável se, e só se, for de base contável (cf.  e ).1.3.26 1.3.27

172De facto, como resulta da demonstração adiante, esta bola fechada nem sequer é
totalmente limitada.
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2.1.70 (Separabilidade na dimensão finita) Se  é um espaço vetorialI
normado de dimensão finita então  é separável.I
Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que a dimensão é . Uma vez que!
um espaço vetorial normado complexo de dimensão  é também um espaço:
vetorial normado real de dimensão , podemos já supor que o corpo dos#:
escalares é . Sendo então  uma base de , seja  o‘ A ßá ßA I E § I" 8

conjunto contável dos vetores da forma  com os escalares> A â > A" " 8 8

>4 no conjunto contável  dos números racionais. O resultado ficará provado
se verificarmos que  é denso em . Sejam então  e  umaE I B − I Z!

vizinhança arbitrária de . Podemos considerar escalares B > ßá ß > −! " 8! ! ‘
tais que

B œ > A â > A! " " 8 8! !

e, tendo em conta a continuidade em  da aplicação de  para Ð> ßá ß > Ñ I" 8! !
8‘

que a  associa , existem vizinhanças  dos Ð> ßá ß > Ñ > A â > A Z >" 8 " " 8 8 4 4!

em  tais que se  para cada  venha .‘ > − Z 4 > A â > A − Z4 4 " " 8 8

Escolhendo para cada  um escalar  vemos que o correspondente4 > − Z 4 4 
B œ > A â > A E  Z E" " 8 8 pertence a , o que prova que  é denso. 

2.1.71 (Generalização de ) 2.1.70 Seja  um espaço vetorial normado queI
admita um subconjunto separável E § I que seja um gerador algébrico.
Então  é separável.I
Dem: 1) Vamos começar por demonstrar o caso particular em que o conjunto
E E œ g I œ Ö!× é contável. Afastando já o caso trivial em que , e portanto ,
para qualquer vetor  existem então  e B − I A ßá ßA − E > ßá ß > −" 8 " 8 Š
tais que  pelo que existe uma parte finita  talB œ > A â > A F § E" " 8 8

que  pertence ao subespaço vetorial  gerado por , que é de dimensãoB J FF

finita. Constatamos assim que  é a união da família contável dosI
subespaços de dimensão finita  com  parte finita de , subespaços essesJ F EF

que são separáveis como verificado em . Tendo em conta a alínea b) de2.1.70
1.3.28 podemos assim concluir que  é separável.I
2) Passemos à prova do caso geral em que  é separável. Podemos entãoE
considerar um subconjunto contável  que seja denso em , ou seja, talG § E E
que ad . Sendo  o subespaço vetorial gerado por , o queE § ÐGÑ J § I G
vimos em 1) mostra que  é um espaço vetorial normado separável. VamosJ
mostrar que  é denso em  o que, tendo em conta a alínea a) de ,J I 1.3.28
permitirá concluir que  é separável. Sejam então  e  umaI B − I Z!

vizinhança arbitrária de  em . Existem então  eB I A ßá ßA − E! " 8! !

> ßá ß > −" 8 Š tais que

B œ > A â > A! " " 8 8! !

e, tendo em conta a continuidade em  da aplicação de  paraÐA ßá ßA Ñ I" 8! !
8

I ÐA ßá ßA Ñ > A â > A [ que a  associa  existem vizinhanças  dos" 8 " " 8 8 4

A I A − [ 4 > A â > A − Z4 4 4 " " 8 8! em  tais que se  para cada  venha .
Escolhendo para cada  um vetor  vemos que o correspondente4 A − [  G4 4
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B œ > A â > A J  Z J" " 8 8 pertence a , o que mostra que  é efetivamente
denso em .I 

2.1.72 (Exemplo dum espaço vetorial normado não separável) Se  é umM
conjunto infinito de índices e  então o espaço vetorial normadoŠ ‘ ‚ é  ou 
j ÐMÑ œ ÐMß_
Š  ŠÑ (cf.  e ) não é separável.2.1.9 2.1.10

Dem: Uma vez que temos um espaço métrico, basta mostrarmos que este
espaço não é de base contável e, para isso, tendo em conta , basta1.3.29
encontrar um subconjunto discreto não contável de j ÐMÑ_

I . Consideremos,
para cada parte arbitrária N j ÐMÑ§ M + œ Ð+ Ñ, o elemento  de N N ß4 4−M I

_

definido por

+ œ
" 4 − N
! 4 Â NNß4 œ , se 

, se 
.

Lembrando que o conjunto de todas as partes de  não é contável eN
reparando que se tem  sempre que , o subconjunto  de+ Á + N Á NN N

w
w T

j ÐMÑ +_
NI  cujos elementos são os  não é contável. Verifiquemos que  é umT

subconjunto discreto de . Ora, se j ÐMÑ N Á N_
I

w
N N, não só  como+ Á + w

m+  + m œ "N N _w , uma vez que todas as coordenadas desta família são em
valor absoluto  ou  e, sendo  um elemento que pertence a um dos! " 4
conjuntos e não ao outro o valor absoluto da correspondente coordenada é ."
Resulta daqui que, para cada  a bola aberta de centro  e raio  não+ + "N N

contém mais nenhum elemento de  e portanto a topologia induzida em  éT T
a discreta. 

Em geral, como exemplificaremos mais tarde, um espaço vetorial
normado pode ser separável sem que o seu dual seja separável (ver, no
entanto,  adiante). Pelo contrário, como veremos em seguida, a2.3.22
separabilidade do dual de um espaço vetorial normado implica a
separabilidade deste.

2.1.73 (Consequência da separabilidade do dual) Seja  um espaço vetorialI
normado sobre o corpo Š _ Š cujo dual  seja separável. Tem-se entãoÐIà Ñ
que  é também separável.I
Dem: Podemos afastar desde já o caso trivial em que . Sejam  umI œ Ö!× N
conjunto contável de índices e  uma família de elementos do dualÐ Ñ-4 4−N

_ Š - _ ŠÐIà Ñ ÐIà Ñ tal que o conjunto dos  seja denso em . Tendo em conta a4

caracterização da norma de uma aplicação linear como um supremo,
podemos, para cada , considerar  em  tal que4 − N B Á ! I4

l ÐB Ñl

mB m #
  m m

"-
-

4 4

4
4

(se  qualquer  serve). Sendo  o subespaço vetorial geral pelos-4 4œ ! B Á ! J
B ÐJÑ œ I4, vemos verificar que ad  o que, tendo em conta  e a alínea2.1.71
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a) de , provará que  é efetivamente separável. Suponhamos, por1.3.28 I
absurdo, que isso não acontecia e consideremos, tendo em conta , uma2.1.63
aplicação linear  com  e . Tendo em conta a- _ Š - -− ÐIà Ñ Á ! œ !Î ÐJÑad

densidade do conjunto dos , consideremos  tal que .- - -4 4
m m
$4 − N m  m  -

Uma vez que , podemos escrever-ÐB Ñ œ !4

"

#
m mmB m Ÿ l ÐB Ñl œ l ÐB Ñ  ÐB Ñl Ÿ m  mmB m- - - - - -4 4 4 4 4 4 4 4 4 ,

donde

m m Ÿ #m  m- - -4 4

e

m m œ m   m Ÿ m  m  m m Ÿ $m  m- - - - - - - - -4 4 4 4 4 ,

o que é absurdo por contradizer a desigualdade .m  m - -4
m m
$
- 

Exercícios

Ex. 2.1.1 Verificar a validade da afirmação de que o espaço vetorial  temE:Ð\ß ÑŠ
dimensão infinita se, e só se, o conjunto  é infinito. No caso em que o conjunto  é\ \
finito, determinar uma base, e consequentemente a dimensão, de .E:Ð\ß ÑŠ

Ex. 2.1.2 Sejam  um conjunto finito não vazio de índices e  um espaço vetorialM I
normado, real ou complexo. Generalizando o que se fez em , para o caso em que1.1.7
I œ E:ÐMß IÑ mm‘, verificar que se pode definir em  uma norma  por#

mÐB Ñ m œ mB m3 3−M # 3

3−M

#Ê"
e verificar que esta norma é equivalente a cada uma das normas  e  nestemm mm" _

espaço (cf.  e ).  Para a verificação de que temos efetivamente2.1.13 2.1.11 Sugestão:
uma norma não será necessário repetir a parte artificiosa da demonstração de ,1.1.7
bastando utilizar este resultado particular depois de notar que se tem

mÐB Ñ m œ mÐmB mÑ m3 3−M # 3 3−M #,

onde a família no segundo membro pertence a .E:ÐMß Ñ‘

Ex. 2.1.3 Verificar que, se  são espaços vetoriais e  é simulta-J ßKßL À J ‚ K Ä L-
neamente linear e bilinear então  é necessariamente identicamente nula.-
Sugestão: Reparar que .ÐCß DÑ œ ÐCß !Ñ  Ð!ß DÑ

Ex. 2.1.4 Sejam  e  espaços vetoriais e notemos  o espaço vetorial de todasI J E:ÐIß J Ñ
as aplicações . Reparar que a aplicação de avaliação ,I Ä J E:ÐIß J Ñ ‚ I Ä J
definida por , não é bilinear.Ð0 ß BÑ È 0ÐBÑ
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Ex. 2.1.5 Lembrar que, como se verificou no exercício , no contexto dos espaços1.2.2
métricos a aderência de uma bola aberta está contida na correspondente bola fechada
mas não é necessariamente igual a esta. Em contraste com este fenómeno, mostrar
que, se  é um espaço vetorial normado,  e  então a aderência da deI B − I <  !!

F ÐB Ñ F ÐB Ñ B − F ÐB Ñ 8 −< ! < ! < ! é igual a .  Se  verificar que para cada Sugestão: 
tem-se  pertence a  e determinar o limite desta sucessão.B  Ð"  ÑÐB  B Ñ F ÐB Ñ! ! < !

"
8

Ex. 2.1.6 Sejam  em . Suponhamos que, para cada aplicação de classe +  , G‘ "

0 À Ò+ß ,Ó Ä ‘, se definia

m0m œ l0 Ð>Ñl max  .
>−Ò+ß,Ó

w

Porque razão não se obtinha assim uma norma sobre o espaço vetorial  deV ‘"ÐÒ+ß ,Óß Ñ
todas as aplicações de classe  de  para ?G Ò+ß ,Ó" ‘

Ex. 2.1.7 Sejam  em  e consideremos o espaço vetorial  de todas as+  , ÐÒ+ß ,Óß Ñ‘ V ‘"

aplicações de classe  de  para . Mostrar que se pode definir uma norma G Ò+ß ,Ó mm"
Ð"Ñ‘

neste espaço pondo

m0m œ Öm0m ß m0 m Ö œ Ö l0Ð>Ñlß l0 Ð>Ñl×ÞÐ"Ñ _ _
w w

>−Ò+ß,Ó >−Ò+ß,Ó
max max max max

Ex. 2.1.8 Sejam  dois números reais e considere-se em  a norma ,+  , ÐÒ+ß ,Óß Ñ m mV ‘ _

(cf. ).2.1.26
a) Mostrar que tem lugar uma aplicação linear contínua ,- V ‘ V ‘À ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä ÐÒ+ß ,Óß Ñ
definida por

-Ð0ÑÐ>Ñ œ 0Ð=Ñ .=(
+

>

.

b) Mostrar que  é uma aplicação linear injectiva, mas não sobrejectiva.-
c) O que se viu em b) mostra que  é um isomorfismo de  sobre um- V ‘ÐÒ+ß ,Óß Ñ
subespaço vetorial próprio  de . Identificar esse subespaço vetorial  e oV V ‘ Vw wÐÒ+ß ,Óß Ñ
inverso do isomorfismo  e mostrar que esse inverso não é uma aplicação linear-
contínua, quando se considera em  a norma .  Pensar nas funções Vw _ 8m m 0Sugestão:
definidas por sin .0 Ð>Ñ œ Ð8>Ñ8

Ex. 2.1.9 Sejam  dois números reais e considere-se em  a norma  e+  , ÐÒ+ß ,Óß Ñ m mV ‘ _

em  a norma , definida no exercício . Mostrar que tem lugarV ‘"
Ð"ÑÐÒ+ß ,Óß Ñ m m 2.1.7

uma aplicação linear contínua

HÀ ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä ÐÒ+ß ,Óß ÑV ‘ V ‘" ,

definida por  (Costuma-se dizer que  é o ).HÐ0Ñ œ 0 Hw operador de derivação

Ex. 2.1.10 Sejam  dois números reais e considere-se em  a norma .+  , ÐÒ+ß ,Óß Ñ m mV ‘ _

a) Mostrar que tem lugar uma aplicação linear contínua , definida- V ‘ ‘À ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä
por

-Ð0Ñ œ 0Ð>Ñ .>(
+

,

.

b) Mostrar que tem lugar uma aplicação bilinear contínua
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. V ‘ V ‘ ‘À ÐÒ+ß ,Óß Ñ ‚ ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä ,

definida por

.Ð0 ß 1Ñ œ 0Ð>Ñ1Ð>Ñ .>(
+

,

 .

c) Deduzir que é contínua a aplicação , definida por! V ‘ ‘#À ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä

!#
+

,
#Ð0Ñ œ 0Ð>Ñ .>(  .

Como se provaria, mais geralmente, que, para cada inteiro , é contínua a8   "
aplicação , definida por! V ‘ ‘8À ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä

!8
+

,
8Ð0Ñ œ 0Ð>Ñ .>(  ?

Ex. 2.1.11 Sejam  dois números reais e considere-se em  a norma .+  , ÐÒ+ß ,Óß Ñ m mV ‘ _

Mostrar que, dado um número real , é contínua a aplicação ,<   " À ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä! V ‘ ‘<

definida por

!<
+

,
<Ð0Ñ œ l0Ð>Ñl .>( .

Ex. 2.1.12 Sejam  dois números reais e considere-se em  a norma .+  , ÐÒ+ß ,Óß Ñ mmV ‘ _

Mostrar que se pode definir em  uma outra norma, , porV ‘ÐÒ+ß ,Óß Ñ mmw"

m0m œ l0Ð>Ñl .>w
"

+

,(  .

Mostrar que as normas  e  não são equivalentes mas que existe uma que émm mm_
w
"

mais fina que a outra.

Ex. 2.1.13 Sejam  dois números reais e  dois reais pertencentes ao intervalo+  , -  .
Ò+ß ,Ó ÐÒ+ß ,Óß Ñ ÐÒ-ß .Óß Ñ m m. Consideremos nos espaços vetoriais  e  as normas V ‘ V ‘ w

"

definidas no exercício . Mostrar que tem lugar uma aplicação linear contínua2.1.12

F V ‘ V ‘À ÐÒ+ß ,Óß Ñ Ä ÐÒ-ß .Óß Ñ,

definida por .FÐ0Ñ œ 0/Ò-ß.Ó

Ex. 2.1.14 Seja  o conjunto de todas as aplicações de classe   que sãoX ‘ ‘G 0À Ä_

periódicas com período  isto é, verificam , para cada ) e# Ð 0ÐB  # Ñ œ 0ÐBÑ B −1 1 ‘
tais que

(
!

#1

0ÐBÑ .B œ !.

a) Mostrar que  é um subespaço vetorial do espaço  das aplicações limitadasX  ‘ ‘Ð à Ñ
de  em , o que permite considerar em  a norma . Mostrar que, para ,‘ ‘ X Xmm 0 −_

m0m œ l0ÐBÑl œ l0ÐBÑl_
B− B−Ò!ß# Ó
max max

‘ 1
    .
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b) Mostrar que, para cada , a função derivada  também pertence a . Notando0 − 0X Xw

X À Ä XÐ0Ñ œ 0 XX X X a aplicação definida por , mostrar que  é um isomorfismo de w

sobre .X
c) Mostrar que a aplicação linear  é contínua.X À Ä" X X
d) Considerando as funções , definidas por , mostrar que0 À Ä 0 ÐBÑ œ Ð8BÑ8 8‘ ‘ sin
0 − XÐ0 Ñ X8 8X e, determinando , concluir que a aplicação linear  não é contínua.

Ex. 2.1.15 Seja  o espaço vetorial das funções polinomiais .T96 œ T96Ð ß Ñ 0 À Ä‘ ‘ ‘ ‘
a) Mostrar que se pode definir uma norma  no espaço vetorial  porm m T96

m0m œ l0 Ð!Ñl"
8œ!

_
Ð8Ñ ,

onde, como é usual, notamos  a derivada de ordem  de  (em particular,0 8 0Ð8Ñ

0 œ 0Ð!Ñ ).
b) Mostrar que tem lugar uma aplicação linear contínua , definida porHÀT96 Ä T96
HÐ0Ñ œ 0 w.
c) Mostrar que tem lugar uma aplicação linear contínua , definida por- ‘À T 96 Ä
-Ð0Ñ œ 0Ð$Ñ.

Ex. 2.1.16 Seja  o espaço vetorial das funções polinomiais .T96 œ T96Ð ß Ñ 0 À Ä‘ ‘ ‘ ‘
a) Mostrar que se pode definir uma norma  no espaço vetorial  porm m T96

m0m œ l0 Ð!Ñl
"

8x
"
8œ!

_
Ð8Ñ ,

onde, como é usual, notamos  a derivada de ordem  de  (em particular,0 8 0Ð8Ñ

0 œ 0Ð!Ñ ).
b) Mostrar que a aplicação linear  definida por , não éHÀT96 Ä T96 HÐ0Ñ œ 0 w

contínua.
Sugestão: Pensar nas funções  definidas por .0 0 ÐBÑ œ B8 8

8

c) Mostrar que tem lugar uma aplicação bilinear contínua ,0À T 96 ‚ T96 Ä T96
definida por .0Ð0 ß 1Ñ œ 01
Sugestão: Atender à seguinte fórmula de Leibnitz para a derivada de ordem  de um8
produto:

Ð01Ñ œ 0 0
8x

:x ;x
Ð8Ñ Ð:Ñ Ð;Ñ

:;œ8

" .

Ex. 2.1.17 Sejam  dois números reais e consideremos no espaço vetorial+  ,
V ‘ ‘" "

Ð"ÑÐÒ+ß ,Óß Ñ G Ò+ß ,Ó m m, das aplicações de classe  de  em , a norma   definida no
exercício . Mostrar que uma sucessão de funções  converge2.1.7 0 − ÐÒ+ß ,Óß Ñ8

"V ‘
para , relativamente a esta norma se, e só se,  converge0 − ÐÒ+ß ,Óß Ñ 0V ‘"

8

uniformemente para  e a sucessão das derivadas  converge uniformemente para a0 08
w

derivada .0 w

Ex. 2.1.18 (Normas reais e normas complexas) Seja  um espaço vetorial complexo.I
Chamaremos  de  as normas de  enquanto espaço vetorialnormas complexas I I
complexo e  as normas de  enquanto espaço vetorial real enormas reais I
relambramos que qualquer norma complexa é, em particular, uma norma real.
a) Seja  uma norma real de . Mostrar que se existir uma norma complexa de mm I I
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equivalente à norma real então, relativamente àquela, é contínua a aplicação linear
I Ä I B 3B que a  associa .
b) Seja  uma norma real de  relativamente à qual venha contínua a aplicaçãomm I
linear  que a  associa . Mostrar que se pode definir uma I Ä I B 3B norma complexa
associada, equivalente à primeira, , que verifica , pormm mBm Ÿ mBm‚ ‚

mBm œ m Bm‚
=

sup
l lœ"

= ,

onde o supremo é tomado relativamente aos complexos  de módulo .= "
Sugestão: Sendo  tal que , mostrar queQ   ! m3Bm Ÿ QmBm

mBm Ÿ mBm Ÿ ÐQ  "ÑmBm‚ .

Reparar também que, se  então tem-se  para algum  com- − - œ l-l ‚ −‚ = = ‚
l l œ " - Á !=  (decomposição única se ). Poderá ser útil ter em conta  para a2.1.6
verificação que se definiu um nova norma.
c) No caso em que a norma real de partida  já é uma norma complexa, verificar quemm
a norma complexa associada  coincide com a de partida.mm‚

Ex. 2.1.19 (Aplicações lineares cujo domínio é um produto cartesiano)173 Sejam  umM
conjunto finito não vazio de índices e, para cada ,  um espaço vetorial3 − M I3

normado e consideremos no espaço vetorial produto cartesiano  a norma do#
3−M

3I

máximo (cf. ). Seja também  um espaço vetorial normado.2.1.12 J
a) Verificar que, para além das projeções canónicas , que sabemos13 3 3À I Ä I#
serem aplicações lineares contínuas, podemos também considerar para cada 3 − M!

uma aplicação linear contínua , onde para cada  a imagem+3 3 3 3! ! !
À I Ä I B − I#

+3 ! !!
ÐBÑ 3 B 3 Á 3 ! é a família que a  associa  e a cada  associa . Mostrar ainda que para

cada  em , tem-seB œ ÐB Ñ I3 3−M 3#
B œ ÐB Ñ œ Ð ÐBÑÑ" "

3−M 3−M

3 3 3 3+ + 1 .

b) Verificar que se pode definir um isomorfismo bicontínuo

> _ _À I à J Ä ÐI à J ÑŠ ‹$ $
3−M 3−M

3 3 ,

onde no codomínio se considera também a norma do máximo, pela condição de
aplicar cada  na família  e que o isomorfismo inverso - - + >À I Ä J Ð ‰ Ñ# 3 3 3−M

"

associa a cada família , com  na somaÐ Ñ À I Ä J- -3 3−M 3 3

"
3−M

3 3- 1‰ .

Sugestão: Ter em conta a conclusão de a).

Ex. 2.1.20 a) Sejam  e  espaços vetoriais de dimensão finita sobre o corpo , comI J Š
bases  e , respectivamente. Mostrar que o espaço vetorialB ßá ß B C ßá ß C" 7 " 8

_ÐIà J Ñ 78 tem dimensão finita  e determinar uma base para este espaço.
Sugestão: Raciocinar em termos de matrizes.
b) Com o auxílio dos isomorfismos em  mostrar, por indução, que se2.1.43

173Reparar que estamos a falar de aplicações lineares e não de aplicações multilineares.



§1. Espaços vetoriais normados 315

I ßá ßI ß J 7 ßá ß7 8" : " : espaços vetoriais de dimensão finita, com dimensões  e ,
respectivamente, então o espaço vetorial  tem dimensão finita_ÐI ßá ßI à J Ñ" :

7 â7 8" : .

Ex. 2.1.21 Seja  um espaço vetorial normado de dimensão infinita sobre , igual a  ouI Š ‘
‚ - Š. Mostrar que existe uma aplicação linear  que não seja contínua.À I Ä
Sugestão: Considerar uma família linearmente independente  de vetores deÐA Ñ8 8−

norma  de , indexada nos números naturais. Usando o teorema de Zorn, essa" I
família pode ser prolongada numa base algébrica de  e daqui podemos deduzir aI
existência de uma aplicação linear  tal que .- Š -À I Ä ÐA Ñ œ 88

Ex. 2.1.22 Generalizar o resultado em  mostrando que, dados espaços vetoriais2.1.31
normados  e uma aplicação bilinear contínua  fica definidaIßJ ßKßL À J ‚ K Ä L3
uma nova aplicação bilinear contínua  por3 _ _sÀ ÐIà J Ñ ‚ K Ä ÐIàLÑ

3 - 3 -sÐ ß AÑÐCÑ œ Ð ÐCÑß AÑ.

Ex. 2.1.23 Seja  um espaço vetorial normado e  um conjunto convexo. MostrarI E § I
que int  e ad  são também conjuntos convexos. Mostrar mesmo que, se ,ÐEÑ ÐEÑ B − E
C − ÐEÑ > − Ó!ß "Ó Ð"  >ÑB  >C − ÐEÑint  e , então int .

Ex 2.1.24 Sejam  um espaço vetorial normado e  um subconjunto arbitrário.I E § I
Mostrar que a aderência do subespaço vetorial gerado por  é o mais pequeno subes-E
paço vetorial fechado de  que contém .I E

Ex 2.1.25 Seja  um espaço vetorial normado real de dimensão maior ou igual a I #
(eventualmente infinita).
a) Mostrar que  é conexo por arcos, e portanto também conexo.I Ï Ö!×
Sugestão: Sejam  linearmente independentes e notemos  eBß C E œ I Ï ÐÒ!ß_Ò † BÑ
F œ I Ï ÐÓ_ß !Ó † BÑ I Ï Ö!× œ E  F C − E  F E F. Mostrar que , que  e que  e 
são estrelados relativamente a  e a , respectivamente.B C
b) Deduzir de a) que o conjunto

W œ ÖB − I ± mBm œ "× § I

é conexo por arcos, e portanto também conexo.
Sugestão: Considerar a aplicação contínua de  sobre , que a  associa .I Ï Ö!× W B B

mBm

Ex. 2.1.26 (Outra caracterização da norma de uma aplicação linear) Sejam  e I J
espaços vetoriais normados e  uma aplicação linear contínua. Verificar que,-À I Ä J
além das caracterizações referidas em ,  também pode ser caracterizado,2.1.30 m m-
mesmo no caso em que , como o supremo dos  com .I œ Ö!× m ÐBÑm mBm Ÿ "-

Ex. 2.1.27 (Estrutura de espaço vetorial normado complexo de ) _ ‘‘ÐIà Ñ Seja I
um espaço vetorial normado complexo e lembremos que, como se verificou no lema
algébrico , existe um isometria linear real  do espaço vetorial normado2.1.60 e
complexo  sobre o espaço vetorial normado real . Transportando aP ÐIà Ñ P ÐIà Ñ‚ ‘‚ ‘
estrutura de espaço vetorial complexo do domínio por meio desta isometria dever-se-á
obter assim uma estrutura de espaço vetorial normado complexo sobre ,_ ‘‘ÐIà Ñ
estendendo a sua estrutura de espaço vetorial normado real. Verificar que essa estru-
tura de espaço vetorial complexo está definida explicitamente por
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Ð- ÑÐBÑ œ Ð-BÑ- -

para cada .  Considerar  com .- − - œ +  ,3 +ß , −‚ ‘Sugestão:

Ex 2.1.28 Sejam  um espaço vetorial normado,  um espaço vetorial eI K Á Ö!×
3 3À I Ä K Ð Ñ K uma aplicação linear sobrejetiva com  fechado e consideremos em ker
a correspondente norma quociente, definida em . Mostrar que .2.1.47 m m œ "3

Ex 2.1.29 Sejam  um espaço vetorial normado,  um espaço vetorial normado deI K
dimensão finita e  uma aplicação linear contínua e sobrejetiva. Mostrar que3À I Ä K
3 3À I Ä K J œ Ð Ñ é uma aplicação aberta.  O subespaço vetorial  éSugestão: ker
fechado. Considerando em  a norma quociente, atender a que esta norma tem queK
ser equivalente à norma dada.

Ex 2.1.30 Sejam  um espaço vetorial normado,  um subespaço vetorial fechado eI J § I
K § I um subespaço vetorial de dimensão finita (em particular também fechado).
Verificar que o subespaço vetorial  também é fechado.J K § I 174

Sugestão: Considerar o espaço ve torial normado quociente , com a correspon-- IÎJ
dente aplicação linear contínua  (cf. ) e verificar que 3À I Ä IÎJ J K œ2.1.47
3 3 3"Ð ÐKÑÑ ÐKÑ IÎJ, onde  é um subespaço vetorial de dimensão finita de .

Ex 2.1.31 (Codimensão de um subespaço vetorial) Se  é um espaço vetorial, real ouI
complexo, e  é um subespaço vetorial, chama-se  de  à dimensãoJ § I Jcodimensão
do espaço vetorial quociente  (a codimensão pode ser assim um inteiro maior ouIÎJ
igual a  ou infinita). O único subespaço vetorial de codimensão  de  é o próprio ! ! I I
e dá-se o nome de  de  aos subespaços vetoriais de codimensão .hiperplanos I "
a) Verificar que, se  é um subespaço vetorial então existe sempre umJ § I
subespaço vetorial  tal que tenha lugar a soma direta  e que entãoJ § I I œ J Š Jw w

a codimensão de  coincide com a dimensão de .  Recordar que, porJ J w Sugestão:
aplicação do teorema de Zorn, todo o espaço vetorial admite uma base, finita ou
infinita, e, mais geralmente, todo o sistema linearmente independente pode ser
prolongado numa base. Partir então de uma base de  e prolongá-la numa base de .J I
Reparar que a restrição da aplicação linear canónica  a  é um3À I Ä IÎJ J w

isomorfismo de  sobre .J IÎJw

b) Verificar que um subespaço vetorial  é um hiperplano se, e só se, for umJ § I
maximal da classe dos subespaços vetoriais próprios (isto é distintos de ).I
c) Sejam  e  espaços vetoriais,  uma aplicação linear e .I K ÀI Ä K J œ Ð Ñ- -ker
Verificar que existe um isomorfismo de  sobre , que a  associaIÎJ ÐIÑ § K ÒBÓ- J

- -ÐBÑ J § I ÐIÑ, e concluir que a codimensão de  coincide com a dimensão de .
d) Mostrar que um subespaço vetorial  é um hiperplano se, e só se, existir umaJ § I
aplicação linear , com , tal que .  Reparar que,- Š - -À I Ä Á ! J œ Ð Ñker Sugestão:
se  não é a aplicação nula então é sobrejetiva e ter em conta a conclusão da- ŠÀ I Ä
alínea c).
e) Sejam  dois subespaços vetoriais. Verificar que tem lugar uma apli-J § K § I
cação linear sobrejetiva  definida por  e deduzir que aIÎJ Ä IÎK ÒBÓ È ÒBÓJ K

codimensão de  é maior ou igual à codimensão de . Deduzir ainda que, se as duasJ K
codimensões fossem iguais e finitas então .J œ K

174Note-se que não afirmamos que, em geral, a soma de dois subespaços vetoriais
fechados tenha que ser um subespaço vetorial fechado. Para um contraexemplo ver o
exercício  adiante.2.5.22
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Ex 2.1.32 (Complemento do exercício  quando  é normado) 2.1.31 I Seja  um espaçoI
vetorial normado, real ou complexo.
a) Mostrar que, se  é um hiperplano então  é fechado ou denso.J § I J
Sugestão: Lembrar .2.1.27
b) Sejam  é um espaço vetorial normado de dimensão finita,  umaK ÀI Ä K-
aplicação linear e . Mostrar que  é contínua se, e só se,  forJ œ Ð Ñ § I Jker - -
fechado em .  Reparar que, pela alínea c) do exercício ,  temI JSugestão: 2.1.31
codimensão finita e, no caso em que  é fechado, considerar no espaço vetorial ,J IÎJ
de dimensão finita, a norma quociente (cf. ) e reparar que  é a composta da2.1.47 -
aplicação canónica  com uma aplicação linear , o qual é3À I Ä IÎJ IÎJ Ä K
necessariamente contínua.
c) Concluir, em particular, que se  é uma aplicação linear com  o- Š -À I Ä Á !
hiperplano  é fechado se, e só se, a aplicação linear  é contínua.J œ Ð Ñker - -
d) Sejam  um subespaço fechado de codimensão finita e  um subespaçoJ § I K § I
vetorial com . Verificar que  também tem codimensão finita e é fechado.J § K K
Sugestão: Ter em conta a conclusão da alínea e) do exercício  e reparar que,2.1.31
considerando o espaço vetorial normado quociente  e a aplicação linear contínuaIÎJ
canónica , tem-se , onde  é fechado por ser um3 3 3 3À I Ä IÎJ K œ Ð ÐKÑÑ ÐKÑ"

subespaço vetorial de dimensão finita.

Ex. 2.1.33 (Complexificado de um espaço vetorial normado real) Seja  um espaçoI
vetorial real (as primeiras duas alíneas são puramente algébricas, não considerando
portanto nenhuma norma em ).I
a) Verificar que a estrutura de espaço vetorial real do produto cartesiano  podeI ‚I
ser estendida num estrutura de espaço vetorial complexo deste espaço, que será
notado , pondo para  em  e  em I +ß , Bß C‚ ‘ ‚

Ð+  ,3Ñ † ÐBß CÑ œ Ð+B  ,Cß +C  ,BÑ.

Mostrar ainda que , que tem lugar uma aplicação linear realÐBß CÑ œ ÐBß !Ñ  3 † ÐCß !Ñ
injetiva  definida por  e que tem lugar a soma direta de+ +À I Ä I ÐBÑ œ ÐBß !Ñ‚

subespaços vetoriais reais .  Tal como na construção doisI œ ÐIÑ Š 3 † ÐIÑ‚ + + Nota:
complexos a partir dos reais, o isomorfismo  pode ser usado para identificar  ao+ I
subespaço vetorial , cometendo-se o abuso de notar simplesmente  o+ÐIÑ § I B‚

elemento  de .ÐBß !Ñ I‚

b) Sejam  um espaço vetorial complexo. Mostrar que tem lugar uma aplicaçãoJ
linear complexa

P ÐI à J Ñ Ä P ÐIà J Ñ È ‰s s
‚ ‚ ‘ , 0 0 +

e que esta aplicação é um isomorfismo, isto é que para cada aplicação linear real
0 0 0À I Ä J ÀI Ä Js existe uma única aplicação linear complexa  que “prolonga” ,

‚

no sentido que que  para cada . Mais precisamente mostrar que,0 + 0sÐ ÐBÑÑ œ ÐBÑ B − I

dado , tem-se .0 0 0 0sÐBß CÑ œ ÐBÑ  3 ÐCÑ
c) A partir desta alínea vamos supor que  é um espaço vetorial normado real.I
Mostrar que se pode definir uma   de , como espaço vetorialnorma associada mm I‚

complexo, por
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mÐBß CÑm œ ÖQ   ! ± a l ÐBÑ  3 ÐCÑl Ÿ Qm m× œ

œ
l ÐBÑ  3 ÐCÑl

m m

min

sup

        

         

- _ ‚

- _ ‚

-

− ÐIà Ñ

− ÐIà Ñ

Á

‘

‘

- - -

- -

-
0

(a última igualdade só no caso em que ).I Á Ö!× 175

d) Verificar que, dado , tem-se , isto é, que a aplicação linearB − I mÐBß !Ñm œ mBm
+À I Ä I I œ Ö!×‚ é isométrica.  Afastado o caso trivial em que , utilizarSugestão:
o corolário  do teorema de Hahn-Banach para garantir a existência de2.1.62
- _ ‘ _ ‚ - -− ÐIà Ñ § ÐIà Ñ m m œ " ÐBÑ œ mBm‘ ‘  com  e .
e) Verificar que se tem , por outras palavras que a “conjugação”mÐBßCÑm œ mÐBß CÑm
é uma isometria real .  Para cada  considerarI Ä I − ÐIà Ñ‚ ‚ ‘Sugestão: - _ ‚

- _ ‚ - - - -− ÐIà Ñ ÐBÑ œ ÐBÑ m m œ m m‘  definido por , que verifica , e reparar que

- - - - - -ÐBÑ  3 ÐCÑ œ ÐBÑ  3 ÐCÑ œ ÐBÑ  3 ÐCÑ.

f) Reparando que

ÐBß !Ñ œ ÐÐBß CÑ  ÐBßCÑÑ ÐCß !Ñ œ ÐÐBß CÑ  ÐBßCÑÑ
" 3

# #
, ,

deduzir de e) que  e  .mÐBß CÑm   mBm mÐBß CÑm   mCm
g) Mostrar que para cada  tem-seÐBß CÑ − I‚

max maxÖmBmß mCm× Ÿ mÐBß CÑm Ÿ mBm  mCm Ÿ # ÖmBmß mCm×

e concluir que a norma que estamos a considerar em  é uma das que definem aI‚

topologia produto de .I ‚I
h) Seja  um espaço vetorial normado complexo. Mostrar que a restrição doJ
isomorfismo  referido em b) aplica  sobreP ÐI à J Ñ Ä P ÐIà J Ñ ÐI à J Ñ‚ ‚ ‘ ‚ ‚_
_ _ _‘ ‚ ‚ ‘ÐIà J Ñ ÐI à J Ñ ÐIà J Ñ, sendo mesmo uma isometria linear de  sobre .
Sugestão: Tendo em conta , já sabemos que se  tem imagem 2.1.44 0 _ 0s − ÐI à J Ñ‚ ‚

então  e . Reciprocamente, se  for a imagem de0 _ 0 0 0 _− ÐIà J Ñ m m Ÿ m m − ÐIà J Ñs
‘ ‘

0s ÐBß CÑ − I I œ Ö!×, considerar  arbitrário, e afastando já o caso trivial em que ,‚

utilizar o corolário  do teorema de Hahn-Banach para considerar uma aplicação2.1.62
linear contínua complexa  com  e. ‚ .À J Ä m m œ "

. 0 0 0 0Ð ÐBÑ  3 ÐCÑÑ œ m ÐBÑ  3 ÐCÑm

e reparar que  verifica  e portanto. 0 _ ‚ . 0 0‰ − ÐIà Ñ m ‰ m Ÿ m m‘

m ÐBß CÑm œ m ÐBÑ  3 ÐCÑm œ l Ð ÐBÑ  3 Ð ÐCÑÑl Ÿ mÐBß CÑmm ms0 0 0 . 0 . 0 0 .

i) (Versão multilinear de h))176 Para cada  e cada espaço vetorial noprmado8   "
complexo  mostrar que tem lugar uma isometria linear complexa de J ÐI à J Ñ_8

‚ ‚

sobre  que a  associa .  Para  temos a_ 0 0 + +8
‘ÐIà J Ñ ‰ Ð ‚â‚ Ñ 8 œ "s s Sugestão:

conclusão da alínea precedente. Supondo o resultado válido para um certo 8   "
verificar que a aplicação de  para  é a composta de_ _8" 8"

‚ ‚ ‘ÐI à J Ñ ÐIà J Ñ

175Esta não é a única norma complexa sobre  que pode ser interessante considerar.I‚
176No contexto puramente algébrico das alíneas a) e b) também poderíamos ter proposto
uma versão multilinear de b).
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isometrias lineares, nomeadamente

_ _ _

_ _ _ _

_ _ _

8" 8

8 8

8

‚ ‚ ‚ ‚ ‚‚

‚ ‚ ‚ ‚ ‚‚ ‘

‚ ‚ ‘‘

ÐI à J Ñ Ä ÐI à ÐI à J ÑÑ

ÐI à ÐI à J ÑÑ Ä ÐI à ÐIà J ÑÑ

ÐI à ÐIà J ÑÑ Ä ÐI

, cf. 
, cf.  e hipótese de indução

2.1.43
2.1.45

à ÐIà J ÑÑ

ÐIà ÐIà J ÑÑ Ä ÐIà J Ñ

_

_ _ _

8

8 8"
‘

‘ ‘ ‘

, cf. a conclusão de h)

, cf. .2.1.43

Ex 2.1.34 (O teorema de Hahn-Banach geométrico) a) Se  é um espaço vetorial real,I
diz-se que um conjunto  é um se, sempre que  e , tem-seE § I B − E >  !cone 
>B − E E § I E. Mostrar que, se  é um cone, então  é convexo se, e só se, sempre que
Bß C − E B  C − E, .
b) Seja  um espaço vetorial normado real de dimensão maior ou igual a 2I
(eventualmente infinita) e seja  um aberto convexo não vazio tal que .Y § I ! Â Y
Mostrar que existe um subespaço vetorial  de dimensão  tal que .J § I " J  Y œ g

Sugestão: 1) Começar por reparar que, sendo  a união dos , com , o conjun-Y >Y >  !s

to  é ainda um aberto convexo que não contém ,  e  é um cone. VerificarY ! Y ¨ Y Ys s s

que, se , então  e, consequentemente, . Tendo em contaB − Y B Â Y Y  ÐYÑ œ gs s s s

o exercício , concluir a existência de  com  e tomar2.1.25 B − I Ï Ö!× B Â Y  ÐYÑs s

para  o subespaço vetorial gerado por .J B
c) Seja  um espaço vetorial normado real e seja  um aberto convexo nãoI Y § I
vazio tal que . Mostrar que existe um hiperplano fechado  tal que! Â Y J § I
J  Y œ g.  Utilizar o teorema de Zorn para mostrar que a classe dosSugestão:
subespaços vetoriais  tais que  admite um maximal , examinar oJ § I J  Y œ g J
que se passa com ad  para concluir que  é fechado e utilizar a conclusão de b),ÐJ Ñ J
com o espaço vetorial normado quociente  e o aberto convexo imagem de  emIÎJ Y
IÎJ IÎJ " para deduzir que  tem que ter dimensão .
d) Seja  um espaço vetorial normado real e seja  um aberto convexo nãoI Y § I
vazio tal que . Mostrar que existe uma aplicação linear contínua  tal! Â Y ÀI Ä- ‘
que , para todo o .  Ter em conta as conclusões de c), da-ÐBÑ  ! B − Y Sugestão:
alínea d) do exercício  e a alínea c) do exercício , substituindo,2.1.31 2.1.32
eventualmente,  por .- -
e) Seja  um espaço vetorial normado real e sejam  um conjunto convexo nãoI G § I
vazio e  um aberto convexo não vazio, com . Mostrar que existeY § I G  Y œ g
uma aplicação linear contínua  e  tais que , para cada - ‘ ‘ -À I Ä + − ÐCÑ Ÿ + C − G

e , para cada .  Aplicar a conclusão de d) ao conjunto  dos-ÐBÑ  + B − Y YsSugestão:
B  C B − Y C − G, com  e , que se verificará ser um aberto convexo que não contém
! + ÐCÑ C − G. Tomar para  o supremo dos , com  e verificar que  não pode atingir- -
um mínimo em .Y
f) Se  é um espaço vetorial normado real, chamam-se I semi-espaços afins fechados
de  aos conjuntos da forma , com  e  linearI ÖC − I ± ÐCÑ Ÿ +× + − ÀI Ä- ‘ - ‘
contínua sobrejetiva. Utilizar a conclusão de e) para concluir que qualquer conjunto
convexo fechado não vazio  é a interseção de uma família (em geral infinita)G § I
de semi-espaços afins fechados.  Para cada , considerar uma bolaSugestão: C Â G
aberta de centro  que não intersete .C G
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2.2.1 Chama-se  a um espaço vetorial normado , que éespaço de Banach I
completo relativamente à métrica associada.

2.2.2 Se  é um espaço de Banach, com uma norma I mm mm, e se  é uma normaw

equivalente a , então  com a norma  é também um espaço demm I mmw

Banach.177

Dem: Basta atender ao referido em , uma vez que, tendo em conta1.7.7
2.1.16, as métricas associadas às duas normas são Lipschitz-equivalentes. 

2.2.3 Mais geralmente, sejam  e  espaços vetoriais normados e I J -À I Ä J  um
isomorfismo bicontínuo. Se  for um espaço de Banach então  é tambémI J
um espaço de Banach.
Dem: Trata-se de uma consequência de , uma vez que, tendo em conta1.7.24
2.1.15, a aplicação linear contínua , sendo contínua, é-"À J Ä I
lipschitziana, em particular uniformemente contínua. 

2.2.4 (Primeiros exemplos de espaço de Banach) Os espaços vetoriais ‘ ‚ e ,
de dimensão , em ambos os casos como o valor absoluto como norma, são"
espaços de Banach.
Dem: O facto de , com a sua métrica usual, que não é mais do que a‘
associada ao valor absoluto, ser completo já foi justificado em . Nesse1.7.10
mesmo resultado foi também provado que para cada  o espaço vetorial8   "
‘8

_ com a métrica , e consequentemente também com a métrica euclidiana.
. œ#

#, é completo. Uma vez que a métrica de  associada ao valor‚ ‘
absoluto é a métrica euclidiana , concluímos que  é também um espaço.# ‚
de Banach. 

2.2.5 Sejam  um conjunto não vazio e  um espaço de Banach, real ouM I
complexo. Tem-se então que o espaço vetorial normado

j ÐMÑ œ_
I ÐMß IÑ,

com a norma  (cf.  e ) é também um espaço de Banach.mm_ 2.1.9 2.1.10
Dem: Temos simplesmente um caso particular da conclusão obtida em
1.7.11. 

2.2.6 (Lema) Como caso particular de , tomando 2.2.5 M œ Ö"ßá ß 8× I œ e Š
(  ou ), com o valor absoluto como norma, vemos que  e , em ambos‘ ‚ ‘ ‚8 8

os casos com a norma , são espaços de Banach.mm_

177Por outras palavras, ao contrário do que sucede em geral no contexto dos espaços
métricos, no contexto dos espaços vetoriais normados a completude é uma noção
topológica.
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2.2.7 Se  é um espaço vectorial normado de dimensão finita, então  é umI I
espaço de Banach.
Dem: Podemos afastar o caso trivial em que . Sendo I œ Ö!× A ßá ßA" 8

uma base de , podemos considerar o isomorfismo  associado aI À Ä I- Š8

esta base, definido por

-Ð+ ßá ß + Ñ œ + A â + A" 8 " 8 8" ,

isomorfismo esse que é um isomorfismo topológico, tendo em conta , e2.1.51
portanto, por , o facto de  ser um espaço de Banach implica que 2.2.3 Š8 I
também é um espaço de Banach. 

2.2.8 Sejam  um espaço topológico compacto não vazio e  um espaço de\ I
Banach. Tem-se então que o subespaço vetorial  de  consti-V Ð\ßIÑ Ð\ßIÑ
tuído pelas aplicações contínuas de  para  (cf. ) é também um\ I 2.1.26
espaço de Banach, para a norma mm_.
Dem: Trata-se de um consequência de se tratar de um subespaço vetorial
fechado do espaço de Banach Ð\ßIÑ (cf. ) ou, se preferirmos, a2.1.26
completude de  é um caso particular da conclusão de .VÐ\ßIÑ 1.7.14 

2.2.9 Sejam  um conjunto finito não vazio de índices e, para cada ,  umM 3 − M I3

espaço de Banach. Considerando no produto cartesiano  a norma do#
3−M

3I

máximo (cf. ), cuja topologia associada é a topologia produto das topo-2.1.12
logias associadas dos , tem-se que  é um espaço de Banach.I I3 3

3−M

#
Dem: Temos simplesmente um caso particular da conclusão obtida em
1.7.12. 

2.2.10 (Espaço de Banach das aplicações lineares) Sejam  um espaçoJ
vetorial normado e  um espaço de Banach. Tem-se então que o espaçoK
vetorial normado  (cf. ) é também um espaço de Banach._ÐJ àKÑ 2.1.30 178

Dem: Sejam  um espaço topológico, ,  aderente a  e\ E § \ + − \ E
0ÀE Ä ÐJàKÑ_  uma aplicação verificando a condição de Cauchy quando
Bp+ C − J. Para cada  podemos considerar uma aplicação linear
0 _ 0 ! !C CÀ ÐJ àKÑ Ä K Ð Ñ œ ÐCÑ definida por , para a qual se tem

m Ð Ñm œ m ÐCÑm Ÿ mCmm m0 ! ! !C ,

o que implica que esta aplicação linear é lipschitziana, em particular
uniformemente contínua (cf. ). Tendo em conta , para cada2.1.15 1.7.23
C − J ‰ 0 ÀE Ä K a aplicação  verifica a condição de Cauchy quando0C

178Em harmonia com a observação que fizémos na nota , admitimos neste resultado2.1.32
três situações: 1) Se  e  são espaços vetoriais reais, então  é um espaçoJ K ÐJ ßKÑ_
vetorial real; 2) Se  e  são espaços vetoriais complexos, então  é um espaçoJ K ÐJ ßKÑ_
vetorial complexo; 3) Se  é um espaço vetorial real e  é um espaço vetorial complexo,J K
então  é um espaço vetorial complexo. De facto, só a situação 3) ultrapassa as_ÐJ àKÑ
convenções usuais de trabalharmos implicitamente com espaços vetoriais sobre o mesmo
corpo.
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Bp+ K e portanto, por  ser completo, podemos definir uma aplicação
-À J Ä K pela condição de se ter

0ÐBÑÐCÑ œ Ð0ÐBÑÑp ÐCÑ0 -C

quando . Dados  e o escalar  do espaço vetorial , deduzimosBp+ Cß C − J - Kw

de  e  que2.1.20 2.1.31

0ÐBÑÐC  C Ñ œ 0ÐBÑÐCÑ  0ÐBÑÐC Ñw w

tem simultaneamente os limites  e  quando  e que- - -ÐC  C Ñ ÐCÑ  ÐC Ñ Bp+w w

0 ÐBÑÐ-CÑ œ -0ÐBÑÐCÑ Ð-CÑ - ÐCÑ tem simultaneamente os limites  e  quando- -
Bp+, o que implica que

- - - - -ÐC  C Ñ œ ÐCÑ  ÐC Ñ Ð-CÑ œ - ÐCÑw w , ,

ou seja que  é uma aplicação linear.-À J Ä K
Seja agora  arbitrário. Podemos considerar uma vizinhança  de  em$  ! Z +
\ Bß B − Z  E m0ÐBÑ  0ÐB m Ÿ tal que, sempre que , venha  donde, paraw w $
cada ,C − J

m0ÐBÑÐCÑ  0ÐB ÑÐCÑm Ÿ mCmw $ .   (1)

Fixado  e tendo em conta ,  e a continuidade naB − Z  Ew 1.2.39 1.2.53
norma (cf. ), deduzimos de (1), considerando o limite quando  que,2.1.5 Bp+
para cada ,C − J

m ÐCÑ  0ÐB ÑÐCÑm Ÿ mCm- $w   (2)

A desigualdade precedente implica, por , que a aplicação linear2.1.15
-  0ÐB ÑÀ J Ä Kw  é contínua, e portanto que o mesmo acontece a

- -œ Ð  0ÐB ÑÑ  0ÐB Ñw w ,

e, por outro lado, que , o que, tendo em conta am  0ÐB Ñm Ÿ- $w

arbitrariedade do elemento  fixado em , mostra que B Z  E 0ÀE Ä ÐJàKÑw _
admite o limite  quando .- _− ÐJ àKÑ Bp+ 

2.2.11 (Espaço de Banach das aplicações multilineares) Mais geralmente,
sejam  espaços vetoriais normados e  um espaço de Banach.J ßá ßJ K" 8

Tem-se então que o espaço vetorial , das aplicações_ÐJ ßá ßJ àKÑ" 8

multilineares  é também um espaço de Banach.J" ‚â‚ J Ä K8 ,
Dem: Poderíamos apresentar uma demonstração análoga à do caso linear,
que acabámos de examinar, mas será mais simples partir do caso linear e
fazer uma demonstração por indução em . O caso em que  é o resul-8 8 œ "
tado precedente. Suponhamos que o resultado é válido para um certo valor de
8 8  " J ßá ßJ ß J e que temos  espaços vetoriais normados  e um" 8 8"

espaço de Banach . Tendo em conta a hipótese de indução e o resultadoK
precedente, vemos sucessivamente que são espaços de Banach os espaços
vetoriais normados  e . Considerando_ _ _ÐJ àKÑ ÐJ ßá ßJ à ÐJ àKÑÑ8" " 8 8"
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agora a existência de um isomorfismo bicontínuo

E _ _ _8
"

" 8 8" " 8 8"À ÐJ ßá ßJ à ÐJ àKÑÑ Ä ÐJ ßá ßJ ß J àKÑ

(cf. ), deduzimos de  que  é também um2.1.43 2.2.3 _ÐJ ßá ßJ ß J àKÑ" 8 8"

espaço de Banach. 

2.2.12 (Prolongamento de aplicações lineares contínuas) Sejam  um espaçoI
vetorial normado, I! § I J um subespaço vetorial denso e  um espaço de
Banach. Se  é uma aplicação linear contínua, então existe uma-! !À I Ä J
única aplicação contínua  tal que  e esta aplicação é- - -À I Ä J œÎI !!

linear e verifica . Além disso, no caso em que a aplicação linearm m œ m m- -!

- -! !À I Ä J ÀI Ä J é isométrica (cf. ), o prolongamento  é também2.1.33
isométrico.
Dem: Tendo em conta , a aplicação  é lipschitziana, em2.1.15 -! !À I Ä J
particular uniformemente contínua (cf. ). De facto, vemos que a norma1.7.21
m m Bß B − I- -! ! !

w é uma constante de Lipschitz para  visto que se  vem

m ÐBÑ  ÐB Ñm œ m ÐB  B Ñm Ÿ m mmB  B m- - - -! ! ! !
w w w .

Tendo em conta , existe um única aplicação contínua  tal que1.7.27 -À I Ä J
- - -ÎI ! !!

œ m m e esta aplicação admite a constante de Lipschitz , em
particular para cada  vemB − I

m ÐBÑm œ m ÐBÑ  Ð!Ñm Ÿ m mmB  !m œ m mmBm- - - - -! ! .   (1)

Verifiquemos agora que a aplicação contínua  é linear. Ora, tendo-À I Ä J
em conta a continuidade de , vemos que o subconjunto de - I ‚I

E œ ÖÐBß B Ñ − I ‚ I ± ÐB  B Ñ œ ÐBÑ  ÐB Ñ× œ

œ ÖÐBß B Ñ − I ‚ I ± ÐB  B Ñ  ÐBÑ  ÐB Ñ œ !×

w w w

w w w

- - -

- - -

é fechado em  e, pela linearidade de , contém  que, tendoI ‚I I ‚I-! ! !

em conta , é igual a , por outras palavras, tem-se1.5.23 I ‚I

- - -ÐB  B Ñ œ ÐBÑ  ÐB Ñw w

quaisquer que sejam . Do mesmo modo, o facto de se terBß B − Iw

- - Š ŠÐ+BÑ œ + ÐBÑ + − B − I + − para cada  e  resulta de para cada  o
conjunto

E œ ÖB − I ± Ð+BÑ œ + ÐBÑ× œ ÖB − I ± Ð+BÑ  + ÐBÑ œ !×+ - - - -

ser fechado em  e conter , tendo assim que ser igual a .I I I!

Provada a linearidade da aplicação contínua , a desigualdade (1)-À I Ä J
implica que  e a desigualdade oposta  é uma conse-m m Ÿ m m m m Ÿ m m- - - -! !

quência de se ter, para cada ,B − I!

m ÐBÑm œ m ÐBÑm Ÿ m mmBm- - -! .
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O facto de  ser uma aplicação linear isométrica quando-À I Ä J
-! !À I Ä J  o é resulta da conclusão já obtida em .1.7.27 

No contexto dos espaços métricos definimos em  a noção de1.7.28
completado e provámos nos resultados seguintes a existência de
completados e a sua unicidade “a menos de isometria”. Vamos agora
adaptar essa noção ao contexto dos espaços vetoriais normados.

2.2.13 (Completado dum espaço vetorial normado) Seja  um espaço vetorialI

normado. Diz-se que um espaço vetorial normado  é um Is completado
vetorial definido pela aplicação linear de , I I , se  é um espaço de0À I Ä Is s

Banach,  é uma aplicação linear isométrica e   é denso em .0 0ÐIÑ sI

É claro que se  é um completado vetorial de  definido pela aplicaçãoI Is

linear , então, em particular, enquanto espaço métrico,  é um0À I Ä I Is s

completado dos espaço métrico  definido pela aplicação  (cf. ).I 0 1.7.28

2.2.14 (Propriedade fundamental do completado vetorial) Sejam  umI

espaço vetorial normado e Is I um completado vetorial de  definido pela
aplicação linear . Sejam  um espaço de Banach e  uma0 -À I Ä I J ÀI Ä Js

aplicação linear contínua. Existe então uma única aplicação contínua
- - 0 - -s s sÀI Ä J Ð ÐBÑÑ œ ÐBÑ B − Is  tal que  para cada  e esta aplicação  é
linear e com . Além disso, se  for uma aplicação linear isomé-m m œ m ms- - -

trica então  é também uma aplicação linear isométrica.-s

Dem: Uma vez que , sendo uma aplicação linear contínua, é lipschitziana,-
em particular uniformemente contínua (cf. ), a existência e unicidade2.1.15
de uma aplicação contínua  tal que  para cada- - 0 -s sÀI Ä J Ð ÐBÑÑ œ ÐBÑs

B − I é uma consequência de . Reparemos agora que o facto de  ser1.7.29 0
uma aplicação linear isométrica implica que  é uma isometria0 0À I Ä ÐIÑ
linear, em particular um isomorfismo topológico com  e, para om m Ÿ "0
isomorfismo inverso , também  (cf.  e0 0 0" "À ÐIÑ Ä I m m Ÿ " 2.1.33
2.1.41). Resulta daqui que a restrição da aplicação contínua  ao-sÀI Ä Js

subespaço vetorial denso  está definida por  sendo0 - 0ÐIÑ § I C È Ð ÐCÑÑs "

portanto linear contínua e resulta daqui, por , que  é linear e com2.2.12 -s

m m œ m ‰ m Ÿ m mm m Ÿ m ms- - 0 - 0 -" " .

A desigualdade inversa resulta de se ter

m m œ m ‰ m Ÿ m mm m Ÿ m ms s s- - 0 - 0 - .

No caso em que  é uma aplicação linear isométrica resulta do-À I Ä J

contexto mais geral examinado em  que a aplicação linear  é1.7.29 -sÀI Ä Js

também isométrica. 
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2.2.15 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial normado e I Is um completado
vetorial de  definido pela aplicação linear . Se  é um espaço deI ÀI Ä I Js0

Banach, tem lugar uma isometria linear  definida por0 _ _‡À ÐIà JÑ Ä ÐIàJÑs

0 - - 0‡Ð Ñ œ ‰s s .
Dem: A linearidade de  é imediata e o facto de  ser sobrejetiva e injetiva0 0‡ ‡

e verificar  é uma mera reformulação das conclusões dem Ð Ñm œ m ms s0 - -‡

2.2.14. 

2.2.16 (Corolário — Aplicações bilineares e completados) Sejam  e I J

espaços vetoriais normados admitindo os completados Is sJ e  definidos pelas
aplicações lineares  e . Se  é um espaço de Banach e0 (À I Ä I ÀJ Ä J Ks s

-À I ‚ J Ä K é uma aplicação bilinear contínua então existe uma única
aplicação contínua  verificando a identidade-sÀI ‚ J Ä Ks s

- 0 ( -sÐ ÐBÑß ÐCÑÑ œ ÐBß CÑ

e esta aplicação contínua  é bilinear e verifica .- - -s sm m œ m m

Dem: A unicidade de uma aplicação contínua  nas condições enunciadas é-s

uma consequência de  uma vez que, tendo em conta ,1.4.29 1.5.23
0 (ÐIÑ ‚ ÐJÑ I ‚ Js s é um subconjunto denso de . Para provar a existência de
- Es e as propriedades enunciadas , lembramos a isometria linear  em179

"

2.1.43, e consideramos a aplicação linear contínua

- E - _˜ œ Ð ÑÀI Ä ÐJàKÑ"

que está definida por  e verifica . Por˜ ˜- - - -ÐBÑÐCÑ œ ÐBß CÑ m m œ m m

composição com o inverso da isometria linear ( _ _‡À ÐJ àKÑ Ä ÐJ àKÑs

referida no corolário , obtemos uma aplicação linear contínua2.2.15

( - _‡" ‰ ÀI Ä ÐJ àKÑs˜ ,

cuja norma é menor ou igual a . Tendo em conta , podemos˜m m œ m m- - 2.2.14
agora considerar uma aplicação linear contínua , com norma- _À I Ä ÐJ àKÑs s

menor ou igual a , verificando a igualdadem m-

- 0 ( -Ð ÐBÑÑ œ ‰ ÐBÑ‡" ˜

para cada . Considerando, enfim, o inverso da isometria linear  emB − I E"

2.1.43, obtemos uma aplicação bilinear contínua

- E -s œ Ð ÑÀI ‚ J Ä Ks s
"
" ,

que tem norma menor ou igual a . Para esta aplicação bilinear tem-sem m-
então

179Repare-se que não há esperança de obter diretamente  por aplicação de , uma-s 1.7.29
vez que as aplicações bilineares contínuas não são, em geral, uniformemente contínuas.
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- 0 ( - 0 ( ( - (

- -

sÐ ÐBÑß ÐCÑÑ œ Ð ÐBÑÑÐ ÐCÑÑ œ Ð ÐBÑÑÐ ÐCÑÑ œ

œ ÐBÑÐCÑ œ ÐBß CÑ

‡" ˜

˜ .

Como já referimos, tem-se  e o facto de se ter também m m Ÿ m m m m Ÿ m ms s- - - -
resulta de se ter

m ÐBß CÑm œ m Ð ÐBÑß ÐCÑÑm Ÿ m mm ÐBÑmm ÐCÑm œ m mmBmmCms s s- - 0 ( - 0 ( - . 

2.2.17 (“Unicidade” do completado vetorial) Suponhamos que Is sI" # e  são
dois completados vetoriais do espaço vetorial normado , definidos pelasI

aplicações lineares  e . Tem-se então que a única0 0" " # #À I Ä I ÀI Ä Is s

aplicação contínua  que verifica  é uma isometria. . 0 0À I Ä I ‰ œs s
" # " #

linear, tendo como inverso a única aplicação contínua  que.w
" "À I Ä Is s

verifica .. 0 0w
" "‰ œ

Dem: O facto de  e  estarem bem definidas pela condição do enunciado e. .w

serem aplicações lineares isométricas resulta de . O facto de  ser2.2.14 .
bijetiva e com inverso  resulta de ..w 1.7.30 

2.2.18 (Exemplos triviais de completados vetoriais) Analogamente ao referido
em , se 1.7.31 Is sI § I é um espaço de Banach e  é um subespaço vetorial
denso então  é um completado vetorial de  definido pela inclusãoI Is

+À I Ä I I Is s s. Em particular, se  é um espaço de Banach, então  é um
completado vetorial de si  mesmo definido pela aplicação identidade
M.ÀI Ä Is s.

2.2.19 (Construção de um completado vetorial) Seja  um espaço vetorialI
normado sobre o corpo Š ‘ ‚, igual a  ou , e consideremos os espaços de
Banach , das aplicações lineares contínuas , e_ Š ŠÐIà Ñ I Ä

_ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ

(o  e o , respetivamente). Tem então lugardual topológico bidual topológico
uma aplicação linear isométrica

@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ,

em particular injetiva, definida por  e, consequentemente,@ - -ÐBÑÐ Ñ œ ÐBÑ

sendo  o subespaço vectorial aderência de  em ,  éI ÐIÑ Ð ÐIà Ñà Ñ Is s@ _ _ Š Š
um completado vetorial de  definido por .I @
Dem: O facto de  e  serem espaços de Banach é_ Š _ _ Š ŠÐIà Ñ Ð ÐIà Ñà Ñ
consequência, em ambos os casos, de  ser um espaço de Banach (cf.Š
2.2.10). Para cada  podemos considerar a aplicação  queB − I ÐIà Ñ Ä_ Š Š
a  associa  a qual é trivialmente linear e é contínua, e com norma- -ÐBÑ
menor ou igual a  como consequência da desigualdademBm

l ÐBÑl Ÿ mBmm m- -
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válida para todo o . Podemos assim definir uma aplicação- _ Š− ÐIà Ñ

@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ

por , aplicação essa que é trivialmente linear, sendo também@ - -ÐBÑÐ Ñ œ ÐBÑ
contínua uma vez que, como vimos atrás, . Mostremos agoram ÐBÑm Ÿ mBm@
que  é mesmo uma aplicação linear isométrica, isto é que se tem mesmo@
m ÐBÑm œ mBm B − I B œ !@  para cada . Ora, esta igualdade é trivial se  e caso
contrário, podemos utilizar a consequência  do teorema da Hahn2.1.62
Banach para encontrar  com  e  pelo- _ Š - -! ! !− ÐIà Ñ ÐBÑ œ " m m œ "ÎmBm
que, além de para cada  com  vir- _ Š -− ÐIà Ñ Á !

l ÐBÑÐ Ñl l ÐBÑl m mmBm

m m m m m m
œ Ÿ œ mBm

@ - - -

- - -
   (1)

vem

l ÐBÑÐ Ñl m ÐBÑm "

m m m m "ÎmBm
œ œ œ mBm

@ - -

- -
! !

! !

e fica provado que , supremo dos quocientes no membro esquerdo dem ÐBÑm@
(1), é mesmo um máximo, igual a , atingido para . mBm œ- -! Tendo em
conta , a aderência  de é um subespaço vetorial fechado de2.1.27 Is ÐIÑ@  
_ _Ð ÐIà Ñà ÑŠ Š  portanto, como este, um espaço de Banach e, por construção,
@ÐIÑ s é denso em .I 

Aproveitamos agora a aplicação linear , utilizada@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ
na construção precedente, para definir os espaços de Banach reflexivos,
uma noção para a qual os exemplos mais interessantes serão encontrados
na próxima secção (ver  para um exemplo de espaço de Banach2.3.55
reflexivo e  ou o exercício  para um exemplo de espaço de2.3.58 2.2.9
Banach não reflexivo).

2.2.20 (Espaços de Banach reflexivos) Diz-se que um espaço vetorial normado
I é  se a aplicação linear isométrica reflexivo @ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ,
definida em , for sobrejetiva (e portanto uma isometria topológica). Por2.2.19
outras palavras, o espaço vetorial normado  é reflexivo se, e só se, paraI
cada aplicação linear contínua  existe um elemento 0 _ Š ŠÀ ÐIà Ñ Ä B − I
(necessariamente único) tal que  para cada 0 - - - _ ŠÐ Ñ œ ÐBÑ − ÐIà Ñ
(Costuma então dizer-se que   a aplicação linear )B representa 0 Þ
Um espaço vetorial normado reflexivo é necessariamente um espaço de
Banach, motivo por que daqui em diante nos referiremos usualmente à
reflexividade assumindo que os espaços vetoriais normados envolvidos são
espaços de Banach.
Dem: Basta atender a .3, uma vez que  é então2.2 @ _ _ Š Š"À Ð ÐIà Ñà Ñ Ä I
um isomorfismo topológico com  espaço de Banach._ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ 
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Os dois resultados a seguir utilizam o facto de os espaços reflexivos
“serem essencialmente” os duais dos seus duais para mostrar propriedades
destes que podem não ser válidas em espaços de Banach gerais.

2.2.21 (Formas lineares contínuas com domínio reflexivo)  180 Sejam I Á Ö!×
um espaço de Banach reflexivo sobre Š - Š e  uma aplicação linearÀ I Ä
contínua. Existe então  com  tal que .B − I mB m œ " ÐB Ñ œ m m! ! !- -
Em particular, na caracterização, em , de  como um supremo,2.1.30 m m-
podemos garantir que o supremo em questão é mesmo um máximo.
Dem: Se  podemos tomar para  um vetor arbitrário de norma  (por- œ ! B "!

exemplo  para  arbitrário). Suponhamos então queB œ B − I Ï Ö!×!
B

mBm

- Á !. Tendo em conta , podemos considerar uma aplicação linear2.1.62
contínua  com  e . Tendo em conta o! _ Š Š ! ! - -! ! !À ÐIà Ñ Ä m m œ " Ð Ñ œ m m
facto de  ser reflexivo podemos considerar  com I B − I mB m œ m m œ "! ! !!
tal que  tendo-se então! @! !œ ÐB Ñ

- @ - ! - -ÐB Ñ œ ÐB ÑÐ Ñ œ Ð Ñ œ m m! ! ! . 

2.2.22 (Dual dum espaço de Banach reflexivo separável) Seja  um espaço deI
Banach separável e reflexivo sobre o corpo . Tem-se então que o dualŠ
_ ŠÐIà Ñ é também separável.
Dem: Uma vez que  é uma aplicação linear contínua,@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ
concluímos de  que o dual  de  é também1.4.19 _ _ Š Š _ ŠÐ ÐIà Ñà Ñ ÐIà Ñ
separável e daqui decorre, por , que  é separável.2.1.73 _ ŠÐIà Ñ 

2.2.23 (Invariância por isomorfismo topológico) Sejam  e  dois espaços deI J
Banach e !À I Ä J I um isomorfismo topológico. Tem-se então que  é
reflexivo se, e só se,  é reflexivo.J
Dem: Basta demonstrar que  é reflexivo se  o for, uma vez que aJ I
recíproca resulta então de aplicar esta conclusão ao isomorfismo topológico
!"À J Ä I I. Suponhamos então que  é reflexivo e consideremos o
isomorfismo topológico

! _ ! _ Š _ Š‡ œ Ð à M. ÑÀ ÐJ à Ñ Ä ÐIà ÑŠ

cujo inverso é  (cf. )  Seja  uma! _ ! 0 _ Š Š‡ "" œ Ð à M. Ñ Þ À ÐJ à Ñ ÄŠ 2.1.45
aplicação linear contínua. Considerando a aplicação linear contínua

0 ! _ Š Š‰ À ÐIà Ñ Ä‡" ,

o facto de  ser reflexivo implica a existência de  tal que, para cadaI B − I
- _ Š 0 ! - -− ÐIà Ñ ‰ Ð Ñ œ ÐBÑ, venha . Tem-se então que o elemento‡"

C œ ÐBÑ − J − ÐJ à Ñs! - _ Š tem a propriedade de, para cada , para o qual
temos o correspondente , vir- - ! _ Šœ ‰ − ÐIà Ñs

180As aplicações lineares com valores no corpo  dos escalares também são designadasŠ
habitualmente por formas lineares.
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0 - 0 - ! ! 0 ! - ! 0 ! - - -Ð Ñ œ Ð ‰ ‰ Ñ œ Ð Ð ‰ ÑÑ œ ‰ Ð Ñ œ ÐBÑ œ ÐCÑs s s s" ‡ ‡" " ,

o que mostra que  representa . Provámos assim que  é reflexivo.C J0 

2.2.24 (Corolário — Invariância topológica da reflexividade) Se  é umI
espaço de Banach reflexivo, então  continua reflexivo se substituirmos aI
sua norma por outra equivalente.
Dem: Basta atender a que a aplicação identidade  é então umM.I
isomorfismo topológico de , com uma das normas, para  com, a outraI I
norma. 

2.2.25 (Exemplo) Se  é um espaço de Banach de dimensão finita então  éI I
reflexivo.
Dem: Tendo em conta , sendo  a dimensão de , então  é o2.1.51 8 I ÐIà Ñ_ Š
espaço vetorial de todas as aplicações lineares  e portanto tambémI Ä Š
tem dimensão finita . Do mesmo modo,  também tem8 Ð ÐIà Ñà Ñ_ _ Š Š
dimensão finita  pelo que a aplicação linear injetiva8

@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ

é necessariamente sobrejetiva, o que significa que o espaço de Banach  éI
reflexivo. 

Vamos agora examinar uma caracterização da reflexividade dos espaços
de Banach que será frequentemente mais cómoda de utilizar que a
definição. Começamos por examinar as formas bilineares dualizantes e o
conceito de ortogonalidade no contexto destas,

2.2.26 (Formas bilineares dualizantes e subdualizantes)  181 Sejam  e I J
espaços vetoriais normados sobre Š # Š e  uma aplicação bilinearÀ I ‚ J Ä
contínua.
Vamos dizer que  é  se a correspondente# dualizante na primeira variável
aplicação linear contínua

# E # _ Š # #s sœ Ð ÑÀI Ä ÐJ à Ñ ÐBÑÐCÑ œ ÐBß CÑ" , ,

(cf. ) for um isomorfismo topológico de  sobre .  É claro2.1.43 I ÐJ à Ñ_ Š 182

que quando isso acontecer o espaço vetorial normado  é necessariamenteI
um espaço de Banach, por isso acontecer a  (cf. .3)._ ŠÐJ à Ñ 2.2
Vamos dizer que  é  se a # dualizante na segunda variável aplicação bilinear
oposta , definida por , for dualizante na# Š # #9: 9:À J ‚ I Ä ÐCß BÑ œ ÐBß CÑ
primeira variável, por outras palavras, se a aplicação linear contínua

181Às aplicações bilineares com valores no corpo dos escalares é frequente dar-se o nome
de .formas bilineares
182De forma mais sugestiva, também é frequente traduzir esta propriedade dizendo que #
define  como o dual topológico de .I J
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# _ Š # #˜ ˜, ,À J Ä ÐIà Ñ ÐCÑÐBÑ œ ÐBß CÑ

for um isomorfismo topológico de  sobre . De acordo com o queJ ÐIà Ñ_ Š
referimos atrás, quando isso acontecer o espaço vetorial normado  éJ
necessariamente um espaço de Banach.
Mais geralmente, podemos dizer que  é # subdualizante na primeira variável
se a aplicação linear  for injetiva  e que  é subdualizante# _ Š #sÀI Ä ÐJà Ñ 183

na segunda variável se  for subdualizante na primeira variável, isto é, se a#9:

aplicação linear  for injetiva.#̃ _ ŠÀ J Ä ÐIà Ñ

2.2.27 (Exemplos triviais) a) Se  é um espaço vetorial normado então a opostaI
da aplicação bilinear contínua de avaliação

F _ Š Š F - -À I ‚ ÐIà Ñ Ä ÐBß Ñ œ ÐBÑ,

(cf. ) é sempre dualizante na segunda variável e subdualizante na2.1.34
primeira variável e  é dualizante na primeira variável se, e só se,  forF I
reflexivo.
b) Sendo  igual a  ou , considerado como espaço de Banach deŠ ‘ ‚
dimensão , a aplicação bilinear contínua ,  (a" À ‚ Ä ÐBß CÑ œ BC# Š Š Š #
multiplicação) é dualizante nas duas variáveis.
Dem: a) Nas notações de , a aplicação linear  é˜2.2.26 F _ Š _ ŠÀ ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ

a identidade e a aplicação linear  é a aplicação  queF _ _ Š Š @sÀI Ä Ð ÐIà Ñà Ñ
ocorre na definição da reflexividade em , sendo sempre injetiva por ser2.2.20
isométrica (cf. ).2.2.19
b) Tendo em conta a simetria da aplicação bilinear, basta mostrarmos que ela
é dualizante na primeira variável. A igualdade  implica que#sÐBÑÐ"Ñ œ B
B œ ! ÐBÑ œ ! À Ä Ð à Ñs s se  e portanto a injetividade de . Por outro# # Š _ Š Š
lado, dado , tem-se, com , para cada ,- _ Š Š - Š− Ð à Ñ B œ Ð"Ñ C −

- - - #ÐCÑ œ ÐC † "Ñ œ C Ð"Ñ œ BC œ ÐBÑÐCÑs ,

portanto . Fica assim provado que  é um- # # Š _ Š Šœ ÐBÑ À Ä Ð à Ñs s
isomorfismo, sendo mesmo um isomorfismo topológico uma vez que, como
vimos, o isomorfismo inverso está definido por ( )  e verifica# - -s œ Ð"Ñ"

portanto ( ) .l l œ l Ð"Ñl Ÿ m ms# - - -" 

2.2.28 (Ortogonal direito dum subconjunto) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre  e Š # ŠÀ I ‚ J Ä  uma aplicação bilinear contínua. Se
E § I E § J é um subconjunto arbitrário define-se um subconjunto , dito¼

ortogonal direito ortogonal do conjunto  (ou simplemente  de  se nãoE E
houver risco de confusão), por

E œ ÖC − J ± a ÐBß CÑ œ !×¼

B−E
 .#

183De forma mais sugestiva, se  define  como um subespaço vetorial do dual topoló-# I
gico de .J
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Tem-se então:
a) O ortogonal  é um subespaço vetorial fechado de .E J¼

b) Se , então .E § E § I E § E § Jw w ¼¼

c)  e, no caso em que  é subdualizante na segunda variável,g œ Ö!× œ J¼ ¼ #
I œ Ö!×¼ .
d) ÐE  E Ñ œ E  E N Á g ÐE Ñw w¼ ¼ ¼

4 4−N; mais geralmente, se  e  é uma
família de subconjuntos de , entãoI

Ð E Ñ œ E. ,
4−N 4−N

4
¼ ¼

4  .

Dem: As conclusões de b) e d) são triviais, tal como o é em c) o facto de se
ter . O facto de se ter  resulta de ser  para todog œ J Ö!× œ J Ð!ß CÑ œ !¼ ¼ #
o . Para cada ,  é um subespaço vetorial fechado de  por,C − J B − I ÖB× J¼

por, nas notações de , ser o kernel da aplicação linear contínua2.2.26
# ŠsÐBÑÀ J Ä g œ J. Uma vez que  é um subespaço vetorial fechado, a¼

conclusão de a) resulta de d), uma vez que, para ,  é a interseçãoE Á g E¼

dos subespaços vetoriais fechados  com . Por fim, mais uma vezÖB× B − E¼

nas notações de ,  é o kernel da aplicação linear ˜2.2.26 I ÀJ Ä ÐIà Ñ¼ # _ Š
pelo que, se  é subdualizante na segunda variável, aquela aplicação linear é#
injetiva e .I œ Ö!×¼ 

2.2.29 (Ortogonal esquerdo dum subconjunto) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre  e Š # ŠÀ I ‚ J Ä  uma aplicação bilinear contínua. Se
F § J F § J é um subconjunto arbitrário define-se um subconjunto , dito¼

ortogonal esquerdo ortogonal do conjunto  (ou simplemente  de  se nãoF F
houver risco de confusão), por

¼

C−F
F œ ÖB − I ± a ÐBß CÑ œ !× .#

É claro que  não é mais do que o ortogonal direito de  relativamente à¼F F

aplicação bilinear contínua oposta  pelo que podemos# Š9:À J ‚ I Ä
aplicar  para concluir que:2.2.28
a) O ortogonal  é um subespaço vetorial fechado de .¼F I

b) Se , então .F § F § J F § F § Iw w¼ ¼

c)  e, no caso em que  é subdualizante na primeira variável,¼ ¼g œ Ö!× œ I #
¼J œ Ö!×.
d) ¼ ¼ ¼w wÐF  F Ñ F Fœ  N Á g ÐF Ñ; mais geralmente, se  e  é uma4 4−N

família de subconjuntos de , entãoJ

¼

4−N 4−N

4Ð F Ñ œ. ,  .¼
4F

2.2.30 (Ortogonal do ortogonal) Sejam  e  espaços vetoriais normadosI J
sobre  e Š # ŠÀ I ‚ J Ä  uma aplicação bilinear contínua. Tem-se então:
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a) Se  então .E § I E § ÐE Ñ¼ ¼

b) Se  então .F § J F § Ð FÑ¼ ¼

c) Se  é um subespaço vetorial fechado  e se  é dualizante naI § I!
184 #

segunda variável então .¼
!
¼

!ÐI Ñ œ I

d) Se  é um subespaço vetorial fechado e se  é dualizante naJ § J! #
primeira variável então .Ð J Ñ œ J¼

! !
¼

Dem: As conclusões de a) e b) são triviais . Resta-nos então provar c), já185

que d) resulta de aplicar c) à aplicação bilinear contínua oposta
# Š9:

!À J ‚ I Ä I § I. Suponhamos então que  é um subespaço vetorial
fechado e que  é dualizante na segunda variável. Por a) já sabemos que#
I § ÐI Ñ B − I! !

¼
!
¼ . Para provar a igualdade consideramos agora  com

B Â I! !. Tendo em conta , podemos considerar uma aplicação linear2.1.63
contínua  tal que  e  para cada . O facto- Š - -À I Ä ÐB Ñ œ " ÐBÑ œ ! B − I! !

de estarmos a supor que  é dualizante na segunda variável garante a#
existência de  tal que  para cada . Tem-se então,C − J ÐBÑ œ ÐBß C Ñ B − I! !- #
para cada , , isto é , e o facto de se terB − I ÐBß C Ñ œ ÐBÑ œ ! C − I! ! ! !

¼# -

# -ÐB ß C Ñ œ ÐB Ñ Á ! B Â ÐI Ñ! ! ! !
¼

!
¼ mostra que . Ficou assim provado que se

tem efetivamente .¼
!
¼

!ÐI Ñ œ I 

A caracterização da reflexividade que examinamos em seguida é, de certo
modo, uma generalização do exemplo trivial na alínea a) de .2.2.27

2.2.31 (Caracterização alternativa da reflexividade) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados e # ŠÀ I ‚ J Ä  uma aplicação bilinear contínua
dualizante na segunda variável. Tem-se então que  é reflexivo se, e só se, I #
também for dualizante na primeira variável.
Dem: a) Vamos começar por supor que  é dualizante nas duas variáveis e#
consideremos os correspondentes isomorfismos topológicos # _ ŠsÀI Ä ÐJà Ñ
e  definidos em . Seja  uma aplicação#̃ _ Š 0 _ Š ŠÀ J Ä ÐIà Ñ À ÐIà Ñ Ä2.2.26
linear contínua arbitrária. Podemos então considerar a aplicação linear
contínua  e o elemento  tal que . Para cada˜ ˜0 # Š # 0 #‰ À J Ä B − I ÐB Ñ œ ‰s! !

- _ Š # -− ÐIà Ñ C − J ÐC Ñ œ vem então, considerando  tal que ,˜- -

0 - 0 # # # # -Ð Ñ œ ‰ ÐC Ñ œ ÐB ÑÐC Ñ œ ÐB ß C Ñ œ ÐC ÑÐB Ñ œ ÐB Ñs˜ ˜ ,- - - -! ! ! !

por outras palavras  representa a aplicação linear contínua . ProvámosB! 0
assim que  é um espaço reflexivo.I
b) Suponhamos, reciprocamente, que  é dualizante na segunda variável e#
que  é reflexivo. Sabemos assim que são isomorfismos topológicos asI
aplicações lineares  e  definidas#̃ _ Š @ _ _ Š ŠÀ J Ä ÐIà Ñ À I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ
respetivamente em  e . Temos que mostrar que a aplicação linear2.2.26 2.2.20

184Se  não for subespaço vetorial fechado a conclusão não pode ser verdadeira, tendoI!

em conta a conclusão da alínea a) de . Ver o exercício  adiante.2.2.29 2.2.7
185Do tipo “pai do filho de Zebedeu”…
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# _ ŠsÀI Ä ÐJà Ñ definida em  é também um isomorfismo topológico.2.2.26
Seja então  arbitrário. Consideremos a correspondente aplicação. _ Š− ÐJ à Ñ
linear contínua . Reparemos agora que, para cada˜. # _ Š Š‰ À ÐIà Ñ Ä"

B − I œ ÐBÑ C − Js tem-se  se, e só se, para todo o . #

. # #ÐCÑ œ ÐBÑÐCÑ œ ÐBß CÑs

se, e só se, para cada - _ Š− ÐIà Ñ

. # - # # - -Ð Ð ÑÑ œ ÐBß Ð ÑÑ œ ÐBÑ˜ ˜" "

se, e só se, para cada - _ Š− ÐIà Ñ

. # - @ -‰ Ð Ñ œ ÐBÑÐ Ñ˜"

se, e só se, . A existência e unicidade de  tal que˜. # @‰ œ ÐBÑ B − I"

. # @ _ _ Š Šœ ÐBÑ ÀI Ä Ð ÐIà Ñà Ñs  é assim uma consequência de  ser bijetiva
pelo que ficou provado que a aplicação linear contínua  é# _ ŠsÀI Ä ÐJà Ñ
bijetiva e, simultaneamente, que a respetiva inversa  está# _ Šs À ÐJ à Ñ Ä I"

definida por

# . @ . # @ _ # .s Ð Ñ œ Ð ‰ Ñ œ Ð Ð à M. ÑÐ ÑÑ" " " " "˜ ˜ Š

(cf. ), pelo que essa inversa é também contínua, e portanto2.1.44
# _ ŠsÀI Ä ÐJà Ñ é um isomorfismo topológico, como queríamos. 

2.2.32 (Corolário) Se  é um espaço de Banach reflexivo sobre o corpo I Š
então o seu dual _ ŠÐIà Ñ é também um espaço de Banach reflexivo.186

Dem: Como referido na alínea a) do exemplo , podemos considerar2.2.27
uma aplicação bilinear contínua

F _ Š Š F - -À I ‚ ÐIà Ñ Ä ÐBß Ñ œ ÐBÑ,

que é dualizante nas duas variáveis e então, aplicando  à aplicação2.2.31
bilinear contínua oposta desta, concluímos que o espaço de Banach _ ŠÐIà Ñ
também é reflexivo. 

2.2.33 (Lema do subespaço e do quociente) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š # Š e  uma aplicação bilinear contínua. SejamÀ I ‚ J Ä
K ÀI Ä K um espaço vetorial normado sobre  e  uma aplicação linearŠ 3
sobrejetiva tal que o subespaço vetorial

I œ Ð Ñ œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×! ker 3 3

de  seja fechado e consideremos em  a correspondente norma quocienteI K
(cf. ). Consideremos o subespaço vetorial fechado de 2.1.47 J

J œ I œ ÖC − J ± a ÐBß CÑ œ !×! !
¼

B−I!

#

186Ver adiante em  um recíproco deste resultado.2.2.35
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(cf. ). Tem-se então:2.2.28
a) Tem lugar uma aplicação bilinear contínua  definida por# Š! !À K ‚ J Ä

# 3 #!Ð ÐBÑß CÑ œ ÐBß CÑ.   (1)

b) Se  for dualizante na segunda variável então  é também dualizante na# #!
segunda variável.
c) Se  for dualizante nas duas variáveis então  é também dualizante nas# #!
duas variáveis.187

Dem: a) Para verificar que  está bem definida temos que ver que, se#!
C − J Bß B − I ÐBÑ œ ÐB Ñ ÐBß CÑ œ ÐB ß CÑ!

w w w e  verificam  então . Ora,3 3 # #
isso resulta de que se tem então , ou seja  donde,3ÐB  B Ñ œ ! B  B − Iw w

!

pela definição de ,J!

! œ ÐB  B ß CÑ œ ÐBß CÑ  ÐB ß CÑ# # #w w .

É simples verificar que  é bilinear e vamos mostrar que  é contínua. Ora,# #! !

como  é contínua, aberta e sobrejetiva (cf. ), podemos3À I Ä K 2.1.47
garantir que

3‚ M. ÀI ‚ J Ä K ‚ JJ ! !!

é também contínua aberta e sobrejetiva, e portanto finalizante (cf.  e1.11.8
1.11.6) pelo que a continuidade de  resulta da continuidade# Š! !À K ‚ J Ä
de  que, pela igualdade (1), é uma restrição da# 3 Š! J !‰ Ð ‚ M. ÑÀI ‚ J Ä

!

aplicação bilinear contínua .# ŠÀ I ‚ J Ä
b) Suponhamos que  é dualizante na segunda variável.#
Seja  tal que, nas notações de , , isto é,˜C − J ÐC Ñ œ ! − ÐKà Ñ! ! !!2.2.26 # _ Š
tal que  para todo o . Tem-se então#! !ÐDß C Ñ œ ! D − K

# # # 3˜ÐC ÑÐBÑ œ ÐBß C Ñ œ Ð ÐBÑß C Ñ œ !! ! ! !

para todo o , donde  e portanto . Ficou assim provado˜B − I ÐC Ñ œ ! C œ !# ! !

que a aplicação linear contínua  é injetiva.#̃ _ Š! !À J Ä ÐKà Ñ
Seja agora . Considerando- _ Š− ÐKà Ñ

_ 3 - - 3 _ ŠÐ à M. ÑÐ Ñ œ ‰ − ÐIà ÑŠ ,

vai existir  tal que , portanto tal que, para cada ,˜C − J ÐC Ñ œ ‰ B − I! !# - 3

- 3 #Ð ÐBÑÑ œ ÐBß C Ñ! .

Em particular, para cada ,B − I!

# - 3 -ÐBß C Ñ œ Ð ÐBÑÑ œ Ð!Ñ œ !! ,

187Repare-se que não afirmamos que a hipótese de  ser dualizante na primeira variável#
implique, por si só, que  tenha que ser dualizante na primeira variável. Poder-se-ia#!
estranhar esta falta de simetria dos papéis das duas variáveis mas ela resulta de termos
essencialmente partido de  e definido a partir daí  como o seu ortogonal.I J! !
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o que mostra que , e vemos que, para cada  vemC − I œ J D œ ÐBÑ − K! !!
¼ 3

# # # - 3 -˜ ,! ! ! ! !ÐC ÑÐDÑ œ ÐDß C Ñ œ ÐBß C Ñ œ Ð ÐBÑÑ œ ÐDÑ

isto é, . Ficou assim provado que  é um˜ ˜# - # _ Š! !! !ÐC Ñ œ À J Ä ÐKà Ñ
isomorfismo, tendo-se mesmo um isomorfismo topológico uma vez que o
isomorfismo inverso  está definido, como verificámos#̃ _ Š!

"
!À ÐKà Ñ Ä J

atrás, por

# - # - 3 # _ 3 -˜ ˜ ˜!
" " "Ð Ñ œ Ð ‰ Ñ œ Ð Ð à M. ÑÐ ÑÑŠ

sendo portanto contínuo. Provámos assim que  é dualizante na segunda#!
variável.
c) Vamos agora supor que  é dualizante nas duas variáveis. Pelo que vimos#
em b) já sabemos que  é dualizante na segunda variável pelo que apenas#!
nos falta verificar que  é também dualizante na primeira variável.#!
Seja  tal que , isto é, tal que  paraD − K ÐD Ñ œ ! − ÐJ à Ñ ÐD ß CÑ œ !s! ! ! ! !!# _ Š #
todo o . Sendo então  com , vem  paraC − J D œ ÐB Ñ B − I ÐB ß CÑ œ !! ! ! ! !3 #

todo o , ou seja , isto é, tendo em conta a alínea c) de C − J B − J! ! !
¼ 2.2.30

por  ser dualizante na segunda variável,  e . Ficou# 3B − I D œ ÐB Ñ œ !! ! ! !

assim provado que a aplicação linear contínua  é injetiva.# _ Šs ÀK Ä ÐJ à Ñ! !

Seja agora . Tendo em conta o teorema de Hahn-Banach (cf.. _ Š! !− ÐJ à Ñ
2.1.59 2.1.61 ou ), existe  tal que  e então existe. _ Š . .− ÐJ à Ñ œ9 ÎJ!

B − I œ ÐB Ñ ÐCÑ œ ÐB ß CÑ C − Js! ! ! tal que , isto é, tal que  para cada .. # . #
Tem-se então que o elemento  verifica, para cada ,D œ ÐB Ñ − K C − J! ! !3

# # # . .s ÐD ÑÐCÑ œ ÐD ß CÑ œ ÐB ß CÑ œ ÐCÑ œ ÐCÑ! ! ! ! ! ! ,

ou seja . Ficou assim provado que a aplicação linear contínua# .s ÐD Ñ œ! ! !

# _ Š #s ÀK Ä ÐJ à Ñ! ! ! é um isomorfismo pelo que, para mostrar que  é
dualizante na primeira variável resta-nos mostrar que a aplicação linear
inversa  também é contínua. Uma vez que, como# _ Šs À ÐJ à Ñ Ä K!

"
!

verificámos em , a norma de  é a norma quociente2.1.66 _ ŠÐJ à Ñ!

determinada pela aplicação linear sobrejetiva de kernel fechado

_ Š _ Š . .ÐJ à Ñ Ä ÐJ à Ñ È! ÎJ, ,
!

o que implica que a referida aplicação linear é finalizante (cf. ), para2.1.47
provar a continuidade  basta provar a continuidade da sua composta com#s!

"

aquela aplicação finalizante. Ora, essa continuidade resulta de que a
composta referida é, como verificámos atrás, a aplicação linear de _ ŠÐJ à Ñ
para  que a  associa , onde  é contínua.K Ð Ð ÑÑ À ÐJ à Ñ Ä Is s. 3 # . # _ Š" " 

2.2.34 (Subespaços e quocientes de um reflexivo) Seja  um espaço deI
Banach reflexivo. Tem-se então:
a) Sejam  um espaço vectorial e K 3À I Ä K uma aplicação linear
sobrejetiva com  subespaço vetorial fechado de  e conside-I œ Ð Ñ I! ker 3
remos em  a norma quociente. Tem-se então que  é um espaço de BanachK K
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reflexivo.
b) Se  é um subespaço vetorial fechado então  também é umI § I I! !

espaço de Banach reflexivo.
Dem: a) Podemos considerar um espaço de Banach  e uma aplicaçãoJ
bilinear contínua  dualizante nas duas variáveis, por exemplo# ŠÀ I ‚ J Ä
J œ ÐIà Ñ_ Š # e  a oposta da aplicação de avaliação (cf. a alínea a) de
2.2.27 2.2.33). Tendo em conta a alínea c) de , obtemos então um subespaço
vetorial  e uma aplicação bilinear contínua J § J ÀK ‚ J Ä! ! !# Š
dualizante nas duas variáveis e resulta então de  que  é um espaço de2.2.31 K
Banach reflexivo.
b) Podemos considerar um espaço de Banach  e uma aplicação bilinearJ
contínua  dualizante nas duas variáveis, por exemplo# ŠÀ J ‚ I Ä
J œ ÐIà Ñ_ Š # e  a aplicação de avaliação (cf. a alínea a) de ).2.2.27
Considerando o subespaço vetorial fechado ,  (cf. )J § J J œ I! ! !

¼ 2.2.29
resulta da alínea d) de  que  e portanto, considerando no2.2.30 J œ I!

¼
!

espaço vetorial quociente  a norma quociente, obtemos, tendo em contaJÎJ!

a alínea c) de , uma aplicação bilinear contínua 2.2.33 # Š! ! !À ÐJÎJ Ñ ‚ I Ä
dualizante nas duas variáveis e, aplicando  à aplicação bilinear oposta2.2.31
desta, concluímos que  é um espaço de Banach reflexivo.I! 

2.2 2.2.35 (Recíproco de .32) Seja  um espaço de Banach sobre o corpo I Š cujo
dual  seja reflexivo. Tem-se então que  também é reflexivo._ ŠÐIà Ñ I
Dem: Tendo em conta , podemos considerar uma aplicação linear2.2.19
isométrica , que é portanto um isomorfismo@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ
topológico sobre a sua imagem, a qual é assim um espaço de Banach, e
portanto fechada em . Uma vez que  é_ _ Š Š _ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ Ð ÐIà Ñà Ñ
reflexivo, por , resulta da alínea b) de  que a imagem referida é2.2.32 2.2.34
reflexiva e portanto, por , que  é reflexivo.2.2.23 I 

Vamos agora mostrar a equivalência entre a reflexividade de um espaço
de Banach complexo e a do mesmo quando considerado como espaço de
Banach real. Utilizaremos para isso o lema em , assim como aquele2.1.60
que examinamos a seguir.

2.2.36 (Lema) Sejam  e  espaços vetoriais complexos e I J # ‚À I ‚ J Ä  uma
aplicação bilinear contínua e consideremos a aplicação bilinear contínua
# ‘wÀ I ‚ J Ä  (naturalmente no sentido real) definida por

# #wÐBß CÑ œ dÐ ÐBß CÑÑ.

Tem-se então:
a) A aplicação  é dualizante (respetivamente subdualizante) na segunda#
variável se, e só se,  for dualizante (respetivamente subdualizante) na#w

segunda variável.
b) A aplicação  é dualizante (respetivamente subdualizante) na primeira#
variável se, e só se,  for dualizante (respetivamente subdualizante) na#w
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primeira variável.
Dem: Vamos provar apenas a), visto que b) resulta de aplicar a) à aplicação
bilinear oposta . Consideremos então a isometria linear# ‚9:À J ‚ I Ä
e _ ‚ _ ‘À Ñ Ä ÐIà Ñ‚ ‘ÐIà  referida no lema . Nas notações de ,2.1.60 2.2.26
para cada  e  tem-se entãoB − I C − J

# # # # e #˜ ˜ ˜ ,w wÐCÑÐBÑ œ ÐBß CÑ œ dÐ ÐBß CÑÑ œ dÐ ÐCÑÐBÑÑ œ Ð ÐCÑÑÐBÑ

ou seja  para cada . Concluímos assim que as˜ ˜# e #wÐCÑ œ Ð ÐCÑÑ C − J
aplicações lineares contínuas  e ˜ ˜# _ ‚ # _ ‘À J Ä ÐIà Ñ À J Ä ÐIà Ñ‚ ‘

w

verificam , e portanto também , pelo que a primeira˜ ˜ ˜ ˜# e # # e #w w"œ ‰ œ ‰
é um isomorfismo topológico (respetivamente é injetiva) se, e só se, a
segunda for um isomorfismo topológico (respetivamente for injetiva). 

2.2.37 (Reflexividade nos sentidos real e complexo) Se  é um espaço deI
Banach complexo então  é reflexivo se, e só se, for reflexivo como espaçoI
de Banach real.
Dem: Sejam  um espaço vetorial complexo e  uma aplicaçãoJ ÀI ‚ J Ä# ‚
bilinear contínua complexa dualizante na segunda variável, por exemplo
J œ ÐIà Ñ_ ‚ #‚  e  a oposta da aplicação linear de avaliação. Tendo em conta
a alínea a) do lema  a correspondente aplicação bilinear real2.2.36
# ‘ # #w wÀ I ‚ J Ä ÐBß CÑ œ dÐ ÐBß CÑÑ, definida por , é também dualizante na
segunda variável. Tendo em conta a alínea b) do mesmo lema e a
caracterização dos espaços reflexivos em , vemos agora que  é2.2.31 I
reflexivo como espaço de Banach complexo se, e só se,  for dualizante na#
primeira variável se, e só se,  for dualizante na primeira variável se, e só se,#w

I for reflexivo como espaço de Banach real. 

Vamos agora examinar um resultado profundo de Análise Funcional, o
teorema de Banach da aplicação aberta, onde vai ser essencial o facto de
os espaços vetoriais normados envolvidos serem completos e onde o
teorema de Baire vai jogar um papel essencial. Começamos por estabe-
lecer um lema elementar envolvendo caracterizações das aplicações
abertas no contexto da linearidade, onde a completude ainda não é
necessária, e um segundo, mais profundo, onde apenas necessitamos que o
domínio seja completo, e que, para além de ser utilizado na demonstração
do teorema de Banach referido, servirá também para estabelecer um
recíproco parcial deste.

2.2.38 (Lema) Sejam  e  espaços vetoriais normados e  umaI J ÀI Ä J-
aplicação linear. São então equivalentes as propriedades:
1)  é uma aplicação aberta (cf. );- 1.11.4
2)  é uma aplicação aberta em  (cf. );- ! − I 1.11.9
3) A imagem  da bola aberta  de  é uma vizinhança de  em-ÐF Ð!ÑÑ F Ð!Ñ I !" "

J ;
4) Existe  tal que, para cada &  ! <  !
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-ÐF Ð!ÑÑ ¨ F Ð!Ñ< <& ,

onde, naturalmente, no primeiro membro temos uma bola aberta de  e noI
segundo uma de .J
Quando estas se verificam a aplicação linear - é sobrejetiva.
Dem: A implicação 1) 2) resulta de  e e a implicação 2) 3) éÊ Ê1.11.10
uma consequência da definição de aplicação aberta num ponto, tendo em
conta o facto de  ser uma vizinhança de  em . Supondo que seF Ð!Ñ ! I"

verifica 3), podemos considerar &  ! ¨ F Ð!Ñ tal que  e então,-ÐF Ð!ÑÑ" &

lembrando , para cada ,2.1.8 <  !

- - -ÐF Ð!ÑÑ œ Ð<F Ð!ÑÑ œ < ÐF Ð!ÑÑ ¨ <F Ð!Ñ œ F Ð!Ñ< " " <& & ,

o que mostra que se verifica 4). Suponhamos agora que se verifica 4) e
provemos que a aplicação  é aberta, isto é, que é aberta num ponto - B!

arbitrário de  (cf. ). Sendo  uma vizinhaça de  em , podemosI Y B I1.11.10 !

considerar  tal que  e então, lembrando mais uma vez ,<  ! F ÐB Ñ § Y< ! 2.1.8

F Ð ÐB ÑÑ œ ÐB Ñ  F Ð!Ñ § ÐB Ñ  ÐF Ð!ÑÑ œ

œ ÐB  F Ð!ÑÑ œ ÐF ÐB ÑÑ § ÐYÑ
& &< ! ! < ! <

! < < !

- - - -

- - - ,

o que mostra que  é efetivamente uma viznhança de  em .- -ÐY Ñ ÐB Ñ J!

Observamos por fim que, quando a aplicação linear  é aberta, o-À I Ä J
facto de  ser uma vizinhança de  em  implica que o subespaço vetorialI ! I
- -ÐIÑ J ! J ÐIÑ œ J de  é uma vizinhança de  em , o que implica que  (cf.
2.1.29). 

2.2.39 (Meio caminho para o teorema de Banach) Sejam  um espaço deI
Banach,  um espaço vetorial normado e  uma aplicação linearJ ÀI Ä J-
contínua tal que a aderência da imagem da bola aberta ad  sejaÐ ÐF Ð!ÑÑÑ- "

uma vizinhança de  em . Tem-se então que  é uma aplicação aberta, em! J -
particular sobrejetiva.188

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
a) Seja &  ! tal que

adÐ ÐF Ð!ÑÑÑ- " ¨ F Ð!Ñ& .   (1)

O resultado ficará provado se mostrarmos que

-ÐF Ð!ÑÑ ¨ F Ð!Ñ# & ,   (2)

visto que então, lembrando 2.1.8, vem também

- - -ÐF Ð!ÑÑ œ Ð F Ð!ÑÑ œ ÐF Ð!ÑÑ ¨ F Ð!Ñ œ F Ð!Ñ
" " "

# # #
" # # Î#& &

188Repare-se que a diferença relativamente ao que se podia concluir do lema anterior é
que, em vez de estarmos a supor que a imagem da bola aberta é uma vizinhança de ,!
apenas supormos que a sua aderência é uma vizinhança de .!
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e portanto  será uma vizinhança de  em , pelo que bastará aplicar-ÐF Ð!ÑÑ ! J"

o lema .2.2.38
Para provarmos a inclusão (2), consideramos  arbitrário eC − F Ð!Ñ § J&

provaremos nas próximas alíneas que C − ÐF Ð!ÑÑÞ- #

b) Comecemos por fixar  tal que!   "$

$

$" 
 &,   (3)

o que é possível uma vez que a aplicação , Ó!ß "Ò Ä Ó!ß_Ò $ È $
$"  tem

limite  quando .! p !$
Vamos mostrar que se pode construir recursivamente uma sucessão ÐB Ñ8 8−

de vetores de  tal queI

mB m  "

mB  B m  8   #
"

mC  ÐB Ñm  8   "

"

8 8"
8"

8
8

,

, se 

, se .

   
&
$

- $

(4)

Subdem: A existência de  com  e  é umaB − I mB m  " mC  ÐB Ñm " " "- $
consequência da inclusão em (1) uma vez que, por ser ,  éC − F Ð!Ñ C&

aderente a . Suponhamos construídos os vetores  verifi--ÐF Ð!ÑÑ B ßá ß B" " 8

cando as condições (4) e construamos  de modo que os vetoresB8"

B ßá ß B ß B" 8 8" ainda verifiquem as condições (4). Ora, pela terceira
condição em (4), tem-se

½ ½ˆ ‰& & & &

$ $ $ $
- - $ &

8 8 8 88 8
8C  B œ mC  ÐB Ñm  œ

ou seja,

& &

$ $
- -

8 8 8 "C  B − F Ð!Ñ § Ð ÐF Ð!ÑÑÑˆ ‰ & ad ,

pelo que podemos considerar  tal queA − F Ð!Ñ8 "

½ ½ˆ ‰& &

$ $
- - $&

8 8 8 8C  B  ÐA Ñ 

e, definindo

B œ B  A8" 8 8

8$

&
,

obtemos

mB  B m œ mA m 
"

8" 8 8

8
8$

& &
$

e
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mC  ÐB Ñm œ C  B œ

œ C  B  ÐA Ñ 

 ‚ œ

- -
$ & &

& $ $
$ & &

& $ $
- -

$

&
$& $

8" 8"

8

8 8

8

8 8 8 8

8
8"

½ ½ˆ ‰
½ ½ˆ ‰

,

o que termina a construção recursiva da sucessão.
c) Reparando agora que  a segunda condição em (4) pode ser!  $  " e que
escrita na forma mB  B m Ÿ8" 8

" 8
& $ , estamos em condições de aplicar o

lema 1.7.15 para concluir, por um lado, que a sucessão  é de CauchyÐB Ñ8 8−

e, por outro, considerando nesse lema  e lembrando a desigualdade (3),8 œ "w

que, para cada ,8 − 

mB  B m Ÿ ‚  "
"

" 
8 "

& $

$
,

de onde deduzimos que

mB m œ mB  ÐB  B Ñm Ÿ mB m  mB  B m  mB m  "8 " 8 " " 8 " " .   (5)

O facto de  ser completo implica a existência de  tal que . PelaI B − I B pB8

continuidade da norma tem-se , donde, pela primeiramB mpmBm8

desigualdade em (4),

mBm Ÿ mB m  "  #" ,

e pela continuidade de  tem-se . Uma vez que 0, a- - - $ÐB Ñp ÐBÑ p8
8

terceira desigualdade em (4) implica que , ou seja ,mC  ÐB Ñmp ! ÐB Ñp C- -8 8

o que, pela unicidade do limite, garante que . Ficou assim provadoC œ ÐBÑ-
que , que é precisamente o objetivo apontado em a).C − ÐF Ð!ÑÑ- # 

2.2.40 (Teorema de Banach da aplicação aberta) Sejam  e  dois espaçosI J
de Banach e  uma aplicação linear contínua sobrejectiva. Tem-se-À I Ä J
então que  é uma aplicação aberta.-
Dem: Uma vez que o espaço de Banach  é a união de todas as bolas I F Ð!Ñ8

com em-se8 − ß t

J œ ÐIÑ œ Ð F Ð!ÑÑ œ ÐF Ð!ÑÑ § Ð ÐF Ð!ÑÑÑ- - - - ad ,. . .
8− 8− 8−

8 8 8

  

pelo que, por  ser um espaço de Baire (cf. ), deduzimos que existeJ 1.10.3
8 − Ð ÐF Ð!ÑÑÑ J - tal que o fechado ad  de  tenha um ponto interior8

C œ ÐB Ñ! !- . Tendo em conta o facto de a translação  ser um7C!

homeomorfismo de  sobre  (cf. ) assim como as propriedadesJ J 2.1.19
gerais dos homeomorfismos em , concluímos daqui que  é1.4.42 ! œ C  C! !

interior a



§2. Espaços de Banach 341

ad ad
ad ad .

Ð ÐF Ð!ÑÑÑ  C œ Ð ÐF Ð!ÑÑ  ÐB ÑÑ œ

œ Ð ÐF Ð!Ñ  B ÑÑ œ Ð ÐF ÐB ÑÑÑ

- - -

- -
8 ! 8 !

8 ! 8 !

Mas, para cada , tem-se  dondeB − F ÐB Ñ B  B − F Ð!Ñ8 ! ! 8

mBm œ mÐB  B Ñ  B m Ÿ mB  B m  mB m Ÿ 8  mB m! ! ! ! ! ,

pelo que, ponto , tem-se , donde também= œ 8  mB m F ÐB Ñ § F Ð!Ñ! 8 ! =

ad ad ,Ð ÐF ÐB ÑÑÑ § Ð ÐF Ð!ÑÑÑ- -8 ! =

o que mostra que ad  é também uma vizinhança de  em . UmaÐ ÐF Ð!ÑÑÑ ! J- =

vez que as homotetias  de  e de  são homeomorfismos (cf. )3"Î= I J 2.1.23
podemos concluir que

adÐ- - - -ÐF Ð!ÑÑÑ œ Ð Ð F Ð!ÑÑÑ œ Ð ÐF Ð!ÑÑÑ œ Ð ÐF Ð!ÑÑ
" " "

= = =
" = = =ad ad ad

é uma vizinhança de  em , pelo que aplicando  concluímos que  é! J 2.2.39 -
uma aplicação aberta. 

2.2.41 (Corolário) Sejam  e  espaços de Banach e  uma aplicaçãoI J ÀI Ä J-
linear contínua bijectiva. Tem-se então que - é mesmo um isomorfismo
topológico, isto é, a aplicação linear  é também contínua.-"À J Ä I
Dem: Tendo em conta , a aplicação linear contínua  é também aberta,2.2.40 -
portanto, por ser bijectiva, é um homeomorfismo. 

2.2.42 (Caracterização alternativa das aplicações bilineares dualizantes)
Sejam  e  espaços de Banach sobre  e  uma aplicaçãoI J ÀI ‚ J ÄŠ # Š
bilinear contínua. Tem-se então que  é dualizante na primeira variável (cf.#
2.2.26) se, e só se, para cada aplicação linear contínua , existe um- ŠÀ J Ä
único elemento  tal que  para todo o .B − I ÐCÑ œ ÐBß CÑ C − J- #
Consequentemente, aplicando esta conclusão à aplicação bilinear oposta,  é#
dualizante na segunda variável se, e só se, para cada aplicação linear
contínua , existe um único elemento  tal que . Š . #À I Ä C − J ÐBÑ œ ÐBß CÑ
para todo o .B − I
Dem: Tem lugar uma aplicação linear contínua  definida# ŠsÀI Ä ÐJà Ñ_
por , a condição do enunciado corresponde a afirmar que# #sÐBÑÐCÑ œ ÐBß CÑ
esta aplicação é bijetiva e o facto de  ser dualizante na primeira variável#
corresponden a afirmar que esta aplicação é um isomorfismo topológico.
Uma vez que  e  são espaços de Banach a equivalência queI ÐJ à Ñ_ Š
enunciamos é uma consequência do corolário .2.2.41 

2.2.43 (Teorema do gráfico fechado) Sejam  e  espaços de Banach eI J
- -À I Ä J  uma aplicação linear. Tem-se então que  é contínua se, e só se, o
gráfico

K œ ÖÐBß CÑ − I ‚ J ± C œ ÐBÑ×- -
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é fechado em .I ‚ J 189

Dem: Repare-se que o facto de  ser uma aplicação linear implica-
trivialmente que  é um subespaço vetorial de . Uma dasK I ‚ J-

implicações no enunciado é válida, mais geralmente, no quadro das
aplicações contínuas com valores num espaço topológico de Hausdorff:
Supondo que  é contínua, podemos utilizar o facto de o conjunto-À I Ä J
diagonal

?J
w wœ ÖÐCß C Ñ − J ‚ J ± C œ C ×

ser fechado em  (cf. ) e a caracterização alternativaJ ‚ J 1.5.4

K œ ÖÐBß CÑ − I ‚ J ± Ð ÐBÑß CÑ − ×- - ?J

para deduzir que  é fechado em . Suponhamos agora que  éK I ‚ J K- -

fechado em . Consideremos em  a norma do máximo, referidaI ‚ J I ‚ J
em , que sabemos definir em  a topologia produto e,2.1.12 I ‚ J
relativamente à qual,  também é um espaço de Banach (cf. ). OI ‚ J 2.2.9
facto de o subespaço vetorial  de  ser fechado em  implicaK I ‚ J I ‚ J-

que  é também um espaço de Banach. Ora, a restrição da primeiraK-

projecção  é uma aplicação linear contínua bijectiva de 1"À I ‚ J Ä I K-

sobre  e portanto, por , é um isomorfismo topológico. DeduzimosI 2.2.41
daqui que a aplicação linear  é contínua, por ser a composta da-À I Ä J
aplicação linear contínua segunda projecção  com a1#À I ‚ J Ä J
aplicação linear inversa da restrição de  a .1" K- 

Vamos agora  utilizar de novo o resultado , que serviu de suporte à2.2.39
demonstração do teorema de Banach da aplicação aberta, para demonstrar
um recíproco parcial deste teorema.

2.2.44 (Recíproco parcial do teorema de Banach da aplicação aberta) Sejam
I J um espaço de Banach,  um espaço vetorial normado e -À I Ä J  uma
aplicação linear contínua e aberta. Então  é também um espaço de Banach.J

Dem: Seja  um completado vetorial de  definido pela aplicação linearJ Js

0À J Ä Js  (cf. ), completado vetorial esse cuja existência foi estabele-2.1.13
cida em , e recordemos que  é um isomorfismo topológico de  sobre2.1.19 0 J

0 0ÐJÑ ÐJÑ Js, com  denso em .
Notemos com o símbolo  as bolas abertas do subespaço vetorial ,F ÐJÑw 0
reservando o símbolo  “sem linha” para as bolas dos espaços vetoriais , F I J

e , e utilizemos o símbolo ad para designar as aderências relativa a .J Js s

O facto de  ser um isomorfismo topológico de  sobre , em particular0 0J ÐJÑ
uma aplicação aberta, implica que  é uma aplicação aberta, o0 - 0‰ ÀI Ä ÐJÑ
que garante a existência de  tal que&  !

189Para um resultado do mesmo tipo, fora do contexto da linearidade, ver os exercícios
1.5.9 1.6.13 e .
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0 -‰ ÐF Ð!ÑÑ ¨ F Ð!Ñ"
w
& .   (1)

Reparemos agora que

adÐF Ð!ÑÑ ¨ F Ð!Ñw
& &

já que, se  e  é uma vizinhança arbitrária de  em , entãoC − F Ð!Ñ Z C Js&

Z  F Ð!Ñ C J ÐJÑs
&  também é uma vizinhança de  em  e portanto, por  ser0

denso em ,Js

Z  F Ð!Ñ œ Z  F Ð!Ñ  ÐJÑ Á gw
& & 0 ,

o que mostra que  é aderente a . Concluímos agora de (1) queC F Ð!Ñw
&

ad adÐ ‰ ÐF Ð!ÑÑÑ ¨ ÐF Ð!ÑÑ ¨ F Ð!Ñ0 - "
w
& &

pelo que resulta de  que  é sobrejetiva, portanto, por ser2.2.39 0 -‰ ÀI Ä Js

0 - 0 0‰ ÐIÑ § ÐJÑ JÑ œ Js, vem ( . Considerando então o isomorfismo
topológico , o facto de  ser um espaço de Banach implica que0"À J Ä J Js s

J  também é um espaço de Banach (cf. ).2.2.3 

2.2.45 (Corolário) Sejam  um espaço de Banach,  um espaço vetorial eI K
3À I Ä K uma aplicação linear sobrejetiva tal que o kernel

J œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×3

seja um subespaço vetorial fechado. Considerando em  a norma quocienteK
(cf. ), tem-se então que  é também um espaço de Banach.2.1.47 K 190

Em particular, se  é um espaço de Banach e I J § I é um subespaço veto-
rial fechado então considerando no espaço vetorial quociente  a normaIÎJ
quociente,  é também um espaço de Banach.IÎJ
Dem: Trata-se de uma consequência de  uma vez que, como se2.2.44
verificou em , a aplicação linear canónica  é contínua e2.1.47 3À I Ä K
aberta. 

Lembremos que se  é um espaço vetorial afirmar que tem lugar umaI
soma direta , com  e  subespaços vetoriais, corresponde aI œ J ŠK J K
dizer que cada elemento  se decompõe de maneira única como umaB − I
soma  com  e . No caso em que  é um espaçoB œ C  D C − J D − K I
vetorial normado certas decomposições em soma direta de subespaços,
que estudaremos em seguida, têm propriedades especiais de compatibili-
dade com a topologia de , sendo por esse motivo designadas por somasI
diretas topológicas. No caso particular em que  é um espaço de BanachI
o estudo destas últimas é consideravelmente clarificado por aplicação do
teorema de Banach da aplicação aberta (ou, mais precisamente, do seu
corolário ).2.2.41

190Observe-se que, no caso em que o espaço de Banach  é reflexivo, esta conclusão jáI
foi obtida na alínea a) de .2.2.34
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2.2.46 (Observações algébricas sobre somas diretas) Sejam  um espaçoI
vetorial e JßK § I dois subespaços vetoriais.
a) Podemos considerar uma aplicação linear , definida por5À J ‚ K Ä I
5ÐCß DÑ œ C  D, e, se tivermos presente a definição de soma direta, concluí-
mos que dizer que tem lugar a soma direta  é equivalente a dizerI œ J ŠK
que a aplicação linear  é um isomorfismo.5À J ‚ K Ä I
b) No caso em que tem lugar a soma direta  ficam definidasI œ J ŠK
aplicações lineares  e  pela condição de se ter, para1 1J KÀI Ä J ÀI Ä K
cada ,B − I

B œ ÐBÑ  ÐBÑ1 1J K ,

com  e  (as ) e1 1J KÐBÑ − J ÐBÑ − K projeções associadas à soma direta
estas aplicações lineares não são mais do que as compostas do isomorfismo
5 1"

"À I Ä J ‚K ÀJ ‚ K Ä J com as projeções canónicas  e
1#À J ‚ K Ä K, em particular são sobrejetivas.191

c) Repare-se que, no caso em que temos a soma directa , asI œ J ŠK
projeções associadas  e , quando encaradas como aplicações lineares1 1J K

I Ä I, verificam a identidade

1 1J K I œ M.   (1)

tendo-se, além disso, para cada ,B − I

B − J Í ÐBÑ œ B Í ÐBÑ œ !

B − K Í ÐBÑ œ B Í ÐBÑ œ !

1 1

1 1
J K

K J

,
,

em particular,  e .1 1J KÐIÑ œ J ÐIÑ œ K
Subdem: Temos uma consequência simples de (1) e de que se  entãoB − J
vem  com  e se  então vem  com .B œ B  ! ! − K B − K B œ !  B ! − J 
d) Sejam  e  espaços vetoriais e  e  duas aplicaçõesI J ÀI Ä J ÀJ Ä I! "
lineares tais que  para cada . Tem-se então que  é! " !Ð ÐCÑÑ œ C C − J
sobrejetiva e  é injetiva, em particular um isomorfismo de  sobre" J
" ! "ÐJÑ § I ÐJÑ, e o inverso deste isomorfismo é a restrição de  a . Além
disso,  considerando o kernel

kerÐ Ñ œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×! ! ,

tem lugar a soma direta

I œ ÐJÑ Š Ð Ñ" !ker

com projeções associadas  e  definidas respetiva-I Ä ÐJÑ I Ä Ð Ñ" !ker
mente por

B È Ð ÐBÑÑ B È B  Ð ÐBÑÑ" ! " !, .

191Repare-se que a notação  (ou ) tem a limitação de não explicitar que a projecção1 1J K

depende não apenas do subespaço  mas também do complementar .J K
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Subdem: O facto de  ser sobrejetiva resulta de que se  a igualdade! C − J
C œ Ð ÐCÑÑ C − ÐIÑ! " ! " mostra que . O facto de  ser injetiva, e portanto um
isomorfismo de  sobre , resulta de que se  vemJ ÐJÑ § I ÐCÑ œ !" "

C œ Ð ÐCÑÑ œ Ð!Ñ œ !! " ! .

Além disso, se , portanto  com  vemos queB − ÐJÑ B œ ÐCÑ C − J" "

" ! " !"ÐBÑ œ C œ Ð ÐCÑÑ œ ÐBÑ

e portanto a restrição de  a  é efetivamente o isomorfismo inverso de! "ÐJÑ
" "À J Ä ÐJÑ B − I. Quanto à soma direta basta repararmos que, dado , vem

B œ Ð ÐBÑÑ  ÐB  Ð ÐBÑÑÑ" ! " ! ,

com  e" ! "Ð ÐBÑÑ − ÐJÑ

! " ! ! ! " ! ! !ÐB  Ð ÐBÑÑÑ œ ÐBÑ  Ð Ð ÐBÑÑÑ œ ÐBÑ  ÐBÑ œ !,

isto é,  e, se fosse  com  eB  Ð ÐBÑÑ − Ð Ñ B œ B  B B − ÐJÑ" ! ! "ker w ww w

B − Ð Ñww ker ! , então

" ! " ! " ! " " "Ð ÐBÑÑ œ Ð ÐB ÑÑ  Ð ÐB ÑÑ œ Ð ÐB ÑÑ  Ð!Ñ œ Bw ww " w w

e portanto .B œ B  B œ B  Ð ÐBÑÑww w " ! 
e) Como caso particular do referido em d), vemos que, se  é um espaçoI
vetorial,  um subespaço vetorial e  uma aplicação linear talJ § I ÀI Ä J1
que  para cada  então, sendo1ÐBÑ œ B B − J

K œ Ð Ñ œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×ker 1 1 ,

tem lugar a soma direta  para a qual  e .I œ J ŠK œ œ M. 1 1 1 1J K I

2.2.47 (Somas diretas topológicas) Sejam  um espaço vetorial normado eI
JßK § I subespaços vetoriais tais que tenha lugar a soma direta
I œ J ŠK ÀJ ‚ K Ä I. Considerando o correspondente isomorfismo ,5
que é contínuo (cf. ), e as projecções associadas  e2.1.18 1J ÀI Ä J
1KÀI Ä K, são equivalentes as propriedades seguintes:
1)  é um isomorfismo topológico;5À J ‚ K Ä I
2) A aplicação linear  é contínua;1J ÀI Ä J
3) A aplicação linear  é contínua.1KÀI Ä K
Quando estas propriedades se verificarem, dizemos que a soma direta é uma
soma direta topológica. É claro que então  é então também umaI œ K Š J
soma direta topológica.
Dem: A equivalência entre 2) e 3) é uma consequência de se ter
1 1 1 1K I J J I Kœ M.  œ M.  e . O facto de 1) implicar 2), e portanto 3),
resulta de  ser a composta das aplicações lineares contínuas primeira1J

projeção  e . O facto de 2), ou 3), implicaremJ ‚K Ä J ÀI Ä J ‚K5"

1), resulta de que, para cada , tem-se .B − I ÐBÑ œ Ð ÐBÑß ÐBÑÑ5 1 1"
J K 
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2.2.48 Sejam  um espaço vetorial normado e I JßK § I dois subespaços
vetoriais tais que tenha lugar a soma direta . Tem-se então:I œ J ŠK
a) Se a soma direta é topológica, então  e  são subespaços vetoriaisJ K
fechados de  e as projeções associadas  e , além deI ÀI Ä J ÀI Ä K1 1J K

contínuas são abertas, em particular sobrejetivas.
b) (Banach) Se  é um espaço de Banach e  e  são subespaços vetoriaisI J K
fechados de , então a soma direta é topológica.I
Dem: Se a soma direta é topológica, o facto de  e  serem fechados resultaJ K
das caracterizações

J œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !× K œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×1 1K J, ,

onde  e  são aplicações lineares contínuas e o facto de  e1 1 1J K J ÀI Ä J
1KÀI Ä K serem abertas e sobrejetivas resulta de se tratarem das compostas
do isomorfismo topológico  com as projeções canónicas5"À I Ä J ‚K
J ‚K Ä J J ‚K Ä K e , respetivamente, que sabemos serem aplicações
abertas e sobrejetivas. Suponhamos agora que  é um espaço de Banach eI
que  e  são subespaços vetoriais fechados, portanto também espaços deJ K
Banach. Tem-se então que  também é um espaço de Banach com aJ ‚K
norma do máximo, que define a topologia produto (cf. ), pelo que2.2.9
concluímos do corolário do teorema de Banach da aplicação aberta (cf.
2.2.41) que o isomorfismo contínuo  é um isomorfismo5À J ‚ K Ä I
topológico, e portanto a soma direta é uma soma directa topológica. 

2.2.49 (Subespaços vetoriais topologicamente complementados) Sejam  umI
espaço vetorial normado e  um subespaço vetorial. Dizemos que  éJ J
topologicamente complementado se existir um subespaço vetorial K § I tal
que tenha lugar a soma direta topológica . Tem-se então:I œ J ŠK
a) Se  é topológicamente complementado então  é um subespaço vetorialJ J
fechado de .I
b) O subespaço vetorial  é topologicamente complementado se, e só se,J
existir uma aplicação linear contínua  tal que  para cada1 1À I Ä J ÐBÑ œ B
B − J I J (uma  de  sobre ).projecção linear contínua
c) No caso em que  é um espaço de Banach, o subespaço vetorial  éI J
topologicamente complementado se, e só se, for fechado e existir um
subespaço vetorial fechado  tal que tenha lugar a soma direta K I œ J ŠK.
d) Se  é um subespaço vetorial de dimensão finita de  então  éJ I J
topologicamente complementado.192

Dem: a) Temos uma consequência direta da alínea a) de .2.2.48
b) Se  é topologicamente complementado então basta tomar para J ÀI Ä J1
a projeção  associada a uma soma direta topológica  (cf.1J I œ J ŠK
2.2.47). Suponhamos, reciprocamente, que existe uma aplicação linear
contínua  tal que  para cada . Sendo1 1À I Ä J ÐBÑ œ B B − J

K œ Ð Ñ œ ÖB − I ± ÐBÑ œ !×ker 1 1 ,

192Ver a alínea b) do exercício  adiante para outro resultado no mesmo espírito.2.2.5
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o que referimos na alínea e) de  garante que tem lugar a soma direta2.2.46
I œ J ŠK œ, para a qual  e o facto de esta soma direta ser topológica1 1J

é uma consequência da caracterização na alínea 2) de .2.2.47
c) No caso em que  é topologicamente complementado, podemosJ
considerar uma soma direta topológica  e então, pela alínea a) deI œ J ŠK
2.2.48,  e  são subespaços vetoriais fechados de . Reciprocamente, se J K I J
for um subespaço vetorial fechado do espaço de Banach  e existir umI
subespaço vetorial fechado  com  resulta da alínea b) de K I œ J ŠK 2.2.48
que esta soma direta é topológica e portanto que  é topologicamenteJ
complementado.
d) Se  é um subespaço vetorial de dimensão finita de  o corolário doJ I
teorema de Hahn-Banach em  aplicado à aplicação identidade2.1.64
M. À J Ä JJ  garante a existência de uma aplicação linear contínua
1À I Ä J J J cuja restrição a  seja a identidade o que, por b), garante que  é
topologicamente complementado. 

O resultado que examinamos a seguir não está relacionado com o teorema
de Banach da aplicação aberta mas, tal como este, é uma aplicação do
teorema de Baire.

2.2.50 (Teorema de Banach-Steinhaus da limitação uniforme) Sejam  umI
espaço de Banach,  um espaço vetorial normado e J Ð-3 3−MÑ  uma família
arbitrária de aplicações lineares contínuas . Tem-se então que o-3À I Ä J
conjunto dos  é limitado no espaço vetorial normado  se, e só se,- _3 ÐIà JÑ
para cada , o conjunto dos  é limitado em .B − I ÐBÑ J-3

Dem: Comecemos por supor que o conjunto do  é limitado em ,- _3 ÐIà JÑ
portanto que existe  tal que, para cada , . Para cadaQ   ! 3 − M m m Ÿ Q-3

B − I 3 − M, tem-se então, para todo o ,

m ÐBÑm Ÿ m mmBm Ÿ QmBm- -3 3

o que mostra que o conjunto dos  é limitado em .-3ÐBÑ J
Suponhamos, reciprocamente, que, para cada , o conjunto dos  éB − I ÐBÑ-3

limitado em . Para cada natural , seja ,J 8 G § I8

G œ ÖB − I ± m ÐBÑm Ÿ 8 3 − M×8 3- , para cada ,

conjunto que é fechado em  por ser a intersecção de uma família deI
fechados, indexada em . Para cada  o facto de o conjunto dos3 − M B − I
-3 8ÐBÑ 8 B − G ser limitado implica a existência de  tal que . Concluímos
assim que a união dos fechados  é igual a  pelo que, por  ser umG I I8

espaço de Baire , vai existir  tal que int . Podemos asim(cf. )1.10.3 8 ÐG Ñ Á g8

considerar  e  tais que . Para cada ,B − I <  ! F ÐB Ñ § G B − F Ð!Ñ! < ! 8 <

tem-se então que  e  pertencem a , e portanto a , pelo que,B B  B F ÐB Ñ G! ! < ! 8

para cada ,  e , donde3 − M m ÐB Ñm Ÿ 8 m ÐB  BÑm Ÿ 8- -3 ! 3 !
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m ÐBÑm œ m ÐB  BÑ  ÐB Ñm Ÿ m ÐB  BÑm  m ÐB Ñm Ÿ #8- - - - -3 3 ! 3 ! 3 ! 3 ! .

Vamos ver que este último facto implica que, para cada , , o3 − M m m Ÿ-3
#8
<

que mostrará que o conjunto dos  é limitado em . Para isso, temos- _3 ÐIà JÑ
que verificar que, para cada  e , tem-se . Ora,3 − M B − I m ÐBÑm Ÿ mBm-3

#8
<

esta desigualdade é trivial se  e, no caso em que , ela resulta deB œ ! B Á !
que se tem , dondem m œ <<B

mBm

< <B

mBm mBm
m ÐBÑm œ m Ð Ñm Ÿ #8- -3 3 ,

isto é, .m ÐBÑm Ÿ mBm-3
#8
< 

2.2.51 (Corolário) Sejam  um espaço de Banach,  um espaço vetorialI J
normado e  uma Ð Ñ- 8 8− -sucessão de aplicações lineares contínuas
-  -8 8À I Ä J B − I ÐBÑ − J tal que, para cada , a -sucessão de elementos 
convirja para um elemento . Tem-se então:-ÐBÑ − J
a) O conjunto dos  é limitado em ;- _8 ÐIà JÑ
b) A aplicação  definida atrás é linear contínua.-À I Ä J 193

Dem: Dados  e o escalar , as sucessões de elementosBß C − I +

- - - - -8 8 8 8 8ÐB  CÑ œ ÐBÑ  ÐCÑ Ð+BÑ œ + ÐBÑ, ,

convergem para  e , respectivamente, o que implica que- - -ÐBÑ  ÐCÑ + ÐBÑ
- - - - - -ÐB  CÑ œ ÐBÑ  ÐCÑ Ð+BÑ œ + ÐBÑ ÀI Ä J e , ou seja, a aplicação  é
linear. Notemos agora que, para cada , o conjunto do , comB − I ÐBÑ-8

8 − J m ÐBÑmp m ÐBÑm 8 - -, é limitado em , uma vez que, por ser , existe 8 !

tal que, para cada , , e então todos os reais8   8 m ÐBÑm Ÿ m ÐBÑm  "! 8- -
m ÐBÑm 8-8 ! são menores ou iguais ao máximo dos  números

m ÐBÑm  "ß m ÐBÑmßá ß m ÐBÑm- - -" 8 "!
.

O teorema de Banach-Steinhaus garante assim que existe  tal que,Q   !
para todo o , . Para cada , tem-se assim, para todo o ,8 m m Ÿ Q B − I 8-8

m ÐBÑm Ÿ QmBm m ÐBÑmp m ÐBÑm m ÐBÑm Ÿ QmBm- - - -8 8, e, por ser , vem , o
que mostra que a aplicação linear  é contínua.-À I Ä J 

2.2.52 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial normado sobre I Š e  umaÐB Ñ3 3−M

família arbitrária de vetores de . Tem-se então que o conjunto dos vetoresI
B I − ÐIà Ñ3 é limitado em  se, e só se, para cada , o conjunto dos- _ Š
escalares  é limitado em .- ŠÐB Ñ3
Dem: Consideremos a aplicação linear isométrica @ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ
definida em  e lembremos que  é um espaço de Banach. O2.2.19 _ ŠÐIà Ñ

193Não afirmamos, no entanto, que se tenha  em . Para um contra-- - _8 Ä ÐIà J Ñ
exemplo, ver o exercício  adiante. Também não se deve esperar que este resultado2.5.10
seja válido para sucessões generalizadas gerais em vez de -sucessões (cf. o exercício
2.2.14 adiante).
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facto de  ser isométrica implica que o conjuntos dos  é limitado em  se,@ B I3

e só se, o conjunto dos  for limitado em  e, tendo em@ _ _ Š ŠÐB Ñ Ð ÐIà Ñà Ñ3

conta o teorema de Banach-Steinhaus, isso acontece se, e só se, para cada
- _ Š - @ - Š− ÐIà Ñ ÐB Ñ œ ÐB ÑÐ Ñ o conjunto dos  for limitado em .3 3 

2.2.53 (Aplicações bilineares separadamente contínuas) Sejam  um espaçoI
de Banach,  e  espaços vetoriais normados e J K 0À I ‚ J Ä K uma
aplicação bilinear , isto é, tal que:separadamente contínua
1) Para cada , a aplicação linear , , é contínua;C − J ÀI Ä K B È ÐBß CÑ0 0C

2) Para cada , a aplicação linear , , é contínua.B − I ÀJ Ä K C È ÐBß CÑB0 0

Tem-se então que  é bilinear contínua.0À I ‚ J Ä K 194

Dem: Para cada , com , podemos considerar a aplicação linearC − J mCm œ "
contínua . Dado  arbitrário, tem-se, para todo o ,0 _C − ÐIàKÑ B − I C − J
com ,mCm œ "

m ÐBÑm œ m ÐBß CÑm œ m ÐCÑm Ÿ m mmCm œ m m0 0 0 0 0C B B B ,

pelo que o conjunto dos , com  e , é limitado em .0CÐBÑ C − J mCm œ " K
Podemos assim aplicar o teorema de Banach-Steinhaus  para garantir2.2.50
que o conjunto das aplicações lineares , com , é limitado em0C mCm œ "
_ÐIàKÑ Q   ! C − J mCm œ ", pelo que existe  tal que, para cada , com ,
m m Ÿ Q0C . Vamos verificar que se pode deduzir daqui que, quaisquer que
sejam  e , tem-se , o que mostrará que aB − I C − J m ÐBß CÑm Ÿ QmBmmCm0
aplicação bilinear  é efectivamente contínua. Ora a desigualdade em questão0
é trivial no caso em que  e, caso contrário, podemos considerar oC œ !
elemento  de , que tem norma , e obtemosCÎmCm J "

m ÐBß CÑm œ mCmm ÐBß Ñm œ mCmm ÐBÑm Ÿ mCmQmBm
C

mCm
0 0 0CÎmCm ,

como queríamos. 

Exercícios

Ex. .12.2  Sejam  um conjunto não vazio de índices e  um espaço de Banach eM I
consideremos os espaço vetorial normado , de todas as aplicações  de j ÐMÑ ÐB Ñ M"

I 3 3−M

para  tais queI

"
3−M

3mB m  _,

com a norma  definida pormm"

194É claro que, por simetria do papel das variáveis ou, se preferirmos, considerando a
aplicação bilinear , , podemos tirar a mesma conclusão noJ ‚ I Ä K ÐCß BÑ È ÐBß CÑ0
caso em que  é um espaço de Banach e  é um espaço vectorial normado qualquer.J I
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mÐB Ñ m œ mB m3 3−M " 3

3−M

"
(cf. ). Verificar que  é também um espaço de Banach.  Seguir2.1.13 j ÐMÑ"

I Sugestão:
um caminho inspirado pelo da demonstração de , lembrando que uma soma de2.2.10
uma família eventualmente infinita é o supremo de todas as somas parciais finitas.

Ex. .22.2  Consideremos no espaço vetorial  a norma  definida noV ‘ÐÒ"ß "Óß Ñ mmw"
exercício  e seja, para cada ,  a aplicação contínua2.1.12 8 − 0 À Ò"ß "Ó Ä ‘8

definida por

0 ÐBÑ œ

" B  

8B B − Ò ß Ó

" B 

8

"
8
" "
8 8

"
8

ÚÝÛÝÜ
, se 

, se 

, se  .

Verificar que a sucessão das funções  é uma sucessão de Cauchy e que esta08
sucessão não é convergente, o que permitirá afirmar que não estamos em presença de
um espaço de Banach.  Supondo que a sucessão convergia paraSugestão:
0 − ÐÒ"ß "Óß Ñ 0V ‘ , utilizar o exercício  para deduzir que a restrição de  a cada2.1.13
intervalo , com , tinha que ser constantemente  e que a restrição de  aÒ"ß <Ó <  ! " 0
cada intervalo , com , tinha que ser constantemente .Ò<ß "Ó <  ! "

Ex. .32.2  Enunciar e justificar, por indução, uma versão de  para as aplicações2.2.16
multilineares.

Ex. .42.2  Verificámos em , essencialmente como aplicação do teorema de2.1.65
Hahn-Banach, que todo o subespaço vetorial de dimensão finita de um espaço vetorial
normado é fechado. Obter uma nova demonstração do mesmo resultado, utilizando
2.2.7.

Ex. .5 a)2.2  Sejam  um espaço vetorial normado,  um subespaço vetorialI J § I
fechado e  um subespaço vetorial de dimensão finita tais que .K § I I œ J ŠK
Mostrar que esta soma direta é topológica.  Reparar que não se pode aplicarSugestão:
a alínea b) de  porque não estamos a supor que  seja completo. Em vez disso,2.2.48 I
utilizar a conclusão da alínea b) do exercício  para mostrar que a projeção2.1.32
1KÀI Ä K é contínua.
b) Seja  um espaço vetorial normado. Lembrar que se verificou na alínea d) deI
2.2.49 que todo o subespaço vetorial de dimensão finita de  é topologicamenteI
complementado. Deduzir de a) que também é verdade que todo o subespaço vetorial
fechado de codimensão finita  (cf. o exercício ) é topologicamenteJ § I 2.1.31
complementado.  Lembrar a conclusão da alínea a) do exercício .Sugestão: 2.1.31

Ex. .6 (Produto de espaços reflexivos) 2.2 Sejam  um conjunto finito não vazio deM
índices e para cada  um espaço de Banach reflexivo . Mostrar que,3 − M I3

considerando no espaço vetorial produto cartesiano  a norma do máximo, este#I3

produto cartesiano é também reflexivo.
Sugestão: Ter em conta o exercício , cujas notações se retomarão. Dada uma2.1.19
aplicação linear , considerar para cada  a aplicação linear0 _ Š ŠÀ I à Ä 3 − Mˆ ‰# 3

contínua

1 _ 1 _ Š _ Š3
‡

3 3 3œ Ð à M. ÑÀ ÐI à Ñ Ä I àŠ ˆ ‰$
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e  representando a aplicação linear  e verificar em seguida queB − I ‰ À ÐI à Ñ3 3 33
‡0 1 _ Š

o elemento  representa a aplicação linear .B œ ÐB Ñ3 3−M 0

Ex. .7 2.2 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre  e  umaI J ÀI ‚ J ÄŠ # Š
aplicação bilinear contínua dualizante na segunda variável. Generalizar a conclusão
da alínea c) de  para mostrar que se  é um subconjunto arbitrário então2.2.30 E § I
¼ ¼ÐE Ñ E é a aderência do subespaço vetorial gerado por .

Ex. .8 2.2 Suponhamos que  é um espaço de Banach reflexivo e que  é umI I § I!

subespaço vetorial denso, com . Verificar que o dual  é um espaçoI Á I ÐI à Ñ! !_ Š
de Banach reflexivo apesar de  não ser reflexivo (por não ser um espaço deI!

Banach).  Lembrar que, pelo corolário , existe um isomorfismo topo-Sugestão: 2.2.15
lógico entre  e ._ Š _ ŠÐIà Ñ ÐI à Ñ!

Ex. .9 (Exemplo de um espaço de Banach não reflexivo) 2.2 Consideremos o espaço de
Banach real , de todas as aplicações contínuas , com aV ‘ ‘ÐÒ"ß "Óß Ñ 0 À Ò"ß "Ó Ä
norma  (cf. ).mm_ 2.2.8
a) Verificar que se pode definir uma aplicação linear contínua ,- V ‘ ‘À ÐÒ"ß "Óß Ñ Ä
com , porm m œ "-

-
!

"

Ð0Ñ œ 0ÐBÑ .B(
e que se  verifica  então tem-se  (respetiva-0 − ÐÒ"ß "Óß Ñ m0m œ " Ð0Ñ œ "V ‘ -_ 

mente ) se, e só se,  (respetivamente ) para todo o-Ð0Ñ œ " 0ÐBÑ œ " 0ÐBÑ œ "
B − Ò!ß "Ó.
b) Verificar que se pode definir uma aplicação linear contínua ,- V ‘ ‘À ÐÒ"ß "Óß Ñ Ä
com , porm m œ "-

-
"

!

Ð0Ñ œ 0ÐBÑ .B(
e que se  verifica  então tem-se  (respetiva-0 − ÐÒ"ß "Óß Ñ m0m œ " Ð0Ñ œ "V ‘ -_ 

mente ) se, e só se,  (respetivamente ) para todo o-Ð0Ñ œ " 0ÐBÑ œ " 0ÐBÑ œ "
B − Ò"ß !Ó.  Se não quiser “repetir” o que fez para a alínea a) pode repararSugestão:
que se tem  onde .- - Ð0Ñ œ Ð0Ñ 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs s

c) Seja  a aplicação linear contínua definida por- V ‘ ‘À ÐÒ"ß "Óß Ñ Ä

- - -Ð0Ñ œ Ð0Ñ  Ð0Ñ  .

Considerando as aplicações contínuas  definidas por0 À ÐÒ"ß "Óß Ñ Ä8 V ‘ ‘

0 ÐBÑ œ
"  Ð"  BÑ B   !
"  Ð"  BÑ B Ÿ !8

8

8œ , se 
, se 

calcular  e concluir que se tem . Aplicando o que se concluiu nas- -Ð0 Ñ m m œ #8

alíneas a) e b), verificar que não existe  com  tal que0 − ÐÒ"ß "Óß Ñ m0m œ "V ‘ _

l Ð0Ñl œ #- .
d) Tendo em conta a conclusão de c) e a de  concluir que o espaço de Banach2.2.21
V ‘ÐÒ"ß "Óß Ñ não é reflexivo.

Ex. .10 (Formas bilineares isométricas) 2.2 Sejam  e  espaços vetoriais normadosI J
sobre  e  uma aplicação bilinear contínua. Num espírito análogo aoŠ # ŠÀ I ‚ J Ä
de , podemos dizer que  é  se a correspondente2.2.26 # isométrica na primeira variável
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aplicação linear contínua  for isométrica (em particular  é então# _ Š #s sÀI Ä ÐJ à Ñ
injetiva, ou seja,  é subdualizante na primeira variável) e que  é # # isométrica na
segunda variável se a aplicação bilinear oposta  for isométrica na primeira#9:

variável, por outras palavras, se a correspondente aplicação linear contínua
# _ Š # #˜ ˜ for isométrica (em particular  é então injetiva, ou seja,  éÀ J Ä ÐIà Ñ
subdualizante na segunda variável)Þ
a) Verificar que se  for isométrica na primeira variável, então# ŠÀ I ‚ J Ä
m m Ÿ "# #. Concluir que o mesmo acontece se  for isométrica na segunda variável.
b) Verificar que se  for isométrica na primeira variável então  é dualizante na# #
primeira variável se, e só se, para cada ), existir  tal que- _ Š− ÐJ à B − I
- #ÐCÑ œ ÐBß CÑ C − J para cada  (note-se que não afirmamos, de modo nenhum, que
uma aplicação dualizante na primeira variável tenha que ser isométrica na primeira
variável).
c) Verificar que, se  é um espaço vetorial normado então a aplicação bilinearI
contínua , oposta da de avaliação e referida na alínea a) deF _ Š ŠÀ I ‚ ÐIà Ñ Ä
2.2.27 2.2.19 é isométrica nas duas variáveis.  Ter em conta .Sugestão:
d) Verificar que, sendo  igual a  ou , a multiplicação  é umaŠ ‘ ‚ # Š Š ŠÀ ‚ Ä
aplicação bilinear contínua isométrica nas duas variáveis (já foi referido na alínea b)
de  que ela é dualizante nas duas variáveis).2.2.27

Ex. .11 2.2 Seja  um espaço vetorial munido de duas normas  e , relativamente àsI mm mmw

quais  é espaço de Banach. Mostrar que, se a primeira norma é mais fina que aI
segunda (cf. ), então as duas normas são mesmo equivalentes.2.1.16
Sugestão: Aplicar o teorema da Banach da aplicação aberta ao isomorfismo
M. À I Ä II .

Ex. .122.2  Sejam  e  espaços de Banach e  uma aplicação linear contínuaI J ÀI Ä J-
tal que  tenha codimensão finita (cf. o exercício ). Mostrar que - -ÐIÑ § J ÐIÑ2.1.31
é um subespaço vetorial fechado de .J
Sugestão: Considerar um subespaço vetorial de dimensão finita  tal queK § J
J œ ÐIÑ Š K-  e reparar que se pode considerar uma aplicação linear contínua sobre-
jetiva , entre espaços de Banach, definida por .. . -À I ‚ K Ä J ÐBß CÑ œ ÐBÑ  C
Aplicar então o teorema de Banach da aplicação aberta e mostrar que

J Ï ÐIÑ œ ÐI ‚ ÐK Ï Ö!×Ñ- . .

Ex. .132.2  Escolhendo para  um dos corpos  ou , consideremos o espaço de BanachŠ ‘ ‚
j œ Ð ß Ñ ÐB Ñ mm_

8 8− _  Š Š das sucessões limitadas  de elementos de , com a norma 

(cf.  e ). 2.1.10 2.2.5
a) Verificar que se pode definir uma aplicação linear contínua injectiva -À j Ä j_ _

por

-ÐÐB Ñ Ñ œ Ð B Ñ
"

8
8 8− 8 8− ,

a qual é portanto um isomorfismo de  sobre um subespaço vetorial .j § j_ _X
b) Verificar que a aplicação linear inversa  não é contínua, e portanto- X" _À Ä j
que  não é um isomorfismo topológico.- XÀ j Ä_

c) Deduzir de b) que  não é um espaço de Banach, e portanto não é fechado em .X j_

d) Verificar que, apesar de a aplicação linear  não ser contínua, o seu- X" _À Ä j
gráfico é um subconjunto fechado de .  Reparar que o gráfico daX ‚ j_ Sugestão:
aplicação linear contínua  é um subconjunto fechado de .- X XÀ j Ä j ‚_ _
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Ex. .142.2  Seja  um espaço de Banach de dimensão infinita e consideremos o espaço deI
Banach  das aplicações lineares contínuas  que é um subespaço_ Š ŠÐIà Ñ I Ä
vetorial do espaço vetorial , de todas as aplicações lineares , sobre oPÐIà Ñ I ÄŠ Š
qual consideraremos a topologia da convergência simples (cf. ). Lembremos1.2.82
que, como se viu no exercício ,  contém estritamente .2.1.21 PÐIà Ñ ÐIà ÑŠ _ Š
a) Reparar que, como consequência de ,  é sequencialmente fechado2.2.51 _ ŠÐIà Ñ
em .PÐIà ÑŠ
b) Sugestão: Mostrar que, no entanto,  é denso em .  Utilizar a_ Š ŠÐIà Ñ PÐIà Ñ
versão real ou complexa do teorema de Hahn-Banach para mostrar que, para cada
- Š− PÐIà Ñ J § I e cada subespaço vetorial de dimensão finita , existe
. _ Š -− ÐIà Ñ J que coincida com  em .
c) Concluir de b) que, para a validade de , é fundamental termos uma -suces-2.2.51 
são e não uma sucessão generalizada.

Ex. .152.2  Seja  um espaço de Banach de dimensão infinita. Mostrar que  não admiteI I
nenhuma base algébrica numerável .  Lembrar que  é um espaçoÐA Ñ I8 8− Sugestão:
de Baire (cf. ) e reparar que, se existisse uma base algébrica , então,1.2.3 ÐA Ñ8 8−

notando  o subespaço vetorial de dimensão finita gerado pelos vetores ,I A ßá ßA8 " 8

I I era a união numerável dos subespaços vetoriais , que são fechados de interior8

vazio e, consequentemente,  teria que ter interior vazio.I

Ex. .162.2  Sejam  e  espaços vetoriais normados e  uma aplicação linearI J ÀJ Ä I"
contínua. Vamos dizer que  é um  se existir uma aplicação" monomorfismo estrito
linear contínua  tal que .! ! "À I Ä J ‰ œ M.J
a) Verificar que uma aplicação linear contínua  é um monomorfismo estrito"À J Ä I
se, e só se,  for um isomorfismo topológico de  sobre  com  subespaço" " "J ÐJÑ ÐJ Ñ
vetorial topologicamente complementado (em particular fechado) de  (cf. ).J 2.2.49
Sugestão: Ter em conta a caracterização dos subespaços vetoriais topologicamente
complementados na alínea b) de 2.2.49 e lembrar o referido na alínea d) de . No2.2.46
caso em que existe  nas condições da definição de monomorfismo estrito, reparar!
que  é uma projeção linear contínua; No caso em que  é um" ! " "‰ ÀI Ä ÐJÑ
isomorfismo topológico sobre a imagem e  é uma projeção linear contínua de 1 I
sobre  considerar ." ! " 1ÐJ Ñ œ ‰"

b) Suponhamos que  tem dimensão finita. Verificar que qualquer aplicação linearJ
contínua injectiva  é um monormorfismo estrito. Ter em conta a"À J Ä I Sugestão: 
conclusão de a) e a alínea d) de .2.2.49
c) Suponhamos que  é um isomorfismo topológico de  sobre  com" "À J Ä I J ÐJÑ
" "ÐJ Ñ À J Ä I fechado e de codimensão finita. Mostrar que  é um monomorfismo
estrito.  Ter em conta a conclusão de a) e a alínea b) do exercício .Sugestão: 2.2.5
d) Suponhamos agora que  e  são espaços de Banach. Mostrar que uma aplicaçãoI J
linear contínua injetiva  é um monomorfismo estrito se, e só se  é" "À J Ä I ÐJÑ
fechado em  e existe um subespaço vetorial fechado  tal queI K § I
I œ ÐJÑ Š K" .
Sugestão: Ter em conta a conclusão de a), o teorema de Banach da aplicação aberta e
a alínea c) de .2.2.49

Ex. .172.2  Sejam  e  espaços vetoriais normados e  uma aplicação linearI J ÀI Ä J!
contínua. Vamos dizer que  é um  se existir uma aplicação linear! epimorfismo estrito
contínua  tal que  (comparar com o exercício )." ! "À J Ä I ‰ œ M.J 2.2.16
a) Verificar que uma aplicação linear contínua  é um epimorfismo estrito!À I Ä J
se, e só se, for aberta (em particular sobrejetiva) e com kernel  subespaçokerÐ Ñ!
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vetorial topologicamente complementado de .I
Sugestão: Ter em conta a caracterização dos subespaços vetoriais topologicamente
complementados na alínea b) de  e lembrar o referido na alínea d) de 2.2.46. No2.2.49
caso em que existe  nas condições da definição de epimorfismo estrito, " " !M.  ‰I

é uma projeção linear contínua de  sobre  e a aplicação linearI Ð Ñker !
" ! "‰ ÀI Ä ÐJÑ é aberta, enquanto projeção associada a uma soma direta
topológica, tendo-se que  é a composta desta com o isomorfismo!À I Ä J
topológico  (restrição de ). No caso em que  é aberta e  é" " ! ! !"À ÐJ Ñ Ä J Ð Ñker
topologicamente complementado, considerar uma soma direta topológica
I œ Ð Ñ Š K K K Jker ! !, mostrar que a restrição de  a  é um isomorfismo de  sobre  e
tomar para  o isomorfismo inverso desta restrição, utilizando o facto de  ser" !
finalizante (cf.  e ) para justificar que  é contínua.1.11.1 1.11.6 "
b) No caso em que  tem dimensão finita e a aplicação linear contínua  éJ ÀI Ä J!
sobrejetiva, mostrar que  é um epimorfismo estrito.!
Sugestão: A partir dum complementar algébrico de  em  construir umakerÐ Ñ I!
aplicação linear  tal que  e reparar que  é necessariamente" ! " "À J Ä I ‰ œ M.J
contínua.
c) No caso em que  e  são espaços de Banach mostrar que  é um epimorfismoI J !
estrito se, e só se, for uma aplicação linear sobrejetiva e existir um subespaço vetorial
fechado  tal que .K § I I œ Ð Ñ Š Kker !
Sugestão: Ter em conta o teorema de Banach da aplicação aberta e .2.2.48

Ex. .182.2  Sejam  um espaço vetorial normado e  um subespaço vetorialI J § I
fechado. Mostrar que são equivalentes as propriedades:
1)  é topologicamente complementado;J
2) A inclusão  é um monomorfismo estrito;+À J Ä I
3) A aplicação linear canónica  é um epimorfismo estrito, quando se3À I Ä IÎJ
considera em  a norma quociente, referida em .IÎJ 2.1.47
Sugestão: Lembrar que a aplicação  é aberta e ter em conta o que se3À I Ä IÎJ
verificou nos exercícios  e .2.2.16 2.2.17

§3. Famílias somáveis num espaço de Banach e aplicações.

Recordemos que em , como aplicação da noção de limite de uma1.2.67
sucessão generalizada, definimos o significado de uma família arbitrária
ÐB Ñ4 4−N  de números reais ter uma soma na reta estendida  e chamámos‘
somáveis às famílias que têm soma e cuja soma é finita. Algumas
propriedades elementares da noção de soma, no contexto dos números
reais foram estudadas em ,  e . A definição de soma e1.2.68 1.2.69 1.2.70
as duas primeiras propriedades referidas generalizam-se de modo natural
ao contexto em que temos uma soma de uma família de vetores de um
espaço vetorial normado, a única diferença estando em que deixa de fazer
sentido considerar  e  como valores possíveis para as somas. É_ _
isso que vamos fazer em seguida. Para a obtenção de várias propriedades
importantes será essencial que o espaço vetorial normado seja completo e,
por esse motivo e para simplificar a exposição, suporemos desde o início
que trabalhamos no contexto dos espaços de Banach.
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2.3.1 Sejam  um espaço de Banach,  um conjunto arbitrário de índices eI N
ÐB Ñ I O § N4 4−N  uma família de vetores de . Para cada subconjunto finito ,
podemos considerar a soma parcial

W œ B − IO

−O

"
4

4 

e obtemos assim uma sucessão generalizada de elementos  de , cujoW IO

conjunto de índices é a classe  das partes finitas de , classe onde, talYÐN Ñ N
como em , se considera a relação definida por1.2.67 ¤

O Í O ¨ O¤ Ow w,

que a torna um conjunto dirigido. Dito isto, diremos que a família  éÐB Ñ4 4−N

somável se a sucessão generalizada dos elementos  tiver como limite umWO

certo  (necessariamente único uma vez que , como qualquer espaçoB − I I
métrico, é um espaço de Hausdorff) e, nesse caso, dizemos que  é a  daB soma
família  e escreveremosÐB Ñ4 4−N

B œ B"
4−N

4 .

Se relembrarmos a caracterização do limite de uma sucessão generalizada em
termos de sistemas fundamentais de vizinhanças, vemos que dizer que a
família  é somável, e com soma , é o mesmo que dizer que, qualquerÐB Ñ B4 4−N

que seja , existe uma parte finita  tal que, qualquer que seja a$  ! O § N!

parte finita , tal que , se tenhaO § N O ¨ O!

mB  B m "
4

4

−O

 .$

Repare-se ainda que, analogamente ao referido em , no caso em que o1.2.67
conjunto de índices  é finito a família é somável e com soma igual à somaN
finita de vetores no sentido habitual. Esta observação trivial é uma conse-
quência de  ser então um elemento maximal de  (cf. ).N ÐN ÑY 1.2.63
Note-se ainda que, no caso em que  é um espaço de Banach complexo, aI
somabilidade de uma família e o valor da sua soma não dependem de
considerar  como espaço de Banach complexo ou como espaço de BanachI
real (a multiplicação pelos escalares não intervém na definição).

2.3.2 (Nota) Repare-se na relação entre a definição precedente e a examinada em
1.2.67, no caso em que o espaço de Banach é ‘. Nesse caso especial
admitíamos que a soma pudesse existir e ser igual a  ou , caso em_ _
que não era assim um elemento do espaço de Banach mas já reservávamos a
designação de somáveis para as famílias que tinham soma finita pelo que a
designação de família somável e a sua soma correspondem a um caso
particular da definição precedente. Recordemos também que, como
estabelecido em , no caso especial das famílias  de números1.2.70 ÐB Ñ4 4−N
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reais com  para cada , a soma existe sempre e pertence a  peloB   ! 4 Ò!ß_Ó4

que dizer que a família é somável pode ser traduzido por .!B  _4

2.3.3 (Linearidade das somas) Seja  um espaço de Banach sobre o corpo I Š,
igual a  ou ‘ ‚. Então:
a) A família identicamente  de vetores de  é somável e com soma .! I !
b) Dadas famílias somáveis  de vetores de ÐB Ñ ÐC Ñ4 4−N 4 4−N e  com somasI
B − I C − I ÐB  C Ñ e  respetivamente, a família  é somável e com soma4 4 4−N

B  C + − Ð+B Ñ +B e, para cada , a família  é somável e com soma . Š 4 4−N
195

Dem: a)  Temos uma consequência de todas as somas parciais finitas serem
iguais ao vetor .!
b) Temos uma consequência das propriedades algébricas dos limites exami-
nadas em  e  uma vez que para cada parte finita  tem-se2.1.20 2.1.31 O § N

" " " " "
4−O 4−O 4−O 4−O 4−O

4 4 4 4 4 4ÐB  C Ñ œ B  C +B œ + B, . 

2.3.4 (Famílias somáveis e aplicações lineares contínuas) Sejam  e I J
espaços de Banach e  uma aplicação linear contínua. Se  é-À I Ä J ÐB Ñ4 4−N

uma família somável de vetores de  então  é uma famíliaI Ð ÐB ÑÑ- 4 4−N

somável de vetores de  eJ

" "
4 4

4 4

−N −N

   .- -ÐB Ñ œ Ð B Ñ

Dem: Trata-se de uma consequência do resultado sobre o limite da função
composta em 1.2.41 e da caracterização da continuidade em termos de limites
em ,1.4.1  visto que para cada parte finita  de  tem-seO N

" "
4 4

4 4

−O −O

   .- -ÐB Ñ œ Ð B Ñ 

Repare-se que a segunda conclusão na alínea b) de  podia também ter2.3.3
sido justificada pelo resultado precedente, a partir da observação de que a
igualdade  mostra que, dado , temos uma aplicaçãom+Bm œ l+lmBm + − Š
linear contínua , , com norma menor ou igual a . UmaI Ä I B È +B l+l
observação análoga a esta justifica o corolário a seguir, em que temos um
vetor ficado e uma família somável de escalares.

2.3.5 (Corolário) Sejam  um espaço de Banach sobre o corpo I Š ‘, igual a  ou
‚,  e  uma família somável de escalares com soma . Tem-seB − I Ð+ Ñ +4 4−N

então que a família  de vetores de  é somável e com soma .Ð+ BÑ I +B4 4−N

Dem: Basta aplicar , reparando que a igualdade 2.3.4 m+Bm œ l+lmBm implica

195Comparar com , reparando que a respetiva alínea c) não faz sentido no contexto1.2.68
vetorial.
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que tem lugar uma aplicação linear contínua , com norma menor ouŠ Ä I
igual a , definida por .mBm + È +B 

2.3.6 (Corolário) Seja  uma família somável de números complexos.ÐD Ñ4 4−N

Tem-se então que a família dos complexos conjugados  é tambémÐD Ñ4 4−N

somável e

" "
4−N 4−N

4 4D œ D  .

Dem: Basta aplicar  à aplicação linear contínua real  definida por2.3.4 ‚ ‚Ä
D È D. 

2.3.7 (Séries e famílias somáveis) Suponhamos que o conjunto dos índices  éN
numerável e seja : À Ä N ÐB Ñ uma aplicação bijetiva. Se uma família 4 4−N

de vetores do espaço de Banach  for somável e com soma , então aI B − I

série convergente  é  e também com soma , no sentido que,!
8œ"

_

Ð8ÑB B:

definindo as somas parciais , a -sucessão  de vetoresW œ B ÐW Ñ8 8 8−
:œ"

8

Ð:Ñ
!

: 

de  tem limite . Podemos assim escreverI B

" "
4−N

8

8œ"

_

Ð8ÑB œ B: ,

sempre que o primeiro membro faça sentido.196

Dem: Reparemos que as somas parciais , utilizadas para definir a soma deW8

uma série, são um caso particular das somas parciais  referidas em ,WO 2.3.1
mais precisamente, tem-se

W œ W8 Ö Ð"Ñß Ð#Ñßáß Ð8Ñ×: : : .

Dito de outro modo, e encarando as famílias como aplicações, a aplicação
  Y Ä I 8 W Ä Ð Ñ 8 que a  associa  é a composta da aplicação  que a 8

associa  com a aplicação  que a  associaÖ Ð"Ñß Ð#Ñßá ß Ð8Ñ× Ð Ñ Ä I O: : : Y 
WO . Tendo em conta o resultado sobre o limite da função composta
estabelecido em . podemos concluir a asserção do enunciado desde que1.2.41
mostremos que a função  que referimos tem limite  quando Y Ä Ð Ñ _
8p_ O § N. Ora, isso resulta de que, se  é finito, podemos considerar
8 − ÐOÑ!

" : maior ou igual a todos os elementos de  (por exemplo, o
máximo de  quando ) e então, para cada , tem-seO O Á g 8   8!

Ö Ð"Ñß Ð#Ñßá ß Ð8Ñ× ¨ O: : : . 

196Temos uma generalização trivial do caso em que , examinado em .I œ ‘ 1.2.69
Note-se que o exercício  adiante mostra que a recíproca não é válida, mesmo no caso2. .1%
em que : Podemos ter uma série convergente sem que a família seja somável.I œ ‘
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2.3.8 (Versão trivial da comutatividade) Sejam  um espaço de Banach eI
ÐB Ñ4 4−N

w uma família de vetores de . Sejam  outro conjunto de índices eI N
:À N Ä N w uma aplicação bijectiva e consideremos uma nova família
ÐC Ñ C œ B ÐB Ñ5 5 5 4 45−N −NÐ Ñw ", definida por . Tem-se então que  é somável se, e:

só se,  é somável e, quando isso acontecer,ÐC Ñ5 5−N w

" "
5 4

5 N

−N −Nw

  . C Bœ 197

Repare-se que o enunciado anterior, aplicado ao caso em que I œ ‘ e
B   ! 44  para cada , permite-nos concluir que a igualdade anterior é nesse
caso válida sem ser necessária qualquer hipótese de somabilidade visto que
quando uma, e portanto a outra, família não for somável ambos os membros
tomam o valor ._
Dem: O caso em que  é finito é bem conhecido, sendo uma consequênciaN
da comutatividade da adição de vetores . No caso geral, suponhamos que198

ÐB Ñ  !4 4−N  é somável, e de soma . Dado B $  arbitrário, podemos considerar
O § N O § N O ¨ O! ! finito tal que, sempre  é finito e verifica , tem-se
mB  B m  O œ ÐO Ñ § N!

4−O
4 !

w w
!$ :. Considerando então a parte finita ,

vemos que, para cada parte finita  de ,  é uma parteO ¨ O N O œ ÐO Ñw w w " w
! :

finita de  contendo  e, tendo em conta o caso finito,N O!

mB  C m œ mB  B m " "
5−N 4−N

5
w

4
w

$,

o que mostra que a família ÐC Ñ B5 5−N w  é também somável e de soma . A
recíproca resulta de aplicar o que acabamos de provar à bijecção inversa
:" wÀ N Ä N . 

Até este momento poderíamos ter dispensado a hipótese de os espaços
vetoriais normados envolvidos serem completos, mas a partir de agora
isso vai passar a ser importante.

2.3.9 (Condição de Cauchy de somabilidade) Sejam  um espaço de Banach eI
ÐB Ñ I4 4−N  uma família de vetores de . Tem-se então que esta família é
somável se, e só se, se verifica a seguinte condição de Cauchy de
somabilidade: Qualquer que seja , existe uma parte finita  de  tal$  ! O N!

197Lembrar que o resultado análogo a este para as séries, mesmo que de números reais,
não é válido sem alguma restrição, como por exemplo a de termos uma série absoluta-
mente convergente. De facto, os exercícios  e  mostram que, no contexto das2.3.3 2.3.6
séries de números reais, só as séries absolutamente convergentes gozam desta propriedade
de comutatividade.
198Aliás a comutatividade intervém antes: Sem ela não seria possível definir uma soma de
vetores indexados num conjunto finito não ordenado.
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que, qualquer que seja a parte finita  de , disjunta de ,  .O N O m B m !
−O

!
4

4 $

Dem: Suponhamos que a família é somável. A sucessão generalizada das
somas parciais é então convergente, e portanto de Cauchy, pelo que, dado
$  ! O N, existe uma parte finita  de  tal que, quaisquer que sejam as partes!

finitas  e  de , contendo , se tenhaO O N Ow
!

m B  B m " "
4 4

4 4

−O −O

  .
w

$

Qualquer que seja a parte finita  de , disjunta de , podemos entãoO N O!

escrever

m B m œ m B  B m " " "
4 4 4

4 4 4

−O −O O −O

       ,
! !

$

o que mostra que se verifica a condi .ção de Cauchy de somabilidade
Suponhamos, reciprocamente, que se verifica esta condição. Seja $  !
arbitrário. Podemos então fixar uma parte finita  de  tal que, qualquerO N!

que seja a parte finita  de , disjunta de , se tenha  . SejamO N O m B m !
−O

#
!
4

4
$

agora  e  duas partes finitas de , contendo . Podemos então escreverO O N Ow
!

O Ï O œ O O ÏO œ O O O Ow w
" # " # e , com  e  partes finitas de , disjuntas de

O!, pelo que

m B  B m œ m B  B  B  B m Ÿ

Ÿ m B m  m B m   œ
# #

" " " " " "
" "

4 4 4 4 O 4 4 O

4 4 4 4 4 4

4 4

4 4

−O −O −O −O −O −O

−O −O

      

  ,

w
" #

" #

w w

$ $
$

o que mostra que a sucessão generalizada das somas parciais é de Cauchy, e
portanto convergente. 

2.3.10 (Corolário) Seja  um espaço de Banach e seja  uma famíliaI ÐB Ñ4 4−N

somável de vetores de . Para cada , existe então uma parte finita I  ! O$ !

de  tal que, qualquer que seja , . Por outras palavras,N Â O mB m 4 ! 4 $

considerando o compactificado de Alexandroff Ns œ N  Ö_× N, de  com a
topologia discreta (cf. ), tem-se  quando .1.6.51 B p! 4p_4

Dem: Trata-se de um caso particular do resultado precedente, se repararmos
que, se ,  é uma parte finita de  disjunta de .4 4Â O Ö × N O! ! 

2.3.11 Sejam  um espaço de Banach e  uma família somável de vetoresI ÐB Ñ4 4−N

de . Para cada subconjunto , tem-se então que a família  éI N § N ÐB Ñw
−N4 4 w

também somável.199

Dem: Tendo em conta , para cada  existe uma parte finita  de 2.3.9 $  ! O N!

199O resultado correspondente a este, para as séries, só é válido com hipóteses restritivas.
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tal que, para cada parte finita  de , disjunta de , ; tem-seO N O m B m !
−O

!
4

4 $

então que  é uma parte finita de  tal que, para cada parte finita N  O N Ow
!

w

de , disjunta de  (e portanto de ),   pelo que, maisN N  O O m B m w w
! !

−O

!
4

4 $

uma vez por , a família  é somável.2.3.9 ÐB Ñ4 4−N w 

2.3.12 (Lema) Sejam  um espaço de Banach,  uma família de vetoresI ÐB Ñ4 4−N

de  e  uma parte de , tal que, para cada , . Tem-se entãoI N N Â N B œ !w w4 4

que a família  é somável se, e só se, a família  é somável e,ÐB Ñ ÐB Ñ4 4 4 4−N −N w

nesse caso,    .! !
4 4

4 4
−N −N

B œ B
w

Dem: Já sabemos que, se  é somável, o mesmo acontece a .ÐB Ñ ÐB Ñ4 4 4 4−N −N w

Suponhamos então que  é somável, e com soma . Dado ÐB Ñ B  !4 4−N w $
arbitrário, podemos considerar uma parte finita  de  tal que, qualquerO N!

w

que seja a parte finita  de , contendo , se tenha   . SeO N O mB  B m w
!

−O

!
4

4 $

O N O O œ O  N é uma parte finita de , contendo , tem-se que  é uma!
w w

parte finita de , contendo , e, por ser  para cada N O B œ !w
! 4

w4 − O Ï O ,

" " " "
4 4 4

4 4 4 4

4−O −O −O−OÏO

    ,B B  B œ Bœ
w ww

pelo que se tem ainda , donde o resultado.mB  B m !
4

4
−O

$ 

2.3.13 (Caso particular da associatividade) Sejam  um espaço de Banach,I
ÐB Ñ I N N4 4−N

w ww uma família de vetores de  e  e  dois subconjuntos disjuntos
do conjunto de índices , com união . Tem-se então que a família  éN N ÐB Ñ4 4−N

somável se, e só se, as famílias  e  são somáveis e, nesseÐB Ñ ÐB Ñ4 4 4 4−N −Nw ww

caso,

" " "
4 4 4

4 4 4

−N −N −N

B œ B  B
w ww

.

Dem: Já sabemos que, se a família  é somável, então as famíliasÐB Ñ4 4−N

ÐB Ñ ÐB Ñ4 4 4 4−N −Nw ww e  são também somáveis. Suponhamos então que as famílias
ÐB Ñ ÐB Ñ ÐC Ñ C4 4 4 4 4 4 4−N −N −Nw ww e  são somáveis. Sejam  a família cujos elementos 
coincidem com , para , e são nulos, para , e  a famíliaB − N Â N ÐD Ñ4 4 44 4w w

−N

cujos elementos  coincidem com , para , e são nulos, para ,D B − N Â N4 4 4 4ww ww

famílias que, pelo lema anterior, são somáveis e com somas  e ,! !
4 4

4 4
−N −Nw ww

B B

respectivamente. Para cada , tem-se  pelo que, tendo em4 − N B œ C  D4 4 4

conta ,  é somável e com soma   igual a    .2.3.3 ÐB Ñ B  B4 4 4 4
4 4

−N
−N −N

! !
w ww



2.3.14 (Lema) Sejam  um espaço de Banach e  uma família somável deI ÐB Ñ4 4−N

vetores de . Para cada  existe então uma parte finita  de  tal que,I  ! O N$ !

qualquer que seja a parte  de , finita ou não, contendo , se tenhaN N Ow
!
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m B  B m   ." "
4 4

4 4

−N −N w

$

Dem: Seja  uma parte finita de  tal que, qualquer que seja a parte finitaO N!

O N O m B m  N § N N ¨ O de , disjunta de , se tenha  . Se  e , então! !
−O

#
w!

4
4

w$

cada parte finita de  é disjunta de  pelo que    é limite de umaN Ï N O Bw
!

−NÏN

!
4

4
w

sucessão generalizada de vetores de norma menor que , sendo assim um$
#

vetor de norma menor ou igual a , portanto menor que . Basta agora$
# $

repararmos que, tendo em conta , tem-se2.3.13

m B  B m œ m B m    ." " "
4 4

4 4 4

4−N −N −NÏNw w

$ 

2.3.15 (Associatividade geral) Sejam  um espaço de Banach e  umaI ÐB Ñ4 4−N

família somável de vetores de . Seja  uma família de subconjuntosI ÐN Ñ! !−E

do conjunto de índices , disjuntos dois a dois e de união . Tem-se entãoN N
que a família das somas   , com , é somável e!

4
4

−N!

B − E!

" " "
4 4

4 4

−N −N−E

    .B Ð B Ñœ
! !

Dem: No caso em que  é finito, o resultado deduz-se de , por induçãoE 2.3.13
no número de elementos de . No caso geral, seja dado  arbitrário.E  !$
Tendo em conta o lema anterior, seja  uma parte finita de  tal que,O N!

qualquer que seja a parte  de , finita ou não, contendo , se tenhaN N Ow
!

m B  B m     ." "
4 4

4 4

−N −N w

$

Seja  a parte finita de  constituída pelos índices  tais que .F E N O Á g! !! !

Se  é uma parte finita de , que contenha , tem-se   F E F N œ N ¨ O! F !
−F

-
!

!

pelo que

m B  Ð B Ñm œ m B  B m           ," " " " "
4 4 4 4

4 4 4 4

−N −F −N −N −N! ! F

$

donde o resultado. 

Repare-se que  não é um caso particular de  na medida em2.3.13 2.3.15
que, neste último resultado, é preciso exigir que a família  sejaÐB Ñ4 4−N

somável, não bastando assim supor que o segundo membro da igualdade
faça sentido (para um contraexemplo na ausência daquela hipótese ver o
exercício  adiante).2.3.2
Vamos agora verificar que, quando temos uma família de reais ,+   !4
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também se pode garantir a propriedade de associatividade apenas com a
hipótese de o segundo membro fazer sentido.

2.3.16 (Associatividade no contexto positivo) Seja  uma família deÐ+ Ñ4 4−N

números reais com . Seja  uma família de subconjuntos do+   ! ÐN Ñ4 ! !−E

conjunto de índices , disjuntos dois a dois e de união  e suponhamos queN N
para cada ! − E

"
4

4

−N!

 .   +  _(1)

Tem-se então

" " "
4 4

4 4

−N −N−E

    ,   + Ð + Ñœ
! !

(2)

onde cada um dos membros é  ou um real em ._ Ò!ß_Ò
Dem: O resultado é já conhecido no caso em que o primeiro membro da
igualdade (2) é finito (cf. ). Vejamos portanto o que acontece no caso2.3.15
em que este é . Dado  arbitrário, podemos considerar uma parte_ Q  !
finita  de  tal que    e então, uma vez que  é a união dosO N +  Q O! !

−O

!
4

4
!

O  N + − O! !!, que são disjuntos dois a dois, e que a soma dos , com , é4 4
evidentemente finita, vemos que

" " " " "
! !−E −E−N −O N −O

         ,Ð + Ñ   Ð + Ñ +  Q
4 4 4

4 4 4

! !! !

œ

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica que o segundo membroQ
da igualdade (2) é também ._ 

No resultado precedente, a hipótese (1) destina-se a dar significado ao
segundo membro da igualdade (2) que traduz a associatividade, uma vez
que, embora admitamos  como um valor possível para uma soma no_
contexto positivo, não estamos a admitir  como parcela admissível_
duma tal soma. Há situações, como a Teoria da Medida, em que se torna
cómodo admitir que as parcelas de uma soma de reais positivos possam
também tomar o valor , definindo nesse caso, naturalmente, a soma_
como sendo igual a  quando alguma parcela for . Se tivéssemos_ _
feito uma tal convenção é fácil concluir, tendo em conta a conclusão da
alínea b) de  e sem mais nenhuma verificação adicional, que a1.2.70
igualdade (2) é válida sem necessidade de fazer a hipótese (1).
Análoga observação se poderia fazer a propósito da propriedade de
Fubini, no contexto positivo, que examinamos em seguida.

2.3.17 (Propriedade de Fubini) Sejam  e  dois conjuntos de índices.N N w

Tem-se então:
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a) Se  é uma família de reais com  tal que para cadaÐ+ Ñ +   !4 5 4ß54 5ß Ð ß Ñ−N‚N w

4 − N

"
5

4 5

−N

ß
w

 +  _

então

" " "
Ð −N‚N

ß ß

−N −N4ß5Ñ

4 5 4 5

4 5w w

    .+ Ð + Ñœ

b) Se  é uma família de reais com  tal que para cadaÐ+ Ñ +   !4 5 4ß54 5ß Ð ß Ñ−N‚N w

5 − N w

"
4

4 5

−N

ß +  _

então

" " "
Ð −N‚N

ß ß

−N −N4ß5Ñ

4 5 4 5

5 4w w

    .+ Ð + Ñœ

c) Se  é um espaço de Banach e se  é uma família somávelI ÐB Ñ4 5 4 5ß Ð ß Ñ−N‚N w

de vetores de , entãoI

" " " " "
Ð ß Ñ−N‚N −N −N −N −N

ß

4 5

4ß5 4 5 4ß5

4 5 5 4w w w

       .B Ð B Ñ Ð B Ñœ œ

Dem: Trata-se de consequências de , no caso das alíneas a) e b), e2.3.16
2.3.15, no caso da alínea c), se repararmos que  é a união dosN ‚ N w

subconjuntos , com , que são disjuntos dois a dois, e é tambémÖ × ‚ N − N4 4w

a união dos subconjuntos , com , que são disjuntos dois aN ‚ Ö × − N5 5 w

dois. Em ambos os casos temos em conta o resultado trivial de
comutatividade em .2.3.8 

2.3.18 Se  é um espaço de Banach, diz-se que uma família  de vetoresI ÐB Ñ4 4−N

de  é  se se tem  .I mB m  _absolutamente somável !
4

4
−N

2.3.19 Se  é um espaço de Banach e se  é uma família absolutamenteI ÐB Ñ4 4−N

somável de vetores de , então esta família é somável e tem-seI

m B m Ÿ mB m    ." "
4 4

4 4

−N −N

Dem: Dado  arbitrário, a somabilidade da família dos números reais$  !
mB m O N4  implica, por , a existência de uma parte finita  de  tal que,2.3.9 !

qualquer que seja a parte finita  de  disjunta de , se tenhaO N O!

  ; para cada  nessas condições tem-se então!
4

4
−O

mB m  O$
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m B m mB m    ! !
4 4

4 4
−O −O

Ÿ $

pelo que, mais uma vez pelo mesmo resultado, a família dos  é somável.B4

Por outro lado, tendo em conta a continuidade da norma, vemos que  m B m!
4

4
−N

é o limite da sucessão generalizada dos números reais  , com  partem B m O!
4

4
−O

finita de , números reais esses que são menores ou iguais a    eN mB m!
4

4
−O

portanto a  , o que implica que     .! ! !
4 4 4

4 4 4
−N −N −N

mB m m B m Ÿ mB m 

2.3.20 Sejam  e  espaços de Banach e I J -À I Ä J  uma aplicação linear
contínua. Se  é uma família absolutamente somável de vetores de ÐB Ñ I4 4−N

então  é uma família absolutamente somável de vetores de .Ð ÐB ÑÑ J- 4 4−N

Dem: Tendo em conta , podemos considerar  tal que2.1.15 Q   !
m ÐBÑm Ÿ QmBm B − I-  para cada . Vem então

" " "
4−N 4−N 4−N

4 4 4m ÐB Ñm Ÿ QmB m œ Q mB m  _- . 

O resultado que examinamos em seguida é por vezes utilizado para
mostrar que certos espaços vetoriais normados são de Banach. Ele mostra
em particular, que o resultado  não é válido nos espaços vetoriais2.3.19
normados não completos.

2.3.21 (Caracterização dos espaços de Banach pelas séries) Seja  um espaçoI
vetorial normado tal que, qualquer que seja a família  de vetores de ÐC Ñ I8 8−

com !
8−

mC m  _ W œ C8 8 :
:œ"

8

, a sucessão das somas parciais  seja conver-!
gente. Tem-se então que  é um espaço de Banach.I
Dem: Seja  uma -sucessão de Cauchy de vetores de .ÐB Ñ I8 8− 
Construamos recursivamente uma sucessão estritamente crescente de inteiros
!  !Ð8Ñ − :ß ;   Ð8Ñ mB  B m  "Î# tal que, sempre que  se tenha . Em: ;

8

particular, definindo, para cada , , tem-se8 − C œ B  B 8 Ð8"Ñ Ð8Ñ! !

mC m  "Î#8
8, portanto

" "
8− 8−

8 8
 

mC m  œ "  _
"

#
.

Por hipótese, é então convergente a sucessão das somas parciais

W œ C œ B  B8 :

:œ"

8

Ð8"Ñ Ð"Ñ" ! !

e portanto também a sucessão cujo termo de ordem  é .8 W  B œ B8 Ð"Ñ Ð8"Ñ! !
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Uma vez que, por indução,  e portanto, por enquadramento,!Ð8Ñ   8
!Ð8  "Ñp_ ÐB Ñ, concluímos que a sucessão  tem sublimite donde,8 8−

por , que esta tem limite. Tendo em conta , concluímos que  é um1.7.6 1.7.8 I
espaço métrico completo. 

2.3.22 (Multiplicação de famílias de reais positivos) Sejam  e Ð+ Ñ Ð, Ñ4 4 5 5−N −N w

duas famílias somáveis de reais com  e . Tem-se então+   ! ,   !4 5

Ð + Ñ ‚ Ð , Ñ + ,      ," " "
4 5

4 4 5

4 4−N −N

5

Ð ß Ñ−N‚Nw w

œ

em particular a família dos  com + , Ð4 5
w4ß 5Ñ − N ‚ N  também é somável.

Dem: Tendo em conta a propriedade de Fubini na alínea a) de  assim2.3.20
como a alínea b) de , podemos escrever1.2.68

" " " " "
" "Ð ß Ñ−N‚N −N −N −N −N

−N −N

4 5

4 5 4 5 4 5

4 5 4 5

4 5

4 5

w w w

w

      

    .

+ , œ Ð + , Ñ œ + Ð , Ñ œ

œ Ð + Ñ ‚ Ð , Ñ 

2.3.23 (Multiplicação de famílias absolutamente somáveis) Sejam ,  e I J K
espaços de Banach e  uma aplicação bilinear contínua. Sejam#À I ‚ J Ä K
ÐB Ñ I ÐC Ñ4 4 5 5−N −N uma família absolutamente somável de vetores de  e  umaw

família absolutamente somável de vetores de . Tem-se então que é tambémJ
absolutamente somável a família dos vetores  de  e#ÐB ß C Ñ K4 5

# #Ð B C Ñ ÐB ß C Ñ  ,    ." " "
4 5

4 5 4 5

4 5−N −N Ð ß Ñ−N‚Nw w

œ

Dem: Seja  tal que se tenha  (cf. ).Q   ! m ÐBß CÑm Ÿ QmBmmCm# 2.1.21
Tem-se então, tendo em conta ,2.3.22

" "
" "Ð ß Ñ−N‚N Ð ß Ñ−N‚N

−N −N

4 5 4 5

4 5 4 5

4 5

4 5

w w

w

   

    ,

m ÐB ß C Ñm QmB mmC m œ

œ QÐ mB mÑÐ mC mÑ  _

# Ÿ

o que mostra que a família dos  é absolutamente somável, em#ÐB ß C Ñ4 5

particular somável. Tem-se então, tendo em conta a propriedade de Fubini na
alínea c) de  assim como utilizações de  para as aplicações2.3.20 2.3.4
lineares contínuas

J Ä K C È

I Ä K B È C

,

,  

#

#

ÐB ß CÑ

Bß

4

5

5

,

,Š ‹"
−N w
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vem

" " "
" " " "Ð ß Ñ−N‚N −N −N

−N −N −N −N

4 4

4 5 4 5

4 5

4 5 4 5

4 5 4 5

w w

w w

    

 ,    ,  .

# #

# #

ÐB ß C Ñ œ Ð ÐB ß C ÑÑ œ

œ ÐB C Ñ œ Ð B C Ñ 

Vamos agora examinar o que se pode dizer quando, em vez de
considerarmos somas de vetores dum espaço de Banach, consideramos
somas de aplicações com valores num espaço de Banach. Mostraremos
que, quando se verifica uma condição simples, as somas têm o comporta-
mento que se poderia desejar no que respeita à consideração de limites e,
em particular da continuidade.

2.3.24 Sejam  um conjunto,  um espaço de Banach e  uma família de\ J Ð0 Ñ4 4−N

aplicações . Diz-se que esta família é  se0 À\ Ä J4 normalmente somável
existe uma família de reais  com  e    tal que paraÐ+ Ñ +   ! +  _4 4 4 4

4
−N

−N

!
cada  e , . Esta condição implica, em particular, queB − \ − N m0 ÐBÑm Ÿ +4 4 4

para cada B − \

"
4−N 4−N

4 4m0 ÐBÑm Ÿ +  _"
pelo que a família  de vetores de  é  absolutamente somável, emÐ0 ÐBÑÑ J4 4 N−

particular somável, o que permite definir uma aplicação , por0 À\ Ä J

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ"
4

4

−N

 ,

aplicação essa que se diz a  da família .soma Ð0 Ñ4 4−N

2.3.25 Sejam  um espaço topológico, \ \! § \ B − \ \ J,  aderente a  e  um! !

espaço de Banach. Seja Ð0 Ñ4 4−N  uma família normalmente somável de
aplicações 04 !À\ Ä J 4 − N tal que para cada  exista o limite

C œ 0 ÐBÑ − J4 4
BpB
lim

!

.

Tem-se então que a família  de vetores de  é absolutamente somável,ÐC Ñ J4 4−N

em particular somável e, sendo  a aplicação soma dos , definida0 À\ Ä J 0! 4

por

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ"
4

4

−N

 ,

vem
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lim
BpB

4−N

4
!

0 ÐBÑ œ C" .

Dem: Comecemos por reparar que no caso em que o conjunto de índices  éN
finito a conclusão resulta facilmente de , por indução no número de2.1.20
elementos de  (no caso em que  do facto de o limite de uma aplicaçãoN E œ g
constante ser essa constante). Seja  uma família de reais com  eÐ+ Ñ +   !4 4 4−N

   tal que para cada  e , . Tendo em!
4

4 4 4
−N

!+  _ B − \ − N m0 ÐBÑm Ÿ +4

conta  e a continuidade da norma tem-se então para cada 1.2.53 4 − N

mC m œ m0 ÐBÑm Ÿ +4 4 4
BpB
lim

!

donde

"
4−N 4−N

4 4mC m Ÿ +  _" ,

o que mostra que a família dos  é absolutamente somável, em particularC4
somável. Seja agora  arbitrário. Tendo em conta  e a definição de$  ! 2.3.13
soma, podemos considerar uma parte finita  tal queO § N

" " "
4−NÏO

4 4 4

4−N 4−O

+ œ +  + 
$

$
.

Tendo em conta a validade do resultado no caso em que o conjuntos dos
índices é finito, consideremos uma vizinhança  de  em  tal que paraZ B \!

cada  se tenhaB − Z  \!

½ ½" "
4−O 4−O

4 40 ÐBÑ  C 
$

$
.

Para cada  tem-se entãoB − Z  \!

½ ½" " "
½ ½" " "

4−NÏO 4−NÏO 4−NÏO

4 4 4

4−NÏO 4−NÏO 4−NÏO

4 4 4

C Ÿ mC m Ÿ + 
$

0 ÐBÑ Ÿ m0 ÐBÑm Ÿ + 
$

$

$

,

,

donde
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½ ½ ½ ½" "
½ ½ ½ ½ ½ ½" " " "

0ÐBÑ  C œ 0 ÐBÑ  0 ÐBÑ  C  C Ÿ

Ÿ 0 ÐBÑ  C  0 ÐBÑ  C 

   œ
$ $ $

" " "
4−N 4−O 4−O

4 4 4 4 4

4−NÏO 4−NÏO

4−O 4−O

4 4 4 4

4−NÏO 4−NÏO

$ $ $
$,

o que prova a existência do limite pretendido. 

2.3.26 (Corolário) Sejam  um espaço topológico, ,  um espaço de\ B − \ J!

Banach e  uma família normalmente somável de aplicaçõesÐ0 Ñ4 4−N

0 À\ Ä I B 0À\ Ä I4 ! contínuas em . Tem-se então que a respectiva soma 
é também uma aplicação contínua em .B!

Dem: Basta atender à caracterização da continuidade de uma aplicação num
ponto em termos de limites. 

A título de aplicação dos resultados sobre famílias somáveis, aplicação
que nos será útil mais adiante, vamos estudar algumas propriedades da
inversão numa álgebra de Banach.

2.3.27 (Álgebras do ponto de vista algébrico) O termo  nem sempre éálgebra
utilizado em matemática com o mesmo sentido. Para fixar ideias, vamos
chamar  a um espaço vetorial  sobre o corpo  noálgebra X Š ‘ ‚ (igual a  ou )
qual se definiu uma nova operação binária (a ), notemo-lamultiplicação
ÐBß CÑ È BC ‚ Ä, a qual é uma aplicação bilinear . Assim:X X X

a)
b)
c)

 ;
 ;
  (onde ),

ÐB  CÑD œ BD  CD

BÐC  DÑ œ BC  BD

Ð+BÑC œ +ÐBCÑ œ BÐ+CÑ + − Š

em particular, , quaisquer que sejam . A álgebra diz-se!C œ ! œ B! Bß C − X
associativa se a multiplicação é associativa, isto é, se se verifica a condição
ÐBCÑD œ BÐCDÑ. Do mesmo modo, ela diz-se  se a multiplicação écomutativa
comutativa, isto é, se se tem . Diz-se que  é um  daBC œ CB / − X elemento um
álgebra  se se tem , para cada ; um tal elemento, a existir,X X/B œ B œ B/ B −
é diferente do elemento , a menos que a álgebra seja , isto é, a menos! trivial
que  (se  fosse elemento um, vinha , para cada ). DoX œ Ö!× ! B œ !B œ ! B
mesmo modo, uma álgebra não pode ter mais que um elemento um, visto
que, se  e  fossem dois elementos um, tinha-se . Muitas vezes/ / / œ // œ /w w w

o elemento um de uma álgebra é notado . A uma álgebra com elemento um"
também se dá o nome de .álgebra unitária
Dada uma álgebra associativa , com elemento um , diz-se que umX "
elemento  é  se existe  tal que ; um talB − B − BB œ B B œ "X Xinvertível w w w

elemento  é então único, visto que, se  fosse outro elemento nas mesmasB Bw ww

condições, tinha-se
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B œ B " œ B ÐBB Ñ œ ÐB BÑB œ "B œ Bw w w ww w ww ww ww ;
este elemento  é chamado o  de  e notado frequentemente . ÉB B Bw "inverso
claro que o elemento  é sempre invertível, sendo o seu próprio inverso, e"
que, se a álgebra não é trivial, o elemento  não é invertível. É fácil verifi-!
car-se que, se  e  são elementos invertíveis, então  é também invertível eB C BC
ÐBCÑ œ C B Bß C − BC œ CB" " ". Também é útil notar que se  verificam  eX
se  é invertível então tambémB

B" " " " " "C œ B ÐCBÑB œ B ÐBCÑB œ CB .

Se  é uma álgebra associativa, define-se do modo habitual , para cadaX B8

B − \ 8   " 8 B e cada inteiro , como sendo o produto de  factores iguais a .
No caso em que a álgebra tem elemento um, define-se  (mesmo queB œ "!

B œ !!). As regras usuais de multiplicação de potências com a mesma base
continuam a ser válidas (só podemos garantir a validade das de multiplicação
de potências com o mesmo expoente se a álgebra for também comutativa).
É ainda útil fazer a observação trivial que, do mesmo modo que todo o
espaço vetorial complexo é também um espaço vetorial real, toda a álgebra
complexa é também uma álgebra real.

2.3.28 (Exemplos) a) Sendo Š ‘ ‚ Š igual a  ou , , como espaço vetorial de
dimensâo  sobre  e com a multiplicação usual, é uma álgebra associativa e" Š
comutativa com  como elemento um. Os elementos invertíveis são os"
diferentes de  e o respetivo inverso é o inverso usual de um real ou!
complexo. É claro que , para além de ser uma álgebra complexa de‚
dimensão , também é uma álgebra real de dimensão ." #
b) Se  é um espaço vetorial normado sobre  então o espaço vetorialI Š
_ ŠÐIàIÑ sobre  cujos elementos são as aplicações lineares contínuas
I Ä I é uma álgebra associativa com a composição de aplicações como
multiplicação e com a aplicação identidade  como elemento um. EstaM.I
álgebra não é, em geral, comutativa e os elementos invertíveis são os
isomorfismos topológicos , o inverso de um tal elemento invertívelI Ä I
sendo, naturalmente, o isomorfismo inverso.  Note-se que esta álgebra e a200

trivial se, e só se, .I œ Ö!×
c) Se  é um conjunto não vazio então o espaço vetorial , dasM E:ÐMß ÑŠ
aplicações , é uma álgebra comutativa e associativa, quando seM Ä Š
considera o produto habitual de aplicações associado à multiplicação no
corpo . Esta álgebra tem como elemento um a aplicação de valor constanteŠ
" Ï Ö!× e os elementos invertíveis são as aplicações com valores em , oŠ
inverso de um tal elemento sendo, naturalmente, o inverso habitual de uma
aplicação (não a aplicação inversa…).
d) No espaço vetorial  pode-se considerar uma estrutura de álgebra com o‘$

200No caso em que  é simplesmente um espaço vetorial, sem nenhuma norma consi-I
derada, podemos analogamente considerar uma álgebra  constituída por todasPÐIàIÑ
aplicações lineares I Ä IÞ
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produto externo habitual como multiplicação. Esta álgebra não é associativa
nem comutativa e não tem elemento um.

2.3.29 Vamos chamar  a uma álgebra associativa unitária ,álgebra normada X
munida de uma norma que verifique as condições  emBCm Ÿ mBmmCm
m"m Ÿ ". Em particular, a primeira condição implica que a multiplicação é
uma aplicação bilinear contínua . Numa tal álgebra tem-se então,X X X‚ Ä
para cada  e cada inteiro , . No caso em que aB − 8   ! mB m Ÿ mBmX 8 8

álgebra normada não é trivial, vai-se ter mesmo , visto que podemosm"m œ "
escrever

m"m œ m" † "m Ÿ m"mm"m,

donde, por ser , . Chamamos  a umam"m Á ! " Ÿ m"m álgebra de Banach
álgebra normada que seja completa.

2.3.30 (Exemplos) Os exemplos de álgebra examinados nas alíneas a) e b) de
2.3.28 são, de facto, álgebras normadas, o primeiro com o valor absoluto
como norma e o segundo com a norma de uma aplicação linear definida em
2.1.30. No caso da alínea a) temos uma álgebra de Banach e no caso da
alínea b) temos uma álgebra de Banach se o espaço vetorial normado  forI
um espaço de Banach (cf.  e ).2.1.36 2.1.33

2.3.31 (Análogo de  e )2.1.20 2.1.3  Sejam  uma álgebra normada,  um espaçoX \
topológico e . Tem-se então:B − \!

a) Sendo E § \ B E 0ß 1ÀE Ä, com  aderente a , e  duas aplicações tais! X
que

0ÐBÑ qp C − 1ÐBÑ qp D −
BpB BpB! !

X X, ,

então

0ÐBÑ1ÐBÑ qp CD
BpB!

.

b) Em particular, se  são duas aplicações contínuas no ponto 0 ß 1À\ Ä BX !

então é também contínua no ponto  a aplicação , que a B 01À\ Ä B − \! X
associa .0ÐBÑ1ÐBÑ
Dem: A conclusão de a) resulta da continuidade da multiplicação
X X X‚ Ä ,  uma vez que, pela propriedade da topologia produto em , 1.5.1
tem-se

Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ qp ÐCß DÑ − ‚
BpB!

X X.

A conclusão de b) resulta da de a), tendo em conta a caracterização da conti-
nuidade de uma aplicação num ponto em termos de limites (cf. ).1.4.1 

2.3.32 (A álgebra normada )V XÐ\ß Ñ  Sejam  uma álgebra normada e  umX \
espaço topológico compacto e não vazio. Como se verificou em ,2.1.26
podemos então considerar o espaço vetorial normado , de todas asV XÐ\ß Ñ
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aplicações contínuas , com a norma \ Ä X mm_, norma cuja topologia
associada é a induzida pela topologia da convergência uniforme de
E:Ð\ß ÑX . De facto V XÐ\ß Ñ é mesmo uma álgebra normada com o produto
01 0 ß 1 − Ð\ß Ñ de duas aplicações contínuas  definido naturalmente comoV X
sendo a aplicação , e o elemento um sendo a aplicação deB È 0ÐBÑ1ÐBÑ
valor constante . A álgebra  é comutativa se a álgebra  o for e," Ð\ß ÑV X X
tendo em conta , é uma álgebra de Banach se  o for.2.2.8 X
Dem: O facto de o produto de duas aplicações contínuas ainda pertencer a
V XÐ\ß Ñ é uma consequência de , sendo então imediato que ficamos2.3.31
com uma álgebra associativa com o elemento  indicado. O facto de se ter"
m"m Ÿ " m"ÐBÑm œ m"m Ÿ " B em  implica que se tem  para cada , portantoX
m"m Ÿ "_ . Analogamente, do facto de se ter

m0ÐBÑ1ÐBÑm Ÿ m0ÐBÑmm1ÐBÑm Ÿ m0m m1m_ _

para cada  implica que .B − \ m01m Ÿ m0m m1m_ _ _ 

2.3.33 Seja  uma álgebra de Banach e seja  tal que . Tem-seX XB − mBm  "
então que  é invertível e"  B

Ð"  BÑ œ B œ "  B  B  B â" 8 #

8 !

" ,3

onde a família  de vetores de  é absolutamente somável. Além dissoÐB Ñ8 8 ! X
vem

mÐ"  BÑ m
mBm

" Ÿ
"

" 
.

Dem: O facto de termos uma família absolutamente somável vem de que se
tem, lembrando a caracterização da soma de uma série geométrica,

" "
8 ! 8 !

8 8   .mB m mBm œ  _
"

"  mBm
Ÿ

A família é portanto somável e podemos notar  , o qual verificaC œ B!
8 !

8

mCm Ÿ Ÿ" "
8 ! 8 !

8 8  .mB m mBm œ
"

"  mBm

Tem-se então

Ð"  BÑC œ B  B B  B œ B œ "" " " "
8 ! 8 ! 8 !

8 8" 8 8 !

8 "

        œ

e, do mesmo modo, , o que mostra que  é invertível, eCÐ"  BÑ œ " "  B
com inverso .C 
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2.3.34 Seja  uma álgebra de Banach e seja  o subconjunto de  constituídoX X X38@

pelos elementos invertíveis. Tem-se então que  é um subconjunto abertoX38@
de , que contém , e a aplicação inv , definida por inv , éX X X" À Ä ÐBÑ œ B38@

"

contínua.
Dem: Vamos começar por mostrar que  é interior a  e que a aplicação" X38@
inv é contínua em . Para isso reparamos que, sendo  a bola aberta de" F Ð!Ñ"Î#

centro  e raio  de , a família de funções contínuas ,! 0 ÀF Ð!Ñ Ä"
# 8 "Î#X X

definidas por  vai ser normalmente somável, visto que se tem0 ÐBÑ œ B8
8

m0 ÐBÑm Ÿ mBm Ð Ñ
"

#
8

8 8Ÿ ,

onde  ; deduzimos daqui, tendo em conta , que!
8 !

"
#

8Ð Ñ œ #  _ 2.3.26

ficamos com uma aplicação contínua , definida por0 ÀF Ð!Ñ Ä"Î# X

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ œ "  B  B â"
8 !

8
# .

Para cada , podemos escrever , comC − F Ð"Ñ C œ "  Ð"  CÑ"Î#

"  C − F Ð!Ñ C"Î# , pelo que  é invertível, e com

C œ Ð"  CÑ œ 0Ð"  CÑ" 8

8 !

" ,

o que mostra que  e que a restrição de inv a esta bola aberta éF Ð"Ñ §"Î# 38@X

contínua, em particular int  e inv é contínua em . Seja agora" − Ð Ñ "X38@
B − B! 38@X X X arbitrário. Considerando a aplicação contínua de  em , que a 
associa , aplicação que aplica  em , vemos que a imagem recíprocaBB B "!

"
!

do aberto int  vai ser um aberto contendo , o qual vai estar contido emÐ Ñ BX38@ !

X38@ !! !
" ", visto que, se  é invertível, o mesmo acontece a ;BB B œ ÐBB ÑB

ficou portanto provado que int  e portanto que  é aberto. PorB − Ð Ñ! 38@ 38@X X
outro lado, para cada , tem-seB − X38@

inv inv ,ÐBÑ œ B œ B ÐBB Ñ œ B ÐBB Ñ" " " " " "
! ! ! !

pelo que o teorema da continuidade da função composta e a continuidade de
inv em  implicam a continuidade de inv em ." B! 

2.3.35 (Corolário) Sejam  e  espaços de Banach e consideremos osI J
correspondentes espaços de Banach  e . Tem-se então que o_ _ÐIà JÑ ÐJ àIÑ
conjunto  dos isomorfismos topológicos é um aberto_ _3=9ÐIà JÑ § ÐIà JÑ
(eventualmente vazio) e é contínua a aplicação invÀ ÐIà JÑ Ä ÐJ àIÑ_ _3=9

definida por inv .Ð Ñ œ0 0"

Dem: No caso em que  temos uma consequência de aplicar  àI œ J 2.3.34
álgebra de Banach . No caso geral podemos já afastar o caso trivial_ÐIàIÑ
em que  é vazio e então escolhemos  e atendemos_ 0 _3=9 ! 3=9ÐIà JÑ − ÐIà JÑ
a que se tem  se, e só se, , caso em que0 _ 0 0 _− ÐIà JÑ ‰ − ÐIàIÑ3=9 3=9!

"
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se tem

inv inv ,Ð Ñ œ œ Ð ‰ Ñ ‰0 0 0 0 0" " "
! !

onde a aplicação inv no segundo membro é a correspondente à álgebra de
Banach ._ÐIàIÑ 

2.3.36 (Corolário) Sejam  um espaço topológico compacto não vazio e  uma\ X
álgebra de Banach. Tem-se então que os elementos invertíveis da álgebra de
Banach  (cf. ) são as aplicações contínuas V XÐ\ß Ñ 02.3.32 À\ Ä X tais que
0ÐBÑ B 0 é invertível para cada , o elemento inverso de um tal  sendo a
aplicação B È 0ÐBÑ Þ"

Dem: É evidente que, se  é invertível em 0 V XÐ\ß Ñ B − \ então para cada  o
elemento  tem que ser invertível e o inverso de  não pode deixar0ÐBÑ − 0X
de ser a aplicação B È 0ÐBÑ". Reciprocamente, se  é invertível para0ÐBÑ
cada  então o teorema da continuidade da aplicação composta e aB
continuidade da aplicação inv  implica que é contínua a aplicaçãoÀ ÄX X38@

B È 0ÐBÑ 0", sendo então imediato que esta aplicação é um inverso de  em
V XÐ\ß Ñ. 

Como segunda aplicação dos resultados que estudámos no contexto das
famílias somáveis vamos estudar exemplos importantes de espaços veto-
riais normados, os espaços , onde  que no caso parti-j ÐMÑ : − Ò"ß_ÒI

:

cular em que  já foram examinados em  e que têm relações: œ " 2.1.13
com os espaços  examinados em ,  e .j ÐMÑI

_ 2.1.9 2.1.10 2.2.5
Começamos por definir os espaços  para  arbitrário, apesar dej ÐMÑ :  !I

:

apenas definirmos uma norma no caso em que .:   "

2.3.37 (Os espaços ) j ÐMÑI
: Sejam  um conjunto não vazio,  um númeroM :  !

real e  um espaço vetorial normado sobre o corpo I Š ‘ ‚, igual a  ou .
Notamos  o conjunto de todas as aplicações j ÐMÑI

: ÐB Ñ M I3 3−M  de  para  tais que

"
3−M

mB m  _3
:

e, para uma tal aplicação, notamos

mÐB Ñ m œ mB m − Ò!ß_Ò3 3−M : 3
:Š ‹"

3−M

"
:

.

Tem-se então que j ÐMÑI
:  é um subespaço vetorial do espaço vetorial de todas

as aplicações de  para  e a aplicação  que a cada M I j ÐMÑ Ä Ò!ß_Ò ÐB ÑI
:

3 3−M

associa  verifica as condições :mÐB Ñ m3 3−M :
201

201Comparar com .2.1.3
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a)

b)
c)

  

 , para cada ;
  se, e só se, 

mÐB  C Ñ m Ÿ # mÐB Ñ m  mÐC Ñ m à

mÐ+B Ñ m œ l+lmÐB Ñ m + −

mÐB Ñ m œ ! B

3 3 3−M : 3 3−M : 3 3−M :
"

3 3−M : 3 3−M :

3 3−M : 3

"
: ˆ ‰ 202

Š

œ ! 3 − M para cada .

Note-se que estamos a usar a convenção  para cada real ,! œ ! :  !:

convenção essa já referida na nota que precedeu , na página 128.1.5.9
Note-se ainda que no caso em que  reencontramos o espaço vetorial: œ "
j ÐMÑI
"  definido em  e a norma que considerámos nesse espaço.2.1.13

Analogamente ao referido em , escrevemos simplesmente  em vez2.1.13 jI
:

de  no caso em que  e é comum omitir a referência a  quandoj ÐMÑ M œ II
: 

I œ Š Š e for claro do contexto qual o corpo  que se está a considerar.
Dem: Provamos simultaneamente as conclusões de a), b) e c) e o facto de
termos um subespaço vetorial. Antes de provar a) começamos por notar que,
dados reais  e  tem-se<  ! +ß ,   !

Ð+  ,Ñ Ÿ # Ð+  , Ñ< < < < .   (1)

Com efeito, se  tem-se  donde+ Ÿ , +  , Ÿ #,

Ð+  ,Ñ Ÿ Ð#,Ñ œ # , Ÿ # Ð+  , Ñ< < < < < < <

e, analogamente, se  tem-se  donde+   , +  , Ÿ #+

Ð+  ,Ñ Ÿ Ð#+Ñ œ # + Ÿ # Ð+  , Ñ< < < < < < < .

Passamos agora à prova de a): Dados , obtemos,ÐB Ñ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M e  em j ÐMÑI
:

aplicando a desigualdade (1) com ,< œ :

" " "ˆ ‰ ˆ ‰
Š ‹" "3−M 3−M 3−M

3 3 3 3 3 3
: : : ::

: : :

3−M 3−M

3 3

mB  C m Ÿ mB m  mC m Ÿ # mB m  mC m œ

œ # mB m  mC m

em particular  e, aplicando (1), agora com ,ÐB  C Ñ − j ÐMÑ < œ3 3 3−M I
: "

:

mÐB  C Ñ m œ mB  C m Ÿ # mB m  mC m Ÿ

Ÿ # ‚ # ‚ mB m  mC m œ

œ # mÐB Ñ m  mÐC Ñ m

3 3 3−M : 3 3 3 3

3−M 3−M 3−M

: : :

3−M 3−M

3 3
: :

"
3 3−M : 3 3−M :

Š ‹ Š ‹" " "
ŠŠ ‹ Š ‹ ‹" "

ˆ ‰

" "
: :

"
:

" "
: :

"
: .

202É o factor  que nos impede de ficarmos já a saber que temos uma norma. De facto,#"
"
:

como veremos adiante em , com uma demonstração mais artificiosa, temos2.3.44
efetivamente uma norma no caso em que  embora não o tenhamos em geral se:   "
:  " (cf. o exercício .14 adiante).2.3
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Quanto a b), se  e  vemÐB Ñ −3 3−M j ÐMÑ + −I
: Š

" " "
3−M 3−M 3−M

3 3 3
: : : : :m+B m œ l+l mB m œ l+l mB m ,

em particular , eÐ+B Ñ −3 3−M j ÐMÑI
:

mÐ+B Ñ m œ m+B m œ l+l mB m3 3−M : 3 3

3−M 3−M

: :Š ‹ Š ‹" "" "
: :

.

Relativamente a c), é imediato que  pertence a  e que  éÐ!Ñ j ÐMÑ mÐ!Ñ m3−M 3−M :I
:

igual a  e, reciprocamente, se , o facto de estar em jogo uma! mÐB Ñ m œ !3 3−M :

soma de reais maiores ou iguais a  implica que  para cada , e! mB m œ ! 33
:

portanto também  para cada .B œ ! 33 

Antes de mostrar que, no caso em que , temos uma norma em :   " j ÐMÑI
:

vamos estabelecer alguns resultados envolvendo famílias de reais em
Ò!ß _Ò M indexadas no conjunto  e lembramos uma relação bem
conhecida entre médias aritméticas e médias geométricas no contexto de
Ò!ß _Ò, para a qual apresentamos um demonstração  paraad hoc
comodidade do leitor que eventualmente não a tenha já encontrado.

2.3.38 (Médias aritméticas e médias geométricas) Sejam  em  tais=ß >  ! ‘
que  (os ), relação que implica que .=  > œ " =ß >  "pesos
Dados +ß , − ‘, a respetiva  (com os pesosmédia aritmética ponderada
referidos) é o número real , que se verifica trivialmente estar entre  e=+  >, +
, + Á , + œ , no sentido lato e mesmo no sentido estrito no caso em que  (se 
a média aritmética é ).+
Dados , a respetiva  (com os+ß , − Ò!ß_Ò média geomética ponderada
pesos referidos) é o número real , que se verifica+ ‚ , − Ò!ß_Ò= >

trivialmente estar entre  e  no sentido lato e mesmo no sentido estrito no+ ,
caso em que  são diferentes de  (se um deles é zero a média+ Á , !
geométrica é  e se  a média geométrica é ).! + œ , +

2.3.39 (Relação fundamental entre as duas médias) Sejam  em =ß >  ! ‘ tais
que . Dados , tem-se=  > œ " +ß , − Ò!ß_Ò

+ ‚ , Ÿ =+  >,= > ,

tendo-se

+ ‚ ,  =+  >,= >

se, e só se, .+ Á ,
Dem: Se  ambas as médias são iguais a . Examinemos o caso em que+ œ , +
+ Á , +  ,, bastando, nesse caso, considerar que  uma vez que ambas as
médias ficam inalteradas se trocarmos  com  e  com . No caso em que+ , = >
+ œ ! tem-se
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+ ‚ , œ !  >, œ =+  >,= > .

Sendo agora , consideremos  em  tais que  e .!  +  ,  + œ / , œ /! " ‘ ! "

Tem-se então  e, aplicando o teorema de Lagrange do valor! ! " " =  > 
intermédio à função , com derivada igual a , vemos que/ /B B

/  / /  /

>Ð  Ñ =  > 
œ œ /

/  / /  /

=Ð  Ñ  Ð=  > Ñ
œ œ /

= > = >

= > = >

! " ! ! " !
#

" ! " " ! "
#

" ! ! " !

" ! " ! "

"

# ,

com

! # ! " # "  =  >  " # ,

pelo que, por ser , deduzimos que/  /# #" #

=Ð/  / Ñ œ =>Ð  Ñ/  =>Ð  Ñ/ œ >Ð/  / Ñ= > = >! " ! # # " ! "" ! " !" #

e portanto

/ œ Ð=  >Ñ/  =/  >/= > = >! " ! " ! " ,

que não é mais do que a desigualdade estrita no enunciado, uma vez que
=/  >/ œ =+  >,! "  e

/ œ Ð/ Ñ ‚ Ð/ Ñ œ + ‚ ,= > = > = >! " ! " . 

2.3.40 (Expoentes conjugados) Seja  um número real. Define-se então o:  "
expoente conjugado de  como sendo o número real  definido pela: ;  "
igualdade  (repare-se que  e  são então sistemas de pesos para a" " " "

: ; : ; œ "

a consideração de médias ponderadas). É claro que o expoente conjugado de
; : : ; é então  pelo que também se diz que  e  são expoentes conjugados.
Repare-se o expoente conjugado de  é o próprio .# #
Note-se que dois expoentes conjugados são, por definição, dois reais maiores
que . No entanto, já que “apetece mesmo” escrever , somos"  œ "" "

" _

levados a pensar intuitivamente em  como sendo o expoente conjugado de_
" (e vice-versa). Esta intuição deve ser encarada com cuidado. Ela não
significa de modo nenhum que as propriedades que sejam estabelecidas para
expoentes conjugados  e  sejam tabém válidas com  no lugar de  e  no: ; " : _
de : significa simplesmente que isso poderá acontecer com algumas dessas;
propriedades (casos limite das propriedades conhecidas anteriormente), que
deverão ser verificadas independentemente caso a caso.

2.3.41 (Desigualdade de Hölder) Sejam  e  dois expoentes:  " ;  "
conjugados,  um conjunto não vazio e  e  duas famílias de reaisM Ð+ Ñ Ð, Ñ3 3−M 3 3−M

em  tais queÒ!ß_Ò
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" "
3−M 3−M

3
:+  _ ,, 3

;  _,

isto é, tais que  e . Tem-se entãoÐ+ Ñ − j ÐMÑ Ð, Ñ − j ÐMÑ3 3−M 3 3−M
: ;
‘ ‘

"
3−M

3 3 3 3−M 3 3−M+ , Ÿ Ð+ Ñ Ð, Ñm m ‚ m m: ; ,   (1)

em particular .!
3−M

3 3+ ,  _

Dem: Notemos  e . Se  ou , então+ œ m m , œ m m + œ ! , œ !Ð+ Ñ Ð, Ñ3 3−M 3 3−M: ;

+ œ ! 3 , œ ! 3 + , œ ! 33 3 3 3 para cada  ou  para cada , pelo que  para cada  e
portanto !

3−M
3 3+ , œ !, o que implica que a desigualdade (1) é trivialmente

verdadeira. Resta-nos provar a validade de (1) no caso em que  e .+ Á ! , Á !

Definamos então +s œ + , œ ,s
3 3 3 3

" "
+ , e  e reparemos que, pela alínea b) de

2.3.37, vem  e , ou seja m m œ " m m œ "s ss sÐ+ Ñ Ð, Ñ + œ " , œ "3 3−M 3 3−M
3−M 3−M

3
:

3

;
: ; ! ! e .

Tendo em conta  e o facto de ser , vem agora2.3.39 " "
: ; œ "

" " " "
Š ‹" ˆ ‰

3−M 3−M 3−M 3−M

3 3 3 3 3
:

3

;

3−M

+ , œ +, + , œ +, Ð+ Ñ Ð, Ñ Ÿ +, +
"

:

œ +, + œ +,  œ +,
" " "

: : ;

s s ss s s , œ
"

;

s
"

;
,s

" "
: ;

3
:

3

;

3
:

3−M
3

;
+ "

pelo que, tendo em conta a definição de  e , obtivémos a desigualdade (1)+ ,
no enunciado 

2.3.42 (Caso limite da desigulade de Hölder) Sejam  um conjunto não vazio eM
Ð+ Ñ Ð, Ñ Ò!ß_Ò3 3−M 3 3−M e  duas famílias de reais em  tais que

"
3−M

3
3−M

+  _ ,, sup 3  _,

isto é, tais que  e . Tem-se entãoÐ+ Ñ − j ÐMÑ Ð, Ñ − j ÐMÑ3 3−M 3 3−M
" _
‘ ‘

"
3−M

3 3 3 3−M 3 3−M+ , Ÿ Ð+ Ñ Ð, Ñm m ‚ m m" _,   (1)

em particular .!
3−M

3 3+ ,  _

Dem: Uma vez que, para cada , tem-se , deduzimos que3 − M , Ÿ m m3 _Ð, Ñ3 3−M

" " "Š ‹
3−M 3−M 3−M

3 3 3 3 3−M 3 3 3−M

3 3−M 3 3−M

+ , Ÿ + Ð, Ñ œ + Ð, Ñ

Ð+ Ñ Ð, Ñ

m m m m œ

œ m m ‚ m m

_ _

" _ 
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2.3.43 (Desigualdade de Minkowsky) Sejam ,  um conjunto não vazio e:   " M
Ð+ Ñ Ð, Ñ Ò!ß_Ò3 3−M 3 3−M e  duas famílias de reais em  tais que

" "
3−M 3−M

3
:+  _ ,, 3

:  _,

isto é, ambas pertencentes a . Então também  ej ÐMÑ Ð+  , Ñ − j ÐMÑ‘ ‘
: :

3 3 3−M

m m Ÿ m m  m mÐ+  , Ñ Ð+ Ñ Ð, Ñ3 3 3−M 3 3−M 3 3−M: : :.   (1)

Dem: Podemos já supor que  visto que o caso em que  resulta de:  " : œ "
2.1.13, com . Podemos também afastar o caso em que I œ +  , œ !‘ 3 3

para todo o , caso em que a desigualdade (1) é trivialmente verificada.3
Notemos que o que verificámos em , com , implica que2.3.37 I œ ‘
Ð+  , Ñ − j ÐMÑ ; :3 3 3−M

:
‘ . Consideremos agora o expoente conjugado  de ,

portanto o definido por , e reparemos que se tem" "
: ; œ "

:  " œ :Ð"  Ñ œ
" :

: ;
,

o que implica, em particular, que

" "
3−M 3−M

3 3 3 3
:" ; :ÐÐ+  , Ñ Ñ œ Ð+  , Ñ  _,

ou seja,  Podemos agora deduzir, tendo em conta aÐÐ+  , Ñ Ñ − j ÐMÑ3 3 3−M
:" ;

‘

desigualdade de Hölder em ,2.3.41

" " "

ˆ

3−M 3−M 3−M

3 3 3 3 3 3 3 3
: :" :"

3 3 3−M
:"

3 3 3−M
:"

Ð+  , Ñ œ + Ð+  , Ñ  , Ð+  , Ñ Ÿ

Ÿ ÐÐ+  , Ñ Ñ

 ÐÐ+  , Ñ Ñ

œ

mÐ+ Ñ m m m 

mÐ, Ñ m m m œ

mÐ+ Ñ m  mÐ, Ñ

3 3−M : ;

3 3−M : ;

3 3−M : 3 3−Mm:‰Š ‹"
3−M

3 3
:Ð+  , Ñ

"
;

donde

Š ‹"
3−M

3 3
:

"

Ð+  , Ñ Ÿ
"
;

mÐ+ Ñ m  mÐ, Ñ m3 3−M : 3 3−M :,

que não é mais do que a desigualdade (1) no enunciado. 

2.3.44 (Os espaços  como espaços vetoriais normados) j ÐMÑI
: Sejam , :   " M

um conjunto não vazio e  um espaço vetorial normado. No espaço vetorialI
j ÐMÑI 3 3−M 3 3−M :
:  a aplicação que a cada  associa  (cf. ) é umaÐB Ñ mÐB Ñ m 2.3.37

norma.
Por analogia, lembremos que também temos espaços vetoriais normados
j ÐMÑ_
I  (cf.  e ).2.1.10 2.1.9
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Dem: Começamos por fazer a observação trivial que uma família  deÐB Ñ3 3−M

vetores de  pertence a  pertence a I mB mÑj ÐMÑ Ð j ÐMÑI 3 3−M
: : se, e só se, ,‘

tendo-se, nesse caso

mÐB Ñ m œ m mB mÑ m3 3−M : 3 3−M :Ð .

Tendo em conta , vemos agora que, dados  e  em 2.3.43 ÐB Ñ ÐC Ñ3 3−M 3 3−M Ij ÐMÑ: ,

mÐB  C Ñ m œ mB  C m mB m  mC mÑ

m mB m  mC mÑ m Ÿ

m mB mÑ m  m mC mÑ m œ

mÐB Ñ m  mÐC Ñ m

3 3 3−M : 3 3 3 3
: :

3 3 3−M :

3 3−M : 3 3−M :

3 3−M : 3 3−M :

Š ‹ Š ‹" "
3−M 3−M

" "
: :

Ÿ Ð œ

œ Ð

Ÿ Ð Ð

œ .

As restantes propriedades que uma norma deve verificar já foram
estabelecidas em .2.3.37 

2.3.45 (Comparação das normas  e ) : _ Sejam ,  um conjunto não:   " M
vazio e  um espaço vetorial normado e consideremos o correspondenteI
espaço vetorial normado . Para cada  e  tem-sej ÐMÑ ÐB Ñ − j ÐMÑ 3 − MI I

: :
3 3−M !

mB m Ÿ mÐB Ñ m3 3 3−M :!

e portanto para cada  vem ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M I
: ÐB Ñ − j ÐIÑ3 3−M I

_  e

mÐB Ñ m Ÿ mÐB Ñ m3 3−M _ 3 3−M :.

Em consequência, são lineares contínuas e com norma menor ou igual a  as"
aplicações

j ÐMÑ Ä II
: , ÐB Ñ È B3 3−M 3!

e a inclusão .j ÐMÑ Ä j ÐMÑI
:

I
_

Dem: Basta reparar que

mB m œ mB m Ÿ mB m œ mÐB Ñ m3 3 3 3 3−M :
: :

3−M
! !

"
:

"
:ˆ ‰ Š ‹" . 

2.3.46 (O caso particular em que  é finito) M Seja  um conjunto finito deM
índices com  elementos e sejam  e  um espaço vetorial8   " " Ÿ :  _ I
normado. Tem-se então  e, generalizando o quej ÐMÑ œ j ÐMÑ œ E:ÐMßIÑI I

: _

referimos, para , em , as normas : œ " 2.1.17 mm mm_ : e , no espaço vetorial
E:ÐMßIÑ M I de todas as aplicações de  para , são equivalentes. Em
particular, lembrando o refeirdo em , concluímos que a topologia2.1.11
associada à norma  é a topologia da convergência uniforme, que sabemosmm:
coincidir com a da convergência simples.
Dem: Já verificámos em  que se tem . Por2.3.45 mÐB Ñ m Ÿ mÐB Ñ m3 3−M _ 3 3−M :

outro lado, de se ter  para cada , concluímos quemB m Ÿ mÐB Ñ m 33 3 3−M _
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mÐB Ñ m œ mB m Ÿ 8mÐB Ñ m œ 8 mÐB Ñ m3 3−M : 3 3 3−M 3 3−M _

3−M

: :
_Š ‹" ˆ ‰"

: "
:

"
: ,

o que prova a equivalência das normas. 

2.3.47 (Comparação das normas  e ) : < Sejam  números reais,  um" Ÿ : Ÿ < M
conjunto não vazio e  um espaço vetorial normado e consideremos osI
correspondentes espaços vetoriais normados  e . Para cadaj ÐMÑ j ÐMÑI

:
I
<

ÐB Ñ − j ÐMÑ ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M 3 3−MI
:

I
< tem-se então  para cada  e

mÐB Ñ m Ÿ mÐB Ñ m3 3−M < 3 3−M :.

Em consequência  e a inclusão  é linearj ÐMÑ j ÐMÑ j ÐMÑ j ÐMÑI I
: :

I I
< <§ Ä

contínua e com norma menor ou igual a ."
Dem: Uma vez que o caso em que  é trivialmente verdadeiro, podemos: œ <
já supor que . Tem-se então, uma vez que ,:  < mB m Ÿ mÐB Ñ m3 3 3−M :

" " "
"3−M 3−M 3−M

3 3 3 3 3 3−M
< : <: : <:

:

3 3−M 3 3 3−M 3 3−M: : :
<: : <: :

3−M

3 3−M :
<

mB m œ mB m mB m Ÿ mB m mÐB Ñ m œ

œ mÐB Ñ m mB m œ mÐB Ñ m mÐB Ñ m œ

œ mÐB Ñ m ,

de onde deduzimos que

mÐB Ñ m œ mB m Ÿ mÐB Ñ m œ mÐB Ñ m3 3−M < 3 3 3−M 3 3−M :

3−M

< <
:Š ‹" ˆ ‰"

< "
< . 

2.3.48 (Os espaços  como espaços de Banach) j ÐMÑI
: Sejam ,  um:   " M

conjunto não vazio e  um espaço de Banach. Tem-se então que o espaçoI
vetorial normado  (cf. ) é também um espaço de Banach.j ÐMÑI

: 2.3.44
Por analogia, lembremos que, como se verificou em , também temos um2.2.5
espaço de Banach .j ÐMÑ_

I

Dem: ,  aderente a  eSejam  um espaço topológico, \ E § \ B − \ E!

0 ÀE Ä Mj Ð ÑI
:  uma aplicação verificando a condição de Cauchy quando

BpB 0! 3. Consideremos as aplicações À E Ä I 3 − M, onde , definidas por

0ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑÑ3 3−M .

Sendo  arbitrário, podemos considerar uma vizinhança  de  em $  ! Z B \!

tal que, quaisquer que sejam , se tenha .Bß B − Z  E m0ÐBÑ  0ÐB Ñm w w
: $

Para cada  tem-se então, quaisquer que sejam ,3 − M Bß B − Z  E!
w
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m0 ÐBÑ  0 ÐB Ñm œ m0 ÐBÑ  0 ÐB Ñm Ÿ m0 ÐBÑ  0 ÐB Ñm œ

œ m0ÐBÑ  0ÐB Ñm 

3 3 3 3 3 3
w w : w :

3−M
w

:

! ! ! !

"
:

"
:ˆ ‰ Š ‹"

$,

o que mostra que a aplicação  também verifica a condição de0 ÀE Ä I3!

Cauchy quando . Tendo em conta o facto de  ser completo, podemos,BpB I!

para cada , considerar  tal que  quando . Vamos3 − M A − I 0 ÐBÑpA BpB3 3 3 !

verificar em seguida que a família  pertence a ÐA Ñ M3 3−M j Ð ÑI
:  e que se tem

0ÐBÑ j Ð Ñp ÐA Ñ BpB M3 3−M ! quando , no espaço normado I
: , o que terminará a

demonstração.
Seja $  ! Z B \ arbitrário. Consideremos uma vizinhança  de  em  tal que,!

sempre que  se tenha . Seja  umaBß B − Z  E m0ÐBÑ  0ÐBÑm  O § Ms s : $
parte finita arbitrária. Tem-se então, sempre que ,Bß B − Z  Es

" "
3−O 3−M

3 3 3 3
: : : :

:m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm œ m0ÐBÑ  0ÐBÑm s s s $

pelo que, encarando  como um elemento arbitrário fixado em  eB Z  Es
considerando o limite quando , reparando que temos uma soma finita eBpB!

que a norma de  é uma aplicação contínua, obtemosI

"
3−O

3 3
: :lA  0 ÐBÑl Ÿs $ .

Tendo em conta a arbitrariedade da parte finita  e a caracterização deO § M
uma soma de reais maiores ou iguais a  como supremo de todas as somas!
finitas, deduzimos que se tem

"
3−M

3 3
: :mA  0 ÐBÑm Ÿs $ ,   (1)

em particular ÐA  0 ÐBÑÑ − Ms3 3 3−M j Ð ÑI
:  e portanto também

ÐA Ñ œ j Ð Ñ3 3−M I
:ÐA  0 ÐBÑÑ  Ð0 ÐBÑÑ − Ms s3 3 3−M 3 3−M ,

e então a desigualdade (1) exprime que

mÐA Ñ  0ÐBÑm Ÿs3 3−M : $

o que, tendo em conta a arbitrariedade de Bs − Z  E, implica que se tem
efetivamente  quando .0ÐBÑp ÐA Ñ BpB3 3−M ! 

2.3.49 (Observação sobre notação) Suponhamos que  é um conjunto deM
índices e que  é um subconjunto. Se  é um espaço vetorial normado e,M I!

para cada ,  usaremos a notação , que refere à partida3 − M B − I ÐB Ñ! 3 3 3−M!

uma família indexada em , para designar também a família indexada em M M!

que vale  nos índices  e vale  nos índices , desde que nãoB 3 − M ! 3 − M Ï M3 ! !

haja perigo, a partir do contexto, de ter dúvidas sobre o significado que se



382 Cap. 2. Espaços de Banach e espaços de Hilbert

pretende. Repare-se que o perigo referido se encontra consideravelmente
reduzido pelo facto de, como é evidente, ter-se, para ," Ÿ :  _
ÐB Ñ − j ÐMÑ ÐB Ñ − j ÐM Ñ mÐB Ñ m3 3−M 3 3−M ! 3 3−M :I I

: :
! ! !

 se, e só se,  sendo que a norma 
é então a mesma nos dois contextos e, do mesmo modo, ter-se
ÐB Ñ − j ÐMÑ ÐB Ñ − j ÐM Ñ3 3−M 3 3−M !I I

_ _
! !

 se, e só se,  sendo que a norma
mÐB Ñ m3 3−M _!

 é então a mesma nos dois contextos.

2.3.50 (Um subespaço vetorial denso dos ) j ÐMÑI
: Sejam  um conjunto nãoM

vazio e  um espaço vetorial normado. Tem então lugar um subespaçoI

vetorial  do espaço vetorial de todas as aplicações  constituídoj ÐMÑ M Ä II
038

pelas famílias  para as quais existe uma parte finita ÐB Ñ M3 3−M ! § M  tal que
B œ ! 3 − M Ï M3 ! para cada .
Tem-se então que, para cada real , " Ÿ :  _ j ÐMÑI

038  é um subespaço
vetorial denso de , com a norma .j ÐMÑI

: mm:
Dem: A família identicamente nula  pertence a Ð!Ñ3−M j ÐMÑI

038 , uma vez que

podemos tomar . Dados  e  em  e um escalarM œ g ÐB Ñ ÐC Ñ j ÐMÑ! 3 3−M 3 3−M I
038

+ − M M M B œ !Š, podemos considerar partes finitas  e  de  tais que  para! " 3

cada  e  para cada ; Tem-se então que 3 Â M C œ ! 3 Â M M! 3 " !  M" é um a parte
finita de  tal que  parta cada , o que mostra queM B  C œ ! 3 Â M  M3 3 ! "

ÐB  C Ñ3 3 3−M  pertence a j ÐMÑ +B œ ! 3 Â MI
038

3 ! e  para cada , o que mostra que

Ð+B Ñ j ÐMÑ j ÐMÑ3 3−M I I
038 038 pertence a . Provámos assim que  é efetivamente um

subespaço vetorial. Seja agora  arbitrário. Dado ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M I
: $  !

arbitrário, o facto de se ter  permite-nos considerar uma parte!mB m  _3
:

finita  de  tal queM M!

" " " "
3−M 3−M 3−M

3 3 3 3
: : : : : :

3−MÏM! ! !

mB m  mB m  œ mB m  mB m $ $

portanto

"
3−MÏM

3
: :

!

mB m  $ .

Podemos então considerar, com a notação introduzida em , a família2.3.49
ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M I

038
!

, tendo-se

mÐB Ñ  ÐB Ñ m œ mB m 3 3−M 3 3−M : 3

3−MÏM

:
!

!

"
:Š ‹" $,

o que mostra que  é aderente a ÐB Ñ3 3−M j ÐMÑI
038 . 

Note-se que o caso limite  do resultado precedente já não é válido.: œ _

De facto, sendo  um espaço de Banach tem-se ainda I j ÐMÑ § j ÐMÑI
038

I
_

mas, como veremos a seguir, afastados os casos triviais em que I œ Ö!×
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ou  é finito, existem subespaços vetoriais fechados próprios de M j ÐMÑ_
I

que contêm .j ÐMÑI
038

2.3.51 (Dois subespaços fechados de ) j ÐMÑ_
I Sejam  um conjunto infinito deM

índices e  um espaço de Banach. Tem-se então:I Á Ö!×
1) Tem lugar um subespaço vetorial fechado próprio  de  consti-- ÐMÑ j ÐMÑI

_
I

tuído pelas famílias  de vetores de  tais que exista  comÐB Ñ I B − I3 3−M

lim
3 p_

3B œ B,

onde o limite é o relativo à topologia de M œ Ms  Ö_× como compactificado
de Alexandroff de  com a topologia discreta (cf. ) . Como é usual,M 1.6.51 203

omite-se frequentemente a referência ao conjunto de índices  quando este éM
 Š e a referência a  quando este for  e for claro no contexto qual o corpoI
dos escalares considerado.
2) Tem lugar uma aplicação linear contínua  que a cadalimÀ Ä I- ÐMÑI

ÐB Ñ 3p_Þ3 3−M  associa o respetivo limite quando 
3) Tem lugar um subespaço vetorial fechado - ÐMÑ!I  de  contidoj ÐMÑ_

I

estritamente em  constituído pela famílias  com limite  quando- ÐMÑ ÐB Ñ !I 3 3−M

3 p_ j ÐMÑ j ÐMÑ e este subespaço vetorial é igual à aderência de  em .I
038 _

I

Dem:  Comecemos por reparar que 1) - ÐMÑ j ÐMÑ ÐB ÑI 3 3−M
_
I§  visto que se  tem

limite  quando  então B − I 3p_ ÖB ×3 3−M  ÖB× é compacto, e portanto
limitado, por ser a imagem do compactificado de Alexandroff M œ Ms  Ö_×
pela aplicação contínua que aplica  em  e  em .3 B _ B3

O facto de - ÐMÑ j ÐMÑI
_
I ser um subespaço vetorial de  resulta de a família

identicamente  ter limite  quando  e das propriedades dos limites em! ! 3p_
2.1.20 2.1.3 e . Para verificarmos que se trata de um subespaço vetorial
fechado consideremos  aderente a . Dado ÐB Ñ − j ÐMÑ - ÐMÑ3 3−M I

_
I $  !

arbitrário, seja  e, tendo emÐC Ñ − mÐB Ñ  ÐC Ñ m 3 3−M 3 3−M 3 3−M _ $- ÐMÑI  tal que $

conta o facto de  verificar a condição de Cauchy quando , seja ÐC Ñ 3p_ M3 3−M !

uma parte finita de  tal que sempre que  se tenhaM 3ß 3 − M Ï Mw
!

mC  C m  3ß 3 − M Ï M3 3 !$
w

w
$ ; quaisquer que sejam  tem-se então

mB m Ÿ mB  C m  mC  C m  mC  B m 

 mÐB Ñ  ÐC Ñ m   mÐB Ñ  ÐC Ñ m 
$

3 3 B w w w w3 3 3 3 3 3

3 3−M 3 3−M _ 3 3−M 3 3−M _
$

$,

203Repare-se que uma das razões por que exigimos que  seja infinito é para garantir queM
_ M seja aderente a , sem o que não faria sentido considerar o limite. Repare-se também
que, se  fosse um espaço vetorial normado, não necessariamente completo, aindaI Á Ö!×
se poderia garantir que  é um subespaço vetorial de  mas não que esse- ÐMÑ j ÐMÑI

_
I

subespaço tenha que ser fechado; Continuariam, além disso, a ser válidas as conclusões
de 2) e 3), neste último caso o facto de termos um subespaço vetorial fechado
necessitando de uma demonstração diferente da que vamos apresentar.
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o que mostra que  verifica a condição de Cauchy quando  eÐB Ñ 3p_3 3−M

portanto, por  ser completo, I ÐB Ñ −3 3−M - ÐMÑI . O facto de termos um
subespaço próprio resulta de que existem famílias  que não têm limite;ÐB Ñ3 3−M

por exemplo, sendo  em  e B Á ! I Mw w§ M M Ï M infinito com  também
infinito, a família definida por  se  e  se  não temB œ B 3 − M B œ ! 3 Â M3 3

w w

limite quando  por não verificar a condição de Cauchy quando 3 p_ 3p_
(qualquer que seja a parte finita  de  em  existem necessariamenteM M M Ï M! !

elementos em  e elementos em .M M Ï Mw w

2) O facto de  ser linear resultalimÀ Ä I- ÐMÑI  das propriedades dos limites
em  e . O facto de esta aplicação linear ser contínua, e de norma2.1.20 2.1.3
menor ou igual a , resulta de que se  tem limite  quando  então" ÐB Ñ B 3p_3 3−M

mBm Ÿ mÐB Ñ m ÐB Ñ3 3−M _ 3 3−M, uma vez que, afastado o caso trivial em que  é a
família identicamente , a bola fechada de centro  e raio  de  é! ! mÐB Ñ m I3 3−M _

um conjunto fechado que contém todos os  e portanto também o seu limiteB3

B.
3) O facto de  ser um subespaço vetorial fechado de - ÐMÑ!I - ÐMÑI  e portanto
de  resulta de se tratar do kernel da aplicação linear contínuaj ÐMÑ_

I

limÀ Ä I- ÐMÑI  e o facto de estar contido estritamente naquele resulta de
que, se  em  a família constante de valor  está em B Á ! I B - ÐMÑI  mas não em
- ÐMÑ!I .
O facto de se ter  resulta de que se  pertence a j ÐMÑ j ÐMÑ ÐB Ñ j ÐMÑI I I

038 038!
3 3−M§

então existe M! § M B œ ! 3 − M Ï M finito tal que  para cada , o que implica3 !

que  quando . Resulta daqui, por B p! 3p_3 j ÐMÑ j ÐMÑI
! _

I ser fechado em ,

que a aderência de  em  está contida em  e o facto de elaj ÐMÑ j ÐMÑ j ÐMÑI I
038

I
_ !

ser mesmo igual a  resulta de que se  pertence a  e j ÐMÑ ÐB Ñ j ÐMÑI I
! !

3 3−M $  !
então, considerando uma parte finita  de  tal que  para cadaM M mB m ! 3 $
3 − M Ï M ÐB Ñ M! 3 3−M ! e, considerando a família , que coincide com aquela em  e

!

é  fora de , vem .! M ÐB Ñ − mÐB Ñ  ÐB Ñ m Ÿ! 3 3−M 3 3−M 3 3−M _!!
j ÐMÑI
038  e $ 

2.3.52 (Separabilidade de ) j ÐMÑ:
I Sejam  um conjunto contável não vazio, M I

um espaço vetorial normado separável sobre  (por exemplo Š ŠI œ ) e
" Ÿ :  _. Tem-se então que o espaço vetorial normado j ÐMÑI

:  é também
separável.204

Dem: Para cada parte finita  de , podemos considerar o subespaço vetorialM M!

j ÐMß M Ñ j ÐMÑ ÐB Ñ B œ !I I
: :

! 3 3−M 3 de  constituído pelas famílias  tais que  para
cada , subespaço esse que é separável por, afastado o caso trivial3 − M Ï M!
em que  existir uma isometria linear (em particular um isomorfismoM œ gß!

topológico) dele sobre o espaço normado separável  (cf.  ej ÐM ÑI
:

! 2.3.46
1.5.24), nomeadamente aquela que a cada família indexada em  associa aM
família restrição a . Uma vez que a classe das partes finitas de  é contável,M M!

deduzimos da alínea b) de  que , sendo a união contável dos1.3.28 j ÐMÑI
038

conjuntos  é também separável. Por fim, tendo em conta o resultadoj ÐMß M ÑI
:

!

204Repare-se que, como referido em , não se pode afirmar o mesmo para .2.1.72 : œ _
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de densidade em  e a alínea a) de , concluímos que  é2.3.50 1.3.28 j ÐMÑI
:

separável. 

Vamos agora dirigir a nossa atenção ao caso em que o espaço vetorial
normado  é o corpo , igual a  ou , de modo a obter um resultado deI Š ‘ ‚
dualidade importante. Este resultado será reexaminado posteriormente no
quadro mais geral de outros espaços normados.

2.3.53 (A aplicação bilinear de dualidade) Sejam  e  dois expoentes:  " ;  "
conjugados (cf. ),  um conjunto não vazio e 2.3.40 M Š ‘ ‚ igual a  ou Þ
Podemos então considerar uma aplicação bilinear contínua

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š
: ;

definida por

>ˆ ‰ "ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ B C3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

,

que verifica a condição

¸ ˆ ‰¸> ÐB Ñ ß ÐC Ñ Ÿ mÐB Ñ m mÐC Ñ m3 3−M 3 3−M 3 3−M : 3 3−M ; .

Dem: Dados  e , tem-se, pela desigualdade deÐB Ñ − j ÐMÑ ÐC Ñ − j ÐMÑ3 3−M 3 3−M
: ;
Š Š

Hölder em ,2.3.41

" "
3−M 3−M

3 3 3 3 3 3−M : 3 3−M ;lB C l œ lB llC l Ÿ mÐB Ñ m mÐC Ñ m  _,

o que implica que a família dos escalares  é absolutamente somável, eB C3 3

portanto somável. Fica assim bem definida a aplicação

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š
: ;

que se verifica facilmente ser bilinear. Tem-se enfim

¸ ˆ ‰¸ ¹ ¹" "> ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ B C Ÿ lB C l Ÿ mÐB Ñ m mÐC Ñ m3 3−M 3 3−M 3 3 3 3 3 3−M : 3 3−M ;

3−M 3−M

,

o que implica, em particular, que a aplicação bilinear  é contínua.> 

2.3.54 (Teorema de Riesz) Sejam  e  dois expoentes conjugados, :  " ;  " M
um conjunto não vazio e Š ‘ ‚ igual a  ou  e consideremos a correspondente
aplicação bilinear contínua  definida em  Tem> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ Ä ÞŠ Š

: ; 2.3.53
então lugar uma isometria linear
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> _ Š

> >

sÀ j ÐMÑ Ä j ÐMÑà

s ÐB Ñ ÐC Ñ œ ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ B C

Š Š
: ;

3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

ˆ ‰
ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ "

,

, 205

em particular  é dualizante na primeira variável.>
Dem: Para maior clareza, vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
1) Deduzimos de  que, para cada  temos uma aplicação2.3.53 ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M

:
Š

linear contínua  com norma menor ou igual a> Šs ÐB Ñ À j ÐMÑ Äˆ ‰3 3−M
;
Š

mÐB Ñ m À j ÐMÑ Ä j ÐMÑàs
3 3−M :

: ; e que a aplicação  é linear contínua e> _ ŠŠ Š
ˆ ‰

com norma menor ou igual a ."
2) Vamos verificar que a aplicação linear  é isométrica, em particular>s

injetiva, por outras palavras que se tem mesmo

¼ ˆ ‰¼>s ÐB Ñ œ mÐB Ñ m3 3−M 3 3−M :   (1)

para cada .ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M
:
Š

Subdem: Podemos já afastar o caso trivial em que . DefinamosÐB Ñ œ !3 3−M

C œ
lB l ‚ B B Á !
! B œ !3

3 3 3
:#

3
œ , se 

, se 

para cada  e reparemos que, por ser3 − M

:  " œ :Ð"  Ñ œ
" :

: ;
,   (2)

vem

lC l œ lB l œ lB l3 3 3
; :" :;ˆ ‰

donde , portanto  e! !lC l œ lB l ÐC Ñ − j ÐMÑ3 3 3 3−M
; : ;

Š

mÐC Ñ m œ lC l œ lB l œ mÐB Ñ m œ mÐB Ñ m3 3−M ; 3 3 3 3−M 3 3−M

3−M 3−M

; : :"
: :Š ‹ Š ‹" "" "

; ;
:
; .

Tem-se então

>s ÐB Ñ ÐC Ñ œ B C œ lB l œ mÐB Ñ m œ

œ mÐB Ñ m ‚ mÐB Ñ m œ

œ mÐB Ñ m ‚ mÐC Ñ m

ˆ ‰ˆ ‰ " "3 3−M 3 3−M 3 3 3 3 3−M

3−M 3−M

: :
:

3 3−M : 3 3−M :
:"

3 3−M : 3 3−M ; ,

205Por abuso de linguagem, é comum traduzir este resultado dizendo que  “é” o dualj ÐMÑŠ
:

de . Note-se ainda que, na linguagem introduzida no exercício , estamos aj ÐMÑŠ
; 2.2.10

afirmar, em particular, que  é uma aplicação bilinear isométrica na primeira variável e,>s

por simetria dos papéis destas, também na segunda variável.
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o que, por ser 0, implica a igualdade (1).ÐC Ñ Á3 3−M

3) Tendo como objetivo mostrar que a aplicação linear  é sobrejetiva, seja>s

- _ Š &− j ÐMÑà 3 − M − § j ÐMÑˆ ‰
Š Š Š
; ;

3 arbitrário. Para cada  notemos  aj ÐMÑ038

família que a  associa  e a cada  associa  (uma generalização dos3 " 4 Á 3 !
elementos da base canónica de ) e consideremos os elementos Š Š8

3B −
definidos por . Vamos verificar que a família  pertence aB œ Ð Ñ ÐB Ñ3 3 3 3−M- &
j ÐMÑŠ
: .

Subdem: Seja  finito arbitrário. Seja  oM § M ÐC Ñ − § j ÐMÑ! 3 3−M
;j ÐMÑŠ Š

038

definido por

C œ
lB l ‚ B 3 − M B Á !
! 3 Â M B œ !3

3 3 ! 3
:#

! 3
œ , se  e 

, se  ou 

e reparemos que, como anteriormente, tendo em conta a igualdade (2), vem

lC l œ lB l œ lB l3 3 3
; :" :;ˆ ‰

para cada e que se tem3 − M!

ÐC Ñ œ C3 3−M 3 3

3−M

"
!

& .

Vem agora

" " " "Š ‹
¹ Š ‹¹"

Š ‹ Š ‹" "

3−M 3−M 3−M 3−M

3 3 3 3 3 3 3
:

3−M

3 3 3 3−M ;

3−M 3−M

3 3
; :

! ! ! !

!

! !

" "
; ;

lB l œ C B œ C Ð Ñ œ C œ

œ C Ÿ m mmÐC Ñ m œ

œ m m lC l œ m m lB l

- & - &

- & -

- - ,

o que implica, no caso em que , que!
3−M

3
:

!

lB l Á !

Š ‹ Š ‹" "
3−M 3−M

3 3
: :

"

! !

" "
: ;

lB l œ lB l Ÿ m m- ,

donde

"
3−M

3
: :

!

lB l Ÿ m m- ,

desigualdade que é trivialmente também verdadeira no caso em que se tem!
3−M

3
:

!

lB l œ !. Tendo em conta a caracterização da soma de parcelas positivas

como supremo de todas as somas finitas, concluímos que
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"
3−M

3
: :lB l Ÿ m m  _- ,

o que era o nosso objetivo nesta alínea.
4) Vamos provar por fim que, nas condições de 3), tem-se , o- >œ ÐB Ñsˆ ‰3 3−M

que provará a sobrejetividade pretendida.
Subdem: Uma vez que  e  são aplicações lineares contínuas de- >s ÐB Ñˆ ‰3 3−M

j ÐMÑŠ
;  para , para mostrar que elas coincidem basta mostrar que tomam oŠ

mesmo valor em cada elemento  do subespaço vetorial denso ÐC Ñ3 3−M j ÐMÑŠ
038

de  (cf.  e ). Ora, sendo  arbitrário ej ÐMÑ ÐC Ñ − j ÐMÑŠ Š
; 038

3 3−M2.3.50 1.4.29
considerando uma parte finita  de  tal que  para cada , tem-seM M C œ ! 3 Â M! 3 !

ÐC Ñ œ C3 3−M 3 3

3−M

"
!

&

e portanto

> - &

- & -

s ÐB Ñ ÐC Ñ œ B C œ C Ð Ñ œ

C œ ÐC Ñ

ˆ ‰ˆ ‰ " "
Š ‹" ˆ ‰

3 3−M 3 3−M 3 3 3 3

3−M 3−M

3−M

3 3 3 3−M

! !

!

œ . 

2.3.55 (Corolário — Reflexividade de ) j ÐMÑ:
Š Sejam ,  um"  :  _ M

conjunto de índices não vazio e  Então o espaço de BanachŠ ‘ ‚ igual a  ou Þ
j ÐMÑŠ
:  é reflexivo.

Dem: Sendo  o expoente conjugado de , vimos em  que a aplicação; : 2.3.54
bilinear contínua , definida em , é dualizante na> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š

: ; 2.3.53
primeira variável. Uma vez que a aplicação bilinear oposta é a mesma
aplicação, com os papéis de  e  trocados, ela é também dualizante na: ;
segunda variável. O que vimos em  implica assim que  é um2.2.31 j ÐMÑŠ

:

espaço de Banach reflexivo. 

Vamos agora examinar o que se pode dizer por analogia com os resul-
tados precedentes no caso limite em que  e  (ou vice-versa).: œ " ; œ _

2.3.56 (Caso limite de ) 2.3.53 Se  é um conjunto não vazio e M Š ‘ ‚ igual a  ou 
podemos considerar uma aplicação bilinear contínua

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š
" _

definida por

>ˆ ‰ "ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ B C3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

,
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que verifica a condição

¸ ˆ ‰¸> ÐB Ñ ß ÐC Ñ Ÿ mÐB Ñ m mÐC Ñ m3 3−M 3 3−M 3 3−M " 3 3−M _.

Dem: Dados  e , tem-seÐB Ñ − j ÐMÑ ÐC Ñ − j ÐMÑ3 3−M 3 3−M
: ;
Š Š

lC l Ÿ mÐC Ñ m3 3 3−M _

para cada , donde3

" " "
3−M 3−M 3−M

3 3 3 3−M _ 3 3 3−M _ 3

3 3−M 3 3−M _

lB C l Ÿ mÐC Ñ m lB l œ mÐC Ñ m lB l œ

œ mÐB Ñ m mÐC Ñ m  _1 ,

o que mostra que a família dos escalares  é absolutamente somável, eB C3 3

portanto somável. Fica assim bem definida a aplicação

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š
1 _

que se verifica facilmente ser bilinear. Tem-se enfim

¸ ˆ ‰¸ ¹ ¹" "> ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ B C Ÿ lB C l Ÿ mÐB Ñ m mÐC Ñ m3 3−M 3 3−M 3 3 3 3 3 3−M 3 3−M _

3−M 3−M

1 ,

o que implica, em particular, que a aplicação bilinear  é contínua.> 

2.3.57 (Caso limite de ) 2.3.54 Sejam  um conjunto não vazio e M Š ‘ igual a  ou
‚ e consideremos a correspondente aplicação bilinear contínua

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š
" _

definida em . Tem-se então:2.3.56
a) Tem lugar uma isometria linear

> _ Š

> >

˜ ,
˜ , 

À j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑß Ñ

ÐC Ñ ÐB Ñ œ ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ B C

_ "

3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

Š Šˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ " 206

em particular  é dualizante na segunda variável.>
b) Tem lugar uma aplicação linear isométrica, em particular injetiva,

> _ Š

> >

sÀ j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑß Ñ

s ÐB Ñ ÐC Ñ œ ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ B C

" _

3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

Š Š ,

,ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ "
a qual, no caso em que o conjunto  é infinito, não é sobrejetiva.  EmM 207

206Por abuso de linguagem, podemos dizer que  “é” o dual de  embora, comoj ÐMÑ j ÐMÑ_ "
Š Š

veremos em b),  não “seja” o dual de .j ÐMÑ j ÐMÑ" _
Š Š

207No caso em que  é finito, com  elementos, os espaços  e  coincidemM 8 j ÐMÑ j ÐMÑŠ Š
" _

ambos com o espaço de todas as aplicações , que tem dimensão , pelo que aM Ä 8Š
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particular  não é dualizante na primeira variável.>
Dem: Para maior clareza vamos dividir a demonstração de cada uma das
alíneas em várias partes, numeradas independentemente:
a1) Deduzimos de  que, para cada  temos uma2.3.56 ÐC Ñ − j ÐMÑ3 3−M

_
Š

aplicação linear contínua  com norma menor ou igual>̃ Šˆ ‰ÐC Ñ À j ÐMÑ Ä3 3−M
"
Š

a  e que a aplicação  é linear contínua e˜mÐC Ñ m À j ÐMÑ Ä j ÐMÑà3 3−M _
_ "> _ ŠŠ Š

ˆ ‰
com norma menor ou igual a ."
a2) Vamos verificar que a aplicação linear  é isométrica, em particular>̃
injetiva, por outras palavras que se tem mesmo

¼ ˆ ‰¼>̃   ÐC Ñ œ mÐC Ñ m3 3−M 3 3−M _(1)

para cada .ÐC Ñ − j ÐMÑ3 3−M
_
Š

Subdem: Podemos já afastar o caso trivial em que . SejaÐC Ñ œ !3 3−M

!  O  " 3 lC l  OmÐC Ñ m arbitrário. Escolhamos um índice  tal que ! 3 3 3−M _!

e consideremos a família  definida porÐB Ñ − j ÐMÑ § j ÐMÑ3 3−M
038 "
Š Š

B œ
3 œ 3

! 3 Á 3
3

C

lC l !

!
 3!

3!
, se 

, se 

que verifica

mÐB Ñ m œ lB l œ "3 3−M 31 !
.

Tem-se então

>̃

,

ˆ ‰ˆ ‰ "ÐC Ñ ÐB Ñ œ B C œ B C œ lC l 

 OmÐC Ñ m œ OmÐC Ñ m mÐB Ñ m

3 3−M 3 3−M 3 3 3 3 3

3−M

3 3−M _ 3 3−M _ 3 3−M

! ! !

1

donde

¼ ˆ ‰¼>̃ ÐC Ñ   OmÐC Ñ m3 3−M 3 3−M _

o que, pela arbitrariedade de  implica que se tem mesmoO − Ó!ß "Ò

¼ ˆ ‰¼>̃ .ÐC Ñ   mÐC Ñ m3 3−M 3 3−M _

Uma vez que a desigualdade oposta já foi estabelecida em a1), fica assim
provada a igualdade (1).
a3) Vamos verificar que a aplicação linear , que já>̃ _ ŠÀ j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑß Ñ_ "

Š Š

verificámos ser isométrica, é sobrejetiva, o que terminará a prova de a).
Subdem: Seja  uma aplicação linear contínua. Consideremos,- ŠÀ j ÐMÑ Ä"

Š

para cada , o elemento  que associa  ao índice  e3 − M − j ÐMÑ § j ÐMÑ " 3&3
0 38 "
Š Š

! m m œ " C œ Ð Ñ aos restantes índices, para o qual se tem , e notemos .& - &3 " 3 3

aplicação linear  entre espaços vetoriais de dimensão , sendo injetiva, é também>s 8
sobrejetiva.
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Tem-se assim  para cada  pelo que  elC l Ÿ m mm m œ m m 3 ÐC Ñ − j ÐMÑ3 3 " 3 3−M
_- & - Š

mÐC Ñ m Ÿ m m ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M _ 3 3−M
038- . Seja  arbitrário e reparemos que, sendoŠ

M § M B œ ! 3 − M Ï M! 3 ! um subconjunto finito tal que  para cada , tem-se

ÐB Ñ œ B3 3−M 3 3

3−M

"
!

&

e portanto

> - &

- & -

˜

.

ˆ ‰ˆ ‰ " "
ˆ ‰ ˆ ‰"

ÐC Ñ ÐB Ñ œ B C œ B Ð Ñ œ

œ B œ ÐB Ñ

3 3−M 3 3−M 3 3 3 3

3−M 3−M

3−M

3 3 3 3−M

! !

!

Verificámos assim que as aplicações lineares contínuas  e  de˜- >ˆ ‰ÐC Ñ3 3−M

j ÐMÑ j ÐMÑ j ÐMÑ" "038
Š ŠŠ para  coincidem no subespaço vetorial denso  de  (cf.Š

2.3.50 1.4.29) e portanto, tendo em conta , tem-se - >œ ÐC Ñ˜ . Ficouˆ ‰3 3−M

assim provada a sobrejetividade de >̃Þ
b1) Deduzimos de  que, para cada  temos uma2.3.56 ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M

"
Š

aplicação linear contínua  com norma menor ou igual> Šs ÐB Ñ À j ÐMÑ Äˆ ‰3 3−M
_
Š

a  e que a aplicação  é linear contínua emÐB Ñ m À j ÐMÑ Ä j ÐMÑàs
3 3−M "

" _> _ ŠŠ Š
ˆ ‰

com norma menor ou igual a ."
b2) Vamos verificar que a aplicação linear  é isométrica, em particular>s

injetiva, por outras palavras que se tem mesmo

¼ ˆ ‰¼>s ÐB Ñ œ mÐB Ñ m3 3−M 3 3−M "   (2)

para cada .ÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M
"
Š

Subdem: Podemos já afastar o caso trivial em que .ÐB Ñ œ !3 3−M

Consideremos a família  definida porÐC Ñ3 3−M

C œ
B Á !

! B œ !
3

B
lB l 3

3
 3

3
, se 

, se 

e reparemos que se tem  e , uma vez queÐC Ñ − j ÐMÑ mÐC Ñ m œ "3 3−M 3 3−M _
_
Š

lC l œ ! lC l œ " 3 3 B Á ! lC l œ "3 3 ! 3 3 ou  para cada  e que, existe  com  e então .
! !

Vemos agora que

>s ÐB Ñ ÐC Ñ œ B C œ lB l œ

œ mÐB Ñ m œ mÐB Ñ m mÐC Ñ m

ˆ ‰ˆ ‰ " "3 3−M 3 3−M 3 3 3

3−M 3−M

3 3−M " 3 3−M " 3 3−M _,

o que implica que  e portanto, pelo que vimos emm ÐB Ñ m   mÐB Ñ ms>ˆ ‰3 3−M 3 3−M "

b1), obtemos a igualdade (2).
b3) Tendo em conta , podemos considerar o subespaço vetorial 2.3.51 - ÐMÑI

de  constituído pelas famílias  que admitem limitej ÐMÑ ÐC Ñ − j ÐMÑ_ _
I I3 3−M
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quando  e uma aplicação linear contínua 3 p_ - ÐMÑlimÀ ÄI Š que a cada
família associa o respetivo limite quando . Pelo teorema de3 p_
Hahn-Banach (cf.  ou ) podemos considerar uma aplicação linear2.1.59 2.1.61
contínua  que tenha aquela como restrição a - ŠÀ Äj ÐMÑ - ÐMÑ_

I I . Vamos
mostrar que - > _ Š não pertence à imagem de , o quesÀ j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑß Ñ" _

Š Š

mostrará que esta aplicação linear não é sobrejetiva. Suponhamos, por
absurdo, que se tinha  para um certo .- >œ ÐÐB Ñ Ñ ÐB Ñ − j ÐMÑs

3 3−M 3 3−M
"
Š

Para cada , podemos considerar o elemento  de3 − M! 3& !

j ÐMÑ § - ÐMÑ § - ÐMÑ038
!Š Š Š

que associa  ao índice  e  aos restantes índices, para o qual se tem" 3 !!

portanto  e concluímos então que- &Ð Ñ œ !3!

! œ Ð Ñ œ ÐÐB Ñ ÑÐ Ñ œ ÐÐB Ñ ß Ñ œ Bs- & > & > &3 3 3−M 3 3 3−M 3 3! ! ! !
.

Concluímos assim que  é a família identicamente . Mas,ÐB Ñ !3 3−M

considerando agora a família  com todos os termos iguais a , queÐ"Ñ "3−M

pertence a obtemos - ÐMÑ " 3p_I  com limite  quando , obtemos

" œ - > >ÐÐ"Ñ Ñ œ ÐÐB Ñ ÑÐÐ"Ñ Ñ œ ÐÐB Ñ ß Ð"Ñ ÑÑ œ !s
3−M 3 3−M 3−M 3 3−M 3−M ,

o que é o absurdo procurado. 

2.3.58 (Corolário) Sejam  um conjunto infinito e M Š ‘ ‚ igual a  ou . Tem-se
então que os espaços de Banach  e  não são reflexivos.j ÐMÑ j ÐMÑŠ Š

" _

Dem: Tendo em conta , existe uma aplicação bilinear contínua2.3.57
> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š

" _  que é dualizante na segunda variável mas não é
dualizante na primeira e este facto implica, por , que  não é2.2.31 j ÐMÑŠ

"

reflexivo. Tendo em conta , o dual  também não é2.2.35 _ ŠÐj ÐMÑà ÑŠ
"

reflexivo e, uma vez que  é um isomorfismo>̃ _ ŠÀ j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑà Ñ_ "
Š Š

topológico, resulta de  que  também não é reflexivo.2.2.23 j ÐMÑŠ
_ 

2.3.59 (Corolário) O dual de um espaço vetorial normado separável não é
necessariamente separável.
Dem: Sejam  um conjunto numerável e  igual a  ou . Como vimos emM Š ‘ ‚
2.3.52 2.3.57, o espaço vetorial normado  é separável. Como vimos em ,j ÐMÑ"

Š

existe uma isometria linear de  sobre o dual  pelo que, umaj ÐMÑ Ðj ÐMÑà ÑŠ Š
_ "_ Š

vez que, como verificado em ,  não é separável, concluímos que2.1.72 j ÐMÑŠ
_

o dual  também não é separável._ ŠÐj ÐMÑà Ñ"
Š 

Os resultados de dualidade que examinámos de  a  podem ser2.3.53 2.3.55
também obtidos, com demonstrações mais cuidadosas, na situação mais
geral em que, em vez de  temos dois espaços vetoriais normados  e Š I J
e uma aplicação bilinear contínua  no papel da multipli-# ŠÀ I ‚ J Ä
cação.
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2.3.60 (Generalização de ) 2.3.53 Sejam  e  espaços vetoriais normadosI J
sobre  e Sejam  eŠ # ŠÀ I ‚ J Ä  uma aplicação bilinear contínua. :  "
;  " M dois expoentes conjugados (cf. ) e  um conjunto não vazio.2.3.40
Podemos então considerar uma aplicação bilinear contínua

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄI J
: ; ,

definida por

> #ˆ ‰ "ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ ÐB ß C Ñ3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

,

que verifica a condição

¸ ˆ ‰¸> #ÐB Ñ ß ÐC Ñ Ÿ m mmÐB Ñ m mÐC Ñ m3 3−M 3 3−M 3 3−M : 3 3−M ; .

Dem: Dados  e , tem-se, pela desigualdade deÐB Ñ − j ÐMÑ ÐC Ñ − j ÐMÑ3 3−M 3 3−MI J
: ;

Hölder em ,2.3.41

" "
3−M 3−M

3 3 3 3 3 3−M : 3 3−M ;l ÐB ß C Ñl Ÿ m mmB mmC m Ÿ m mmÐB Ñ m mÐC Ñ m  _# # # ,

o que implica que a família dos escalares  é absolutamente somável,#ÐB ß C Ñ3 3

e portanto somável. Fica assim bem definida a aplicação

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄI J
: ;

que se verifica facilmente ser bilinear. Tem-se enfim

¸ ˆ ‰¸ ¹ ¹" "> # #

#

ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ ÐB ß C Ñ Ÿ l ÐB ß C Ñl Ÿ

Ÿ m mmÐB Ñ m mÐC Ñ m

3 3−M 3 3−M 3 3 3 3

3−M 3−M

3 3−M : 3 3−M ; ,

o que implica, em particular, que a aplicação bilinear  é contínua.> 

2.3.61 (O correspondente a ) 2.3.54 Sejam  e  espaços vetoriais normadosI J
sobre  e Š # ŠÀ I ‚ J Ä  uma aplicação bilinear contínua dualizante na
primeira variável (cf. ). 2.2.26 Sejam  e  dois expoentes:  " ;  "
conjugados (cf. ) e  um conjunto não vazio. Tem-se então que a2.3.40 M
correspondente aplicação bilinear contínua

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄI J
: ;

definida por

> #ˆ ‰ "ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ ÐB ß C Ñ3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

é também dualizante na primeira variável.
Dem: Para maior clareza, vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
1) Comecemos por verificar que, na notação de , a aplicação linear2.2.26
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contínua

> _ ŠsÀ j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑà ÑI J
: ;

é injetiva.
Subdem: Seja 0 . Considerando um índice  tal queÐB Ñ Á − j ÐMÑ 33 3−M !I

:

B Á ! − I ÀI Ä ÐJà Ñ ÐB Ñ Ás s3 3! !
, o facto de  ser injetiva implica que 0# _ Š #

e portanto a existência de  tal que .C − J ÐB ß CÑ œ ÐB ÑÐCÑ Á !s# #3 3! !

Considerando então, com a notação referida em , o elemento 2.3.49 ÐCÑ3−Ö3 ×!

de , que a  associa  e tem as outras coordenadas iguais a ,j ÐMÑJ
038 § j ÐMÑ 3 C !J

;
!

vem

> > #sÐÐB Ñ ÑÐÐCÑ Ñ œ ÐÐB Ñ ß ÐCÑ Ñ œ ÐB ß CÑ Á !3 3−M 3 3−M 33−Ö3 × 3−Ö3 ×! ! !

e portanto .>sÐÐB Ñ Ñ Á !3 3−M

2) Com o objetivo de mostrar que a aplicação linear > _ ŠsÀ j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑà ÑI J
: ;

é também sobrejetiva vamos nas próximas alíneas considerar um elemento
fixado , tentando então encontrar  tal que- _ Š− Ðj ÐMÑà Ñ ÐB Ñ − j ÐMÑJ I

; :
3 3−M

- >œ ÐÐB Ñ Ñ mÐB Ñ ms
3 3−M 3 3−M :, necessariamente único, e tentaremos relacionar 

com  de modo a provar a continuidade da aplicação linear inversam m-

> _ Šs À Ðj ÐMÑà Ñ Ä j ÐMÑ
"

J I
; : ,

que é precisamente o que se pretende provar.
3) Uma vez que se está a supor que  é um isomorfismo# _ ŠsÀI Ä ÐJà Ñ
topológico, vamos notar . Para cada  tem lugar uma7 œ m m 3 − Ms#"

!

aplicação linear contínua ,- Š3! À J Ä

- -3 3−Ö3 ×! !
ÐCÑ œ ÐÐCÑ Ñ

para a qual se tem

l ÐCÑl Ÿ m mmÐCÑ m œ m mmCm- - -3 :3−Ö3 ×! !

e portanto , e definimos então  por , veri-m m Ÿ m m B − I B œ Ð Ñs- - # -3 3 3 3
"

! ! ! !

ficando-se assim as condições

mB m Ÿ 7m m ÐB ß CÑ œ ÐB ÑÐCÑ œ ÐCÑ œ ÐÐCÑ Ñs3 3 3 3 3 3−Ö3 ×! ! ! ! ! !
- # # - -,

para cada . Tendo em conta a arbitrariedade de , obtivemosC − J 3 − M!

assim uma família  de vetores de  que verificaremos nas próximasÐB Ñ I3 3−M

alíneas ser o elemento de  que, como referido em 2), estamos aj ÐMÑI
:

procurar.
4) Vamos mostrar que se pode escolher para cada  um vetor 3 − M C − J! 3!

verificando as condições

mC m œ mB m ÐC Ñ − ÐC Ñ   m mmC m
"

#
3 3 3 3 3 3 3 3

:"
! ! ! ! ! ! ! !

, , .- ‘ - -
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Subdem: Se  tomamos . Suponhamos então que , o queB œ ! C œ ! B Á !3 3 3! ! !

implica que , em particular . A caracterização de m m  ! J Á Ö!× m m- -3 3! !

como supremo dos quocientes  com  em  permite-nos
l ÐCÑl

mCm

-3! C Á Ö!× J

considerar  em  tal queC Á ! J

l ÐCÑl "

mCm #
 m m

-
-

3
3

!

!
.

Notando agora , ondeC œ -C − J3!

- œ − Ï Ö!×
ÐCÑ mB m

mCm ÐCÑ

-

-
Š

3 3
:"

3

! !

!
¸ ¸ ,

vem

l-l œ
mB m

mCm
3

:"
!

donde  emC m œ l-lmCm œ mB m3 3
:"

! !

- -
- -

-

-

- -

3 3 3
3 3 3

:"

3

3 3
:"

3 3 3 3
:"

! ! !

! ! !

!

! !

! ! ! !

ÐC Ñ œ - ÐCÑ œ œ 
ÐCÑ ÐCÑ mB m

mCm ÐCÑ

ÐCÑ mB m

mCm

 m m mB m œ m mmC m
" "

# #

¸ ¸ ¸ ¸
,

em particular .- ‘3 3! !
ÐC Ñ −

5) Vamos agora mostrar que, para cada parte finita , tem-seM § M!

"
3−M

3
: :

!

mB m Ÿ Ð#7m mÑ- .

Subdem: Podemos afastar já o caso trivial em que o primeiro membro da
desigualdade é . Tendo em conta o que verificámos em 3) e 4), e reparando!
que a primeira igualdade em 4) implica, por ser , que" "

: ; œ "

mC m œ mB m œ mB m œ mB m3 3 3 3
; Ð:"Ñ; ::;Ð" Ñ":

vem então

" " " "
" " "Š ‹

3−M 3−M 3−M 3−M

3 3 3 3 3 3 3
: :"

3−M 3−M 3−M

3 3 3 34−Ö3× 4−Ö3×

3 3−M

! ! ! !

! ! !

!

mB m œ mB m mB m œ mC m mB m Ÿ 7m mmC m Ÿ

Ÿ #7 ÐC Ñ œ #7 ÐÐC Ñ Ñ œ #7 ÐC Ñ œ

œ #7 ÐÐC Ñ Ñ Ÿ #

-

- - -

- 7m mmÐC Ñ m œ

œ #7m m mC m œ #7m m mB m

-

- -

3 3−M ;

3−M 3−M

3 3
; :

!

! !

" "
; ;Š ‹ Š ‹" "
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donde

Š ‹ Š ‹" "
3−M 3−M

3 3
: :

"

! !

" "
: ;

mB m œ mB m Ÿ #7m m-

e, elevando ambos os membros a , obtemos a desigualdade pretendida.:
6) Tendo em conta a arbitrariedade da parte finita  de , deduzimos de 5)M M!

que  e queÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M
:
I

"
3−M

3
: :mB m Ÿ Ð#7m mÑ- ,

desigualdade que implica que

mÐB Ñ m Ÿ #7m m3 3−M : - .

7) Vamos agora mostrar que o elemento  é o procurado, istoÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M
:
I

é, que se tem .> -sÐÐB Ñ Ñ œ3 3−M

Subdem: Uma vez que ambos os membros são aplicações lineares contínuas
j ÐMÑ Ä;
J Š, para verificar que eles são iguais basta verificar que tomam os

mesmos valores no subespaço vetorial denso  (cf. ).j ÐMÑJ
038  de j ÐMÑ;

J 2.3.50

Consideremos então  uma parteÐC Ñ − § M3 3−M j ÐMÑ MJ
038

! arbitrário. Sendo 
finita tal que  para cada . Tem-se entãoC œ ! 3 Â M3 !

ÐC Ñ œ ÐC Ñ3 3−M 4

4−M

3−Ö4×"
!

portanto, lembrando a caracterização dos  em 3),B3

> >

>

# -

- -

s sÐÐB Ñ ÑÐÐC Ñ Ñ œ ÐÐB Ñ ÑÐÐC Ñ Ñ œ

œ ÐÐB Ñ ß ÐC Ñ Ñ œ

œ ÐB ß C Ñ œ ÐC Ñ œ

œ ÐÐC Ñ Ñ œ ÐÐC Ñ

3 3−M 3 3−M 3 3−M 4

4−M

3−Ö4×

4−M

3 3−M 4 3−Ö4×

4−M 4−M

4 4 4 4

4−M

4 33−Ö4×

"
"
" "
"

!

!

! !

!

3−M Ñ,

como queríamos.
8) Terminámos em 7) a prova de que a aplicação linear contínua

> _ ŠsÀ j ÐMÑ Ä Ðj ÐMÑà ÑI J
: ;

é um isomorfismo e notamos agora que a continuidade da aplicação linear
inversa resulta de que, como verificámos em 6), dado , o- _ Š− Ðj ÐMÑà ÑJ

;
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elemento  tal que  verifica a desigualdadeÐB Ñ ÐÐB Ñ Ñ œs
3 3−M 3 3−M> -

mÐB Ñ m Ÿ #7m m3 3−M : - . 208 

2.3.62 (Corolário — Reflexividade de ) j ÐMÑ:
I Sejam ,  um"  :  _ M

conjunto de índices não vazio e  um espaço de Banach reflexivoI . Então o
espaço de Banach  é também reflexivo.j ÐMÑ:

I

Dem: Sendo  o corpo,  ou , considerado, sejam  um espaço de BanachŠ ‘ ‚ J
e  uma aplicação bilinear contínua dualizante nas duas# ŠÀ I ‚ J Ä
variáveis (por exemplo,  e  a oposta da aplicação bilinear deJ œ ÐIà Ñ_ Š #
avaliação, cf.  a)). Sendo  o expoente conjugado de , resulta de2.2.27 ; :
aplicar  a  e à sua oposta que podemos considerar uma aplicação2.3.61 #
bilinear contínua dualizante nas duas variáveis  e> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄI J

: ;

daqui resulta, por , que  é reflexivo.2.2.31 j ÐMÑ:
I 

Exercícios

Ex. .12.3  Mostrar que a família dos números reais  , com , apesar de definirÐ"Ñ 8 −8 "
8 

uma série convergente, não é somável.

Ex. .22.3  Considerar, no espaço de Banach , a família  definida por‘ ÐB Ñ8 8−

B œ Ð"Ñ8
8. Utilize-a para mostrar que, para a validade de , é necessário supor2.3.15

que  é somável, não bastando portanto supor que o segundo membro daÐB Ñ4 4−N

igualdade faz sentido.

Ex. .32.3  Mostrar que, se  é uma família de números reais, então esta família éÐB Ñ4 4−N

somável se, e só se, é absolutamente somável. As famílias somáveis de números reais,
indexadas em , vão ser portanto precisamente as que definem séries absolutamente
convergentes.  Considerar os subconjuntos  e  de , constituídos pelosSugestão: N N Nw ww

índices  tais que  e por aqueles tais que , respectivamente.4 B   ! B  !4 4

Ex. .42.3  Sejam  um espaço de Banach e  uma família absolutamente somávelI ÐB Ñ4 4−N

de vetores de . Utilizar  para mostrar que, se substituirmos a norma de  porI I2.3.20
outra equivalente a família  continua a ser absolutamente somável.ÐB Ñ4 4−N

Ex. .52.3  Se  é um espaço vetorial de dimensão finita, com qualquer das suas normas,I
mostrar que uma família  de vetores de  é somável se, e só se, ela éÐB Ñ I4 4−N

absolutamente somável.   Começar por estudar o caso particular em que209 Sugestão:
I œ ‘8.

Ex. .6 (Famílias somáveis e séries comutativamente convergentes) 2.3 Sejam  umI
espaço de Banach e  uma família de vetores de , indexada nos naturais.ÐB Ñ I8 8−

Diz-se que a família define uma , de soma ,série comutativamente convergente B − I

se, qualquer que seja a bijecção , a série  for convergente e de soma:  À Ä B!
8œ"

_

Ð8Ñ:

208Essa continuidade também resultava do teorema de Banach da aplicação aberta (cf.
2.2.41).
209Para um contra-exemplo na dimensão infinita ver o exercício 2.5.21Þ
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B W œ B (definida, naturalmente, como o limite das somas parciais ).:
8œ"

:

Ð8Ñ
!

:

a) Deduzir de  e  que, se a família  for somável, e de soma , então2.3.8 2.3.7 ÐB Ñ B8 8−

ela define uma série comutativamente convergente e de soma .B
b) Mostrar, reciprocamente, que, se a família define uma série comutativamente con-
vergente, então a família é somável.
Sugestão: Supor que a família não é somável. Utilizar  para construir2.3.9
recursivamente, para um certo , conjuntos finitos , onde , disjuntos$   ! M § : −:

dois a dois e tais que . Verificar que se pode encontrar uma bijecçãom B m  !
8−M

8
:

$

:   :À Ä ÐM Ñ tal que cada  seja um conjunto de naturais consecutivos e deduzir"
:

que a correspondente série  não é convergente, por a correspondente sucessão!
8œ"

_

Ð8ÑB:

das somas parciais não ser de Cauchy.

Ex. .72.3  Calcular de dois modos distintos a soma de modo a deduzir que se tems

"
:−

:


 .
:  "

#
œ "

Ex. .82.3  Seja  um espaço de Banach e seja  uma família somável de vetores deI ÐB Ñ4 4−N

I N N. Mostrar que existe uma parte contável (isto é, finita ou numerável)  de  talw

que, para cada ,  (por outras palavras, só as famílias que são4 Â N B œ !w
4

“essencialmente contáveis” é que podem ser somáveis).  Considerar, paraSugestão:
cada , uma parte finita  de  tal que, para cada , .8 O N 4 Â O mB m 8 8 4

"
8

Ex. .92.3  Mostrar que, para cada inteiro , o espaço vetorial  das matrizes do8   " `8

tipo  tem uma estrutura natural de álgebra associativa com elemento neutro e8 ‚ 8
dizer quais os respectivos elementos invertíveis. Mostrar que esta álgebra é isomorfa
a uma das álgebras apresentadas no texto. Aproveitar esse facto para mostrar a
existência de uma norma sobre  que torna esta álgebra uma álgebra de Banach.`8

Ex. .102.3  Seja  uma álgebra associativa com elemento um, que notaremos , e munidaX "
de uma norma, notada , para a qual seja contínua a aplicação bilinear ,mm ‚ ÄX X X
ÐBß CÑ È BC Q   ! mBCm Ÿ QmBmmCm Bß C −. Seja  tal que  quaisquer que sejam .210 X
a) Considerando a álgebra normada , verificar que tem lugar uma aplicação_ X XÐ ß Ñ
linear  que a cada  associa a aplicação linear F X _ X X X F X XÀ Ä Ð ß Ñ B − ÐBÑÀ Ä
definida por . Verificar ainda que a aplicação linear  é um F FÐBÑÐCÑ œ BC morfismo
unitário de álgebras, no sentido que  e .F F F FÐBCÑ œ ÐBÑ ‰ ÐCÑ Ð"Ñ œ M.X
b) Reparando que , mostrar que  é uma aplicação injetiva e queF FÐBÑÐ"Ñ œ B

m ÐBÑm Ÿ QmBm mBm Ÿ m"mm ÐBÑmF F, .

Concluir, em particular, que  é um isomorfismo topológico de  sobre umF X
subespaço vetorial de ._ X XÐ ß Ñ
c) Deduzir de b) que se pode definir sobre  uma norma  equivalente à normaX mmw

original  e relativamente à qual  é uma álgebra normada. Afastado o caso trivialmm X

210Não temos necessariamente uma álgebra normada, uma vez que não estamos a exigir
nenhuma das desigualdades 1 1 e . Poderíamos dizer que  é umam m Ÿ mBCm Ÿ mBmmCm X
álgebra pre-normada mas não o faremos…
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em que , verificar que a nova norma pode ser definida explicitamente porX œ Ö!×

mBm œ
mBCm

mCm
w

CÁ!

sup .

Ex. .112.3  Seja  uma álgebra de Banach.X
aÑ Mostrar que se pode definir uma aplicação contínua exp  (a À ÄX X aplicação expo-
nencial) pela igualdade

exp       .
! 3!

ÐBÑ œ "  B    â
B B B

8 #
"
8 !

8 #

œ
3

bÑ Mostrar que, se  são tais que , entãoBß C − BC œ CBX

exp exp exp .ÐB  CÑ œ ÐBÑ ÐCÑ

Sugestão: Reparar que a fórmula do binómio de Newton para o desenvolvimento de
ÐB  CÑ B C8 é válida pelo facto de  e  comutarem.
c) Verificar que exp  e que, para cada , exp  é invertível eÐ!Ñ œ " B − ÐBÑX
exp exp .ÐBÑ œ ÐBÑ"

Ex. .122.3  Seja  um espaço de Banach e consideremos o espaço de Banach , comI I ‚I
a norma produto

mÐBß CÑm œ ÐmBmß mCmÑmax .

a) Mostrar que tem lugar uma aplicação linear contínua ,N ÀI ‚ I Ä I ‚I
definida por  e que se tem .N ÐBß CÑ œ ÐCß BÑ N ‰ N œ M.I
b) Verificar que, considerando a aplicação exponencial exp da álgebra de Banach
_ÐI ‚ IàI ‚ IÑ Ð cf. o exercício ), a aplicação linear contínua2.3.11

expÐN ÑÀ I ‚ I Ä I ‚I

está definida por

exp cos sin .ÐN ÑÐBÑ œ Ð"ÑB  Ð"ÑN ÐBÑ

Ex. .13 (Completação de uma álgebra normada)2.3  Seja  uma álgebra normada, nãoX

necessariamente completa, cujo elemento um notamos , e seja  um completado" sX

vetorial de  definido pela aplicação linear  (cf. ).X 0 X XÀ Ä s 2.2.13
a) Utilizar  para mostrar que existe em  uma única estrutura de álgebra de2.2.16 Xs

Banach para a qual se tenha  quaisquer que sejam , o0 0 0 XÐBCÑ œ ÐBÑ ÐCÑ Bß C −
elemento um desta álgebra sendo então . Verificar que se a álgebra  for0 XÐ"Ñ

comutativa o mesmo acontece à álgebra . Verificar ainda que se  é invertívelX Xs B −

então  é invertível em  e com inverso . 0 X 0ÐBÑ ÐB Ñs " 211

b) Deduzir de a) que, sendo  o conjunto dos elelentos invertíveis de , é contínuaX X38@

a aplicação inv  definida por inv . À Ä ÐBÑ œ BX X38@
" 212

211Não afirmamos, no entanto, que se  for invertível em , o elemento  tenha que0 XÐBÑ Bs

ser invertível em .X
212Não afirmamos, no entanto, que  seja um aberto de , como acontece no caso emX X38@

que  é uma álgebra de Banach.X
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Ex. .14 (Se ,  não é uma norma em . 2.3 !  :  " mm j ÐÖ"ß #×Ñ:
:
Š Seja .!  :  "

Considerando a “norma”  em , determinar os valores ,mm œ j ÐÖ"ß #×Ñ mÐ"ß !Ñm: :
# #Š Š

mÐ"ß !Ñm: e

mÐ"ß "Ñm œ mÐ"ß !Ñ  Ð!ß "Ñm: :

e concluir que a “norma” não é uma norma. Generalizar o raciocínio feito para
mostrar que, se  é um espaço vetorial normado diferente de  e  um conjunto deI Ö!× M
índices com mais que um elemento, então  não é uma norma em .mm j ÐMÑ: I

:

Ex. .15 (O espaço de Banach  não é reflexivo) 2.3 -‘ Consideremos o espaço de Banach
- œ - Ð Ñ ÐB Ñ‘ ‘  , das -sucessões  de números reais que admitem limite, com a8 8−

norma  (cf. ).mm_ 2.3.51
a) Verificar que se pode definir uma aplicação linear contínua , com- ‘À - Ä‘

m m œ "- , por

-ÐÐB Ñ Ñ œ B
Ð"Ñ

#
8 8− 8

8−

8

8



" .

Sugestão: Para cada  determinar a imagem por  da -sucessão , com8 − ÐB Ñ! 8 8− -  

mÐB Ñ m œ " B œ Ð"Ñ 8 Ÿ 8 B œ ! 8  88 8− _ 8 ! 8 !
8

 , definida por  se  e  se .
b) Mostrar que não existe nenhuma -sucessão  em  com  ÐB Ñ - mÐB Ñ m œ "8 8− 8 8− _ ‘ 

e  e deduzir daqui, tendo em conta , que  não é reflexivo.-ÐÐB Ñ Ñ œ „" -8 8− ‘2.2.21

Ex. .16 (A norma  como limite das normas  2.3 mm mm Ñ_ : Sejam  um espaço vetorialI
normado  um conjunto de índices não vazio,  e .M " Ÿ :  _ ÐB Ñ − j ÐMÑ! 3 3−M

:
I
!

Lembrando  e , sabemos que  pertence a  e a cada  com2.3.45 2.3.47 ÐB Ñ j ÐMÑ j ÐMÑ3 3−M
_
I

:
I

:   : : mÐB Ñ m! 3 3−M : e que a aplicação que a  associa  é decrescente e com valores
maiores ou iguais a . Mostrar que se tem mesmomÐB Ñ m3 3−M _

mÐB Ñ m œ mÐB Ñ m3 3−M _ 3 3−M :
: _
lim
p

. 213

Sugestão: Tendo em conta os factos lembrados acima, basta mostrar que, sendo
$  ! :   : :   : arbitrário, existe  tal que, sempre que  se tenha" ! "

mÐB Ñ m  mÐB Ñ m 3 3−M : 3 3−M _ $.   (1)

Começar por mostrar a existência de uma parte finita , com  elementos, talM § M 8!

que   , donde! ˆ ‰
3−MÏM

3
:

#

:

!

! !mB m  $

mÐB Ñ m Ÿ mÐB Ñ m 
#

3 : 3 :3−MÏM 3−MÏM! ! !

$
   (2)

para cada . Reparando na majoração:   :!

mÐB Ñ m œ mB m Ÿ 8 mÐB Ñ m3 3−M : 3 3 3−M _

3−M

:
!

!

"
: "

:Š ‹"
e no facto de se ter  quando  considerar  tal que para cada8 " : _ :   :

"
: p p " !

:   :" se tenha

213A conclusão deste exercício é talvez a primeira vez em que se torna plausível a razão
da utilização da notação  para a norma do supremo.mm_



§3. Famílias somáveis num espaço de Banach e aplicações 401

mÐB Ñ m  mÐB Ñ m 
#

3 3−M : 3 3−M _!

$
.   (3)

Para cada  deduzir (1) a partir de (2) e (3), por ser:   :"

ÐB Ñ œ ÐB Ñ  ÐB Ñ3 3−M 3 3 3−M3−MÏM! !
.

Ex. .17 (Exemplo de forma bilinear isométrica generalizando 54) 2.3 2.3. Sejam  e I J
espaços vetoriais normados sobre  e  uma aplicação bilinear contínuaŠ # ŠÀ I ‚ J Ä
isométrica na primeira variável (cf. o exercício ). Sejam  e  dois2.2.10 :  " ;  "
expoentes conjugados. Verificar que a correspondente aplicação bilinear contínua

> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄI
: ;

J ,

definida por

> #ˆ ‰ "ÐB Ñ ß ÐC Ñ œ ÐB ß C Ñ3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

(cf. ) também é isométrica na primeira variável, o que generaliza parte da2.3.60
conclusão de  no caso em que  e  é a multiplicação.2.3.54 I œ J œ Š #
Sugestão generosa: Reparar que o que há a provar é que, para cada  aÐB Ñ − j ÐMÑ3 3−M I

:

correspodondente aplicação linear contínua  tem norma igual a> ŠsÐÐB Ñ ÑÀ j ÐMÑ Ä3 3−M J
;

mÐB Ñ m ÐB Ñ3 3−M : 3 3−M e que, para isso, podemos afastar à partida o caso trivial em que  é a
família identicamente . Seguir então o seguinte caminho:!

1) Reparar que a desigualdade  resulta de  por serm ÐÐB Ñ Ñm Ÿ mÐB Ñ ms> 3 3−M 3 3−M : 2.3.60
m m Ÿ " !  O  "#  e que, para provar a igualdade basta então mostrar que, para 
arbitrário, existe  em  não identicamente  tal queÐC Ñ j ÐMÑ !3 3−M J

;

l ÐÐB Ñ ÑÐÐC Ñ Ñl   O mÐB Ñ m mÐC Ñ ms> 3 3−M 3 3−M 3 3−M : 3 3−M ; .

2) Verificar que se pode escolher para cada  um vetor  verificando as3 − M C − J3

condições

a) b) c) ;  ;  .mC m œ mB m ÐB ß C Ñ − ÐB ß C Ñ   OmB mmC m œ OmB m3 3 3 3 3 3 3 3 3
:" :

# ‘ #

Para isso, depois de tratar o caso trivial em que , atender a que B œ ! m ÐB Ñm œ mB ms3 3 3#
para escolher  tal queC − J Ï Ö!×w

3

l ÐB ÑÐC Ñls

mC m
 OmB m

# 3
w
3

w
3

3 ,

o que implica uma versão da desigualdade em c) com o primeiro membro substituído
pelo seu módulo, seguidamente substituir  por  de modo a obter b)C C œ ÐB ß C Ñ Cw ww w

3 3 33
w
3#

e a desigualdade em c) já sem o módulo e, por fim, tomar  igual a  multiplicadoC C3
ww
3

por um número positivo conveniente de modo a obter a) sem “estragar” b) e c).
3) Mostrar que  e deduzir daqui e de 2)a) que  e, seguida-:  " œ mC m œ mB m:

; 3 3
; :

mente, que .mÐC Ñ m œ mÐB Ñ m3 3−M ; 3 3−M :
:"



§4. Teorema de Stone-Weierstrass.

O teorema de Weierstrass diz-nos que qualquer função contínua num
intervalo compacto  de  é limite uniforme de uma sucessão deÒ+ß ,Ó ‘
funções polinomiais. Examinamos aqui uma generalização desse resul-
tado, devida a Stone, seguindo, para a sua demonstração a via que se
encontra no livro de . Começamos com um lema que exibe umaLang [10]
sucessão que converge para a função  num intervalo do tipo .È> Ò!ßQÓ

2.4.1 (Lema) Seja  fixado. Seja, para cada inteiro , Q  ! 8   ! T À Ò!ßQÓ Ä8 ‘
a função polinomial definida recursivamente por

T Ð>Ñ œ !

T Ð>Ñ œ T Ð>Ñ  Ð>  T Ð>Ñ Ñ
"

# Q

!

8" 8 8
#

,

.   È(1)

Tem-se então que  uniformemente (cf. ) e, para cadaT Ð>Ñ >8 pÈ 1.2.81
> − Ò!ßQÓ 8   ! e ,

! Ÿ T Ð>Ñ Ÿ > T Ð>Ñ Ÿ T Ð>Ñ8 8 8"
È , .   (2)

Dem: Uma vez que as desigualdades  são triviais, para! Ÿ T Ð>Ñ Ÿ >!
È

provar as desigualdades (2) basta provar, por indução em , que para cada8
8   " se verificam as desigualdades

! Ÿ T Ð>Ñ Ÿ > T Ð>Ñ Ÿ T Ð>Ñ8 8" 8
È , .   (2 )w

Para , estas desigualdades resultam de se ter , donde, por8 œ " T Ð>Ñ œ"
>

# QÈ
ser ,È È> Ÿ Q

0 Ÿ T Ð>Ñ Ÿ œ Ÿ >
> >

# > #
" È

È È
Suponhamos as desigualdades (2 ) válidas para um certo . Tem-se, pelaw 8
hipótese de indução, , donde , portantoT Ð>Ñ Ÿ > >  T Ð>Ñ   !8 8

# #

T Ð>Ñ   T Ð>Ñ T Ð>Ñ   !8" 8 8", em particular , e, por outro lado,

! Ÿ >  T Ð>Ñ Ÿ # > Ÿ # QÈ È È
8 ,

donde
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T Ð>Ñ œ T Ð>Ñ  Ð >  T Ð>ÑÑÐ >  T Ð>ÑÑ Ÿ
"

# Q

Ÿ T Ð>Ñ  Ð >  T Ð>ÑÑ œ >

8" 8 8 8

8 8

È È È
È È ,

o que termina a demonstração por indução de (2 .w)
Reparemos agora que, da igualdade já referida

T Ð>Ñ œ T Ð>Ñ  Ð >  T Ð>ÑÑÐ >  T Ð>ÑÑ
"

# Q
8" 8 8 8È È È

podemos deduzir que, para cada  e ,8   ! > − Ò!ßQÓ

È È È ÈÈ
È ÈŠ ‹È
È ÈŠ ‹È

>  T Ð>Ñ œ >  T Ð>Ñ  Ð >  T Ð>ÑÑÐ >  T Ð>ÑÑ œ
"

# Q

œ Ð >  T Ð>ÑÑ "  Ð >  T Ð>ÑÑ Ÿ
"

# Q

Ÿ Ð >  T Ð>ÑÑ "  >
"

# Q

8" 8 8 8

8 8

8 .

Se repararmos que

È È È>  T Ð>Ñ œ > Ÿ Q!

concluímos, por indução em , que, para cada  e ,8 8   ! > − Ò!ßQÓ

È ÈÈ Š ‹È>  T Ð>Ñ Ÿ Q "  >
"

# Q
8

8

.   (3)

Seja  arbitrário. Podemos considerar  e o facto de se$ $ $ ! œ Ð ß # QÑw min È
ter

È Š ‹ÈQ " !
# Q

$w 8

8 _
     qp

p

implica a existência de  tal que, para cada ,8 8   8! !

È Š ‹ÈQ " 
# Q

$
$

w 8

.   (4)

Para cada , tem-se então, para todo o ,8   8 > − Ò!ßQÓ!

l >  T Ð>Ñl œ >  T Ð>Ñ È È
8 8 $,

visto que esta desigualdade é trivial se  e, no caso em que ,È È>  >  $ $
ela resulta de se ter
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"  > Ÿ "  Ÿ " 
"

# Q # Q # QÈ È ÈÈ $ $w
,

portanto, por (3) e (4),

È ÈÈ ÈŠ ‹ Š ‹È È>  T Ð>Ñ Ÿ Q "  > Ÿ Q "  
"

# Q # Q
8

8 8w$
$.

Ficou assim provado que a sucessão  converge uniformemente para T Ð>Ñ >8
È

em .Ò!ßQÓ 

2.4.2 (Teorema de Stone-Weierstrass) Seja  um espaço topológico compacto\
não vazio e consideremos a álgebra de Banach , das aplicaçõesV ‘Ð\ß Ñ
contínuas  com a norma , definida por ,0 À\ Ä mm m0m œ l0ÐBÑl‘ _ _

B−\
max

cuja topologia associada sabemos ser a da convergência uniforme (cf.
2.3.32). Seja  um subconjunto que verifica as seguintesW V ‘§ Ð\ß Ñ
condições:
1)  é subespaço vetorial e, se , então  (por outrasW W W0 ß 1 − 0 ‚ 1 −
palavras,  é uma subálgebra de );W V ‘Ð\ß Ñ
2) Tem-se , onde estamos a notar  a função de valor constante ;" − " "W
3)  separa os pontos de , no sentido que, quaisquer que sejam  emW \ B Á B! "

\ 0 − 0ÐB Ñ Á 0ÐB Ñ, existe  tal que .W ! "

Tem-se então que  é um subconjunto denso de .W V ‘Ð\ß Ñ
Dem:214 Vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
a) Notemos  a aderência de  no espaço de Banach . O nossoX W V ‘Ð\ß Ñ
objectivo é assim provar que .X V ‘œ Ð\ß Ñ
b) Reparemos que, por  ser um subespaço vetorial que contém a função deW
valor constante , qualquer função constante de domínio  vai pertencer a" \
W X, e portanto a .
c) Já mostrámos em  que , sendo a aderência de um subespaço2.1.27 X
vetorial é também um subespaço vetorial. Vamos verificar, com um argu-
mento análogo, que  é mesmo uma subálgebra, isto é, que, se  entãoX X0 ß 1 −
0 ‚ 1 − X.
Subdem: Considerando a aplicação bilinear contínua

V ‘ V ‘ V ‘Ð\ß Ñ ‚ Ð\ß Ñ Ä Ð\ß Ñ Ð0 ß 1Ñ È 0 ‚ 1, ,

vemos que o conjunto  dos  tais que T V ‘ V ‘Ð0 ß 1Ñ − Ð\ß Ñ ‚ Ð\ß Ñ 0 ‚ 1 − X
é um fechado de  pelo que contém aV ‘ V ‘ WÐ\ß Ñ ‚ Ð\ß Ñ que contém ‚W
sua aderência que é igual a  (cf. ).X X‚ 1.5.23
d) Vamos agora verificar que, se  e, para cada , , então,0 − B − \ 0ÐBÑ   !X

notando  a função contínua definida por ,È È È0 À\ Ä 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ‘

tem-se também .È0 − X

Subdem: Uma vez que  é fechado, bastará mostrarmos que  é aderenteX È0

214cf. .Lang [10]
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a . Seja então  arbitrário e fixemos  maior ou igual ao máximoX $  ! Q  !
de , com . Tendo em conta o lema , podemos considerar uma0ÐBÑ B − \ 2.4.1
aplicação polinomial  tal que, para cada ,1À Ò!ßQÓ Ä C − Ò!ßQÓ‘
l C  1ÐCÑl È $. Em particular, considerando a aplicação contínua

1 ‰ 0 À\ Ä l 0ÐBÑ  1Ð0ÐBÑÑl  B − \‘ $, tem-se , para cada , dondeÈ
m 0  1 ‰ 0m  1ÐCÑ œ + C  + C â + C  +È _ ! " :" :

: :"$. Mas, sendo ,
vem

1Ð0ÐBÑÑ œ + 0ÐBÑ  + 0ÐBÑ â + 0ÐBÑ  +! " :" :
: :" ,

pelo que, por  ser uma subálgebra que contém as funções constantes, tem-seX
1 ‰ 0 − 0X X. Ficou assim provado que  é aderente a , como queríamos.È
e) Vamos agora verificar que, se , então também pertencem a  as0 ß 1 − X X
funções contínuas , definidas respectivamentemax minÐ0 ß 1Ñß Ð0 ß 1ÑÀ\ Ä ‘
por

max max min minÐ0 ß 1ÑÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ Ð0 ß 1ÑÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ, .

Resultará então daqui que, dados , também pertencem a  as0 0 ßá ß 0 −" # 8 X X
funções , definidas respectivamentemax minÐ0 ßá ß 0 Ñß Ð0 ßá ß 0 ÑÀ\ Ä" 8 " 8 ‘
por

max max
min min

Ð0 ßá ß 0 ÑÐBÑ œ Ð0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑÑ

Ð0 ßá ß 0 ÑÐBÑ œ Ð0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑÑ
" 8 " 8

" 8 " 8

,
.

Subdem: Comecemos por reparar que, se , então também pertence a 0 − X X
a função , definida por , o que resulta do quel0 lÀ\ Ä l0 lÐBÑ œ l0ÐBÑl‘

vimos em c) e d), tendo em conta  a caracterização . Bastal0 ÐBÑl œ 0ÐBÑÈ #

agora termos em conta as caracterizações

max

min

Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ œ 
0ÐBÑ  1ÐBÑ l0ÐBÑ  1ÐBÑl

# #

Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ œ 
0ÐBÑ  1ÐBÑ l0ÐBÑ  1ÐBÑl

# #

,

,

cuja justificação se reduz a examinar o que se passa em cada um dos casos
0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ 1ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ e .
f) Sejam  e . Existe então  com  e0 − Ð\ß Ñ B ß B − \ 1 − 1ÐB Ñ œ 0ÐB ÑV ‘ X! " ! !

1ÐB Ñ œ 0ÐB Ñ" " .
Subdem: No caso em que , basta tomar para  a função de valorB œ B 1! "

constante , que pertence a , e portanto a . Suponhamos então que0ÐB Ñ! W X
B Á B 2 − § 2ÐB Ñ Á 2ÐB Ñ! " ! ". Por hipótese, existe uma função  tal que W X
e basta então tomar para  a aplicação definida por1

1ÐBÑ œ 0ÐB Ñ  Ð2ÐBÑ  2ÐB ÑÑ
0ÐB Ñ  0ÐB Ñ

2ÐB Ñ  2ÐB Ñ
! !

" !

" !
.

g) Sejam ,  e . Vamos mostrar a existência de uma0 − Ð\ß Ñ B − \  !V ‘ $!
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aplicação  tal que  e, para cada , .1 − 1ÐB Ñ œ 0ÐB Ñ B − \ 1ÐBÑ  0ÐBÑ X $! !

Subdem: Tendo em conta o que vimos em f), podemos, para cada ,C − \
considerar uma aplicação  tal que  e ,1 − 1 ÐB Ñ œ 0ÐB Ñ 1 ÐCÑ œ 0ÐCÑC C ! ! CX
assim como o aberto de \

Y œ ÖB − \ ± 1 ÐBÑ  0ÐBÑ  ×C C $ ,

para o qual se tem portanto . Tendo em conta o facto de  serC − Y \C

compacto, podemos considerar pontos  tais queC ßá ß C − \" :

\ œ Y  Y â YC C C" # :
.

Tendo em conta o que vimos em e), podemos agora considerar 1 − X
definido por

1ÐBÑ œ Ð1 ÐBÑß 1 ÐBÑßá ß 1 ÐBÑÑmin C C C" # :
,

tendo-se  e, para cada , escolhendo  tal que ,1ÐB Ñ œ 0ÐB Ñ B − \ 4 B − Y! ! C4

1ÐBÑ Ÿ 1 ÐBÑ  0ÐBÑ C4 $.

h) Seja  arbitrário. Vamos verificar que, para cada , existe0 − Ð\ß Ñ  !V ‘ $
2 − B − \ l0ÐBÑ  2ÐBÑl X $ tal que, para todo o , . Se o fizermos, ficará
provado que  é aderente a  e portanto, como  é fechado, , o que0 0 −X X X
terminará a demonstração.
Subdem: Tendo em conta o que vimos em g), podemos, para cada ,B − \!

considerar um elemento  tal que  e, para cada ,2 − 2 ÐB Ñ œ 0ÐB Ñ B − \B B ! !! !
X

2 ÐBÑ  0ÐBÑ  \B!
$, assim como o aberto de ,

Z œ ÖB − \ ± 2 ÐBÑ  0ÐBÑ  ×B B! !
$ ,

para o qual se tem portanto . Tendo em conta o facto de  serB − Z \! B!

compacto, podemos considerar pontos  tais queB ßá ß B − \" ;

\ œ Z  Z â ZB B B" # ;
.

Tendo em conta o que vimos em e), podemos agora considerar 2 − X
definido por

2ÐBÑ œ Ð2 ÐBÑß 2 ÐBÑßá ß 2 ÐBÑÑmax B B B" # ;
,

tendo-se, para cada ,  e, escolhendo  tal que ,B − \ 2ÐBÑ  0ÐBÑ  4 B − Z$ B4

2ÐBÑ   2 ÐBÑ  0ÐBÑ B4
$,

donde, finalmente, .l0 ÐBÑ  2ÐBÑl  $ 

2.4.3 (Corolário — Teorema de Weierstrass) Sejam  um conjuntoO § ‘
compacto e  uma aplicação contínua. Para cada  existe então0 ÀO Ä  !‘ $
uma aplicação polinomial  tal que, para todo o ,T À Ä B − O‘ ‘
l0 ÐBÑ  TÐBÑl  $.
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Dem: Afastando já o caso trivial em que , trata-se de umaO œ g
consequência directa do teorema de Stone-Weierstrass (cf. ), se2.4.2
repararmos que o conjunto das restrições a  das funções polinomiaisO
TÀ Ä ÐOß Ñ "‘ ‘ V ‘ é uma subálgebra de  que contém a função constante  e
separa os pontos de , uma vez que, se  em , a função polinomialO B Á B O! "

T ÐBÑ œ B TÐB Ñ Á TÐB Ñ verifica .! " 

2.4.4 (Teorema de Stone-Weierstrass complexo) Seja  um espaço topológico\
compacto não vazio e consideremos a álgebra de Banach , dasV ‚Ð\ß Ñ
aplicações contínuas , a norma , definida por0 À\ Ä mm‚ _

m0m œ l0ÐBÑl_
B−\
max ,

cuja topologia associada sabemos ser a da convergência uniforme. Seja
W V ‚§ Ð\ß Ñ um subconjunto que verifica as seguintes condições:
1)  é subespaço vetorial complexo e, se , então  (porW W W0 ß 1 − 0 ‚ 1 −
outras palavras,  é uma subálgebra complexa de );W V ‚Ð\ß Ñ
2) Tem-se , onde estamos a notar  a função de valor constante ;" − " "W
3)  separa os pontos de , no sentido que, quaisquer que sejam  emW \ B Á B! "

\ 0 − 0ÐB Ñ Á 0ÐB Ñ, existe  tal que .W ! "

4) Para cada , tem-se , onde  está definida por0 − 0 − 0À\ ÄW W ‚

0ÐBÑ œ 0ÐBÑ.
Tem-se então que  é um subconjunto denso de .W V ‚Ð\ß Ñ
Dem: Notemos  o conjunto dos  tais que , que constituiW W ‘‘ 0 − 0Ð\Ñ §
trivialmente uma subálgebra real de  que contém a função de valorV ‘Ð\ß Ñ
constante . Mostremos que  separa os pontos de . Ora, se ," \ B Á BW‘ ! "

podemos considerar  tal que  e portanto, sendo0 − 0ÐB Ñ Á 0ÐB ÑW ! "

1ß 2À\ Ä 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ  2ÐBÑ3‘ as aplicações contínuas definidas por ,
tem-se  ou . O facto de  separar os pontos de1ÐB Ñ Á 1ÐB Ñ 2ÐB Ñ Á 2ÐB Ñ! " ! " W‘

\ 1ß 2 − ficará assim justificado se verificarmos que se tem , e isso resultaW
de se ter

1ÐBÑ œ 2ÐBÑ œ
0ÐBÑ  0ÐBÑ 0ÐBÑ  0ÐBÑ

# #3
, .

Podemos então aplicar o teorema de Stone-Weierstrass (cf. ) para2.4.2
deduzir que  é um subconjunto denso de . Seja agoraW V ‘‘ Ð\ß Ñ
0 − Ð\ß Ñ 1ß 2 Ð\ß ÑV ‚ V ‘ arbitrário e consideremos  em  definidos por
0ÐBÑ œ 1ÐBÑ  2ÐBÑ3 1 −. Dado $  ! ß 2s s arbitrário, podemos considerar W‘

tais que  e  em , tendo-se entãom1  1m  m2  2m s s
_ _# #

$ $ V ‘Ð\ß Ñ

0 1s œ  32 − B − \ßs s W e, para cada 

l0 ÐBÑ  0ÐBÑl œ Ð1ÐBÑ  1ÐBÑÑ  Ð2ÐBÑ  2ÐBÑÑ s s s

  
% %

É
Ê

# #

# #$ $
$,
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donde o que mostra que  é efectivamente denso emm0  0m s
_ $, W

V ‚Ð\ß Ñ. 

2.4.5 (Corolário) Seja  o conjunto dos complexos de módulo  e seja,W § "‚
para cada ,  a aplicação contínua definida por .8 − 0 À W Ä 0 ÐDÑ œ D™ ‚8 8

8

Seja  o subespaço vetorial complexo de  gerado pelas funções ,W V ‚ÐWß Ñ 08
isto é, o conjunto das funções  da forma , com  e0 0 œ + 0 + −!

8−
8 8 8

™

‚

+ œ ! 88 , salvo para um número finito de valores de . Tem-se então que  éW
denso em .V ‚ÐWß Ñ
Dem: O facto de se ter  implica facilmente que o subespaço0 ‚ 0 œ 07 8 78

vetorial  de  é mesmo uma subálgebra. Tem-se , eW V ‚ WÐWß Ñ " œ 0 −!

reparando que , concluímos que  separa os pontos de . Para0 ÐDÑ œ D W" W

além disso, o facto de se ter , para cada , ou seja ,D œ D D − W 0 œ 08 8
8 8

implica facilmente que, se , então . Podemos assim aplicar o0 − 0 −W W
teorema de Stone-Weierstrass complexo (cf. ) para concluir que  é um2.4.4 W
subconjunto denso em .V ‚ÐWß Ñ 

Nos corolários a seguir vamos supor que o leitor conhece a definição e as
propriedades básicas da exponencial de um número complexo, em parti-
cular a fórmula de Euler que a relaciona com as funções trigonométricas.
Estes assuntos serão examinados no capítulo 3 adiante, em .3.6.15

2.4.6 (Corolário) Seja, para cada ,  a aplicação contínua8 − 1 À Ò!ß # Ó Ä™ 1 ‚8

definida por

1 ÐBÑ œ / œ Ð8BÑ  3 Ð8BÑ8
38B cos sin ,

para a qual se tem trivialmente . Para cada função1 Ð!Ñ œ 1 Ð# Ñ œ "8 8 1
contínua , com , e cada , existe então uma2À Ò!ß # Ó Ä 2Ð!Ñ œ 2Ð# Ñ  !1 ‚ 1 $
função , da forma , com  e 1À Ò!ß # Ó Ä 1ÐBÑ œ , 1 ÐBÑ , − , œ !1 ‚ ‚!

8−
8 8 8 8

™

salvo para um número finito de índices , tal que, para todo ,8 B − Ò!ß # Ó1
l2ÐBÑ  1ÐBÑl  $.
Dem: Lembremos que todo o elemento de  é da forma , para um únicoW /3B

B − Ò!ß # Ò 2À W Äs1 ‚. Podemos assim definir uma aplicação  pela condição
de se ter , para cada  e o facto de se ter2Ð/ Ñ œ 2ÐBÑ B − Ò!ß # Òs 3B 1
2Ð!Ñ œ 2Ð# Ñ1  implica que a igualdade anterior é ainda válida para todo o
B − Ò!ß # Ó1 . Tendo em conta  e a alínea b) de , a aplica1.11.6 1.11.5 ção
Ò!ß # Ó Ä W B È / À W Ä1 ‚, , é finalizante e daqui resulta que3B  a aplicação 2s

é contínua. Podemos assim aplicar  para garantir a existência de2.4.5
constantes , com  salvo para um número finito de índices , tais, − , œ ! 88 8‚

que, para todo o , . Reparando queD − W l2ÐDÑ  , D l s !
8−

8
8

™

$
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Ð/ Ñ œ / œ 1 ÐBÑ B − Ò!ß # Ó3B 8 38B
8 , vemos que, para cada ,1

l2ÐBÑ  , 1 ÐBÑl œ l2Ð/ Ñ  , Ð/ Ñ l s" "
8− 8−

8 8 8
3B 3B 8

™ ™

$. 

2.4.7 (Corolário) Seja  uma aplicação contínua com2À Ò!ß # Ó Ä1 ‚
2Ð!Ñ œ 2Ð# Ñ  ! , −1 $ ‚. Para cada , existem então constantes  e, para cada!

inteiro , , com  salvo para um número finito de8   " - ß . − - œ . œ !8 8 8 8‚
índices , tais que, para cada ,8 B − Ò!ß # Ó1

l2ÐBÑ  ,  Ð- Ð8BÑ  . Ð8BÑÑl ! 8 8

8 "

" cos sin $.

Dem: Trata-se de uma consequência directa do corolário precedente, se
repararmos que as funções , com , verificam , e, para1 8 − 1 ÐBÑ œ "8 !™
8   ",

1 ÐBÑ œ Ð8BÑ  3 Ð8BÑ 1 ÐBÑ œ Ð8BÑ  3 Ð8BÑ Þ8 8cos sin cos sin, 

2.4.8 (Corolário) Nas condições do corolário precedente, se , as2ÐÒ!ß # ÓÑ §1 ‘
constantes ,  e  podem ser escolhidas em ., - .! 8 8 ‘
Dem: Basta atender a que o módulo da parte real de um número complexo é
menor ou igual ao módulo desse número complexo e a que, se ,, ß - ß . −! 8 8 ‚
tem-se

d 2ÐBÑ  ,  Ð- Ð8BÑ  . Ð8BÑÑ œ

œ 2ÐBÑ  ,  Ð- Ð8BÑ  . Ð8BÑÑ

Š ‹"
"

! 8 8

8 "

w w w
! 8 8

8 "

cos sin

cos sin ,

onde ,  e ., œ dÐ, Ñ - œ dÐ- Ñ . œ dÐ. Ñw w w
! 8 8! 8 8 

Exercícios

Ex. .12.4  Sejam  e  espaços topológicos compactos e de Hausdorff e seja  o\ ] W
conjunto das funções contínuas  tais que exista um conjunto finito  e,0 À\ ‚ ] Ä N‘
para cada , funções contínuas  e , com4 − N 1 À\ Ä 2 À ] Ä4 4‘ ‘

0ÐBß CÑ œ 1 ÐBÑ2 ÐCÑ"
4−N

4 4 ,

para cada . Mostrar que, para cada aplicação contínua ÐBß CÑ − \ ‚ ] À\ ‚ ] Ä: ‘
e cada , existe uma função  tal que, para todo o ,$ W ! 0 − ÐBß CÑ − \ ‚ ]

l ÐBß CÑ  0ÐBß CÑl : $.

Sugestão: Verificar que  é uma álgebra de funções contínuas em , queW \ ‚ ]
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verifica as hipóteses do teorema de Stone-Weierstrass ( ). Para isso, convirá2.4.2
lembrar que  e  são normais (cf. ) e ter em conta o teorema de Urysohn (cf.\ ] 1.9.3
1.9.6).

Ex. .2 (Teorema de Weierstrass com domínio vetorial)2.4  Sejam  e  espaçosI J
vetoriais de dimensão finita sobre o corpo , igual a  ou . Vamos dizer que umaŠ ‘ ‚
aplicação  é um   se for constante e que é0 À I Ä J !polinómio homogéneo de grau
um   se existir uma aplicação -linearpolinómio homogéneo de grau 5  ! 5
0 0À I ‚â‚I Ä J 5 0ÐBÑ œ ÐBßá ß BÑ (  factores) tal que .  Em particular os215

polinómios homogéneos de grau  são simplesmente as aplicações lineares ." I Ä J
a) Verificar que o conjunto Pol  dos polinómios homogéneos , de5ÐIß J Ñ 0 À I Ä J
grau , é um subespaço vetorial do espaço vetorial de todas as funções contínuas5
0 ÀI Ä J 0 − ÐIà J Ñ 0 5 e que, se Pol , então  é homogénea de grau , no sentido de5

se ter , para cada  e  (tomamos, por convenção, )0Ð>BÑ œ > 0ÐBÑ > − B − I ! œ " Þ5 !Š
b) Verificar que, no caso em que , os polinómios homogéneos de grau ,I œ 5Š
0 À Ä J 0Ð>Ñ œ > C C − JŠ  são as funções do tipo , com . O que serão os polinómios5

homogéneos de grau , ?5 0 À Ä JŠ#

c) Tomando agora para  o próprio , verificar que, se  é um polinómioJ 0ÀI ÄŠ Š
homogéneo de grau  e  é um polinómio homogéneo de grau , então o: 1À I Ä ;Š
produto  é um polinómio homogéneo de grau .0 ‚ 1ÀI Ä :  ;Š
d) Verificar que os subespaços vetoriais Pol  estão em soma directa, isto é que,5ÐIà J Ñ

se , com , salvo para um número finito de valores de , então tem-se!
5œ!

_

5 50 œ ! 0 œ ! 5

necessariamente , para todo o . Notaremos Pol  o subespaço vetorial0 œ ! 5 ÐIà J Ñ5

soma directa dos Pol , cujos elementos serão chamados de polinómios.5ÐIà J Ñ
Sugestão: Mostrar que se tem  por indução completa em , reparando que, se0 œ ! 55

:  5 B − I, tem-se, para cada ,

lim lim
> ! > !

:

5 5

5
5

p p

0 Ð>BÑ

> >
œ ! œ 0 ÐBÑ

0 Ð>BÑ
, .

e) Utilizar o teorema de Stone-Weierstrass (cf. ) para mostrar que, se  é um2.4.2 I
espaço vetorial real de dimensão finita, então, para cada compacto não vazio ,O § I
o conjunto das restrições a  dos polinómios Pol  é denso no espaçoO 0 − ÐIß Ñ‘
vetorial , com a norma .  Fixada uma base de , a funçõesV ‘ÐOß Ñ mm I_ Sugestão:
lineares coordenadas nessa base já separam os pontos de .O

Ex. .3 2.4 Seja  um espaço vetorial real de dimensão finita e lembremos que umI
conjunto  se diz  se, para cada , tem-se também  e que,E § I B − E B − Esimétrico
se  é simétrico, uma função  (ou, mais geralmente, com valoresE § I 0ÀE Ä ‘
noutro espaço vetorial) diz-se  se se tem , para cada .par 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − E
a) Mostrar que, se  é um polinómio homogéneo de grau  par, então  é0 ÀE Ä 5 0‘
uma função par e que, consequentemente, notando Pol  o subespaço vetorialÐIß Ñ‘
soma directa dos Pol , com  par, os elementos de Pol  são funções5 ÐIß Ñ 5 ÐIß Ñ‘ ‘
pares.
b) Sejam  um conjunto compacto simétrico e  uma aplicaçãoE § I ÀE Ä: ‘
contínua e par. Mostrar que, para cada , existe Pol  tal que, para$ ‘ ! 0 − ÐIß Ñ

cada , .B − E l ÐBÑ  0ÐBÑl : $

215Ver o exercício  adiante, para uma generalização em que  e  estão munidos3.3.12 I J
de normas mas podem ter dimensão infinita.
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Sugestão: Para utilizar o teorema de Stone-Weierstrass, considerar em  a relação deI
equivalência definida por  se, e só se,  ou  e, no conjunto , dasB µ C B œ C B œ C Iw

classes de equivalência , a topologia final. Sendo  o conjunto compactoÒBÓ E § Iw w

das classes de equivalência , com , utilizar o teorema de Stone-WeierstrassÒBÓ B − E
para aproximar a aplicação contínua  definida por  por: ‘ : :s sÀE Ä ÐÒBÓÑ œ ÐBÑw

funções  obtidas analogamente a partir das funções Pol . Reparar que,0 0 − ÐIß Ñs
 ‘

fixada uma base de , os quadrados das funções coordenadas e os quadrados dasI
somas de duas funções coordenadas, depois de transformados em funções em , jáEw

separam os pontos de . Um método alternativo mais directo consiste em repararEw

que, se Pol  aproxima a função par  uniformemente em , então, pondo0 − ÐIß Ñ Es ‘ :

0ÐBÑ œ Ð0ÐBÑ  0ÐBÑÑ 0 ÐIß Ñs s"
# ,  também aproxima  e pertence a Pol .: ‘

§5. Espaços pre-hilbertianos e espaços de Hilbert.

2.5.1 Recordemos que, dado um número complexo , nota-se  o seu+ − +‚
conjugado, isto é, o número complexo que tem a mesma parte real e tem
parte imaginária simétrica. É claro que um número complexo é real se, e só
se, coincide com o seu conjugado. Relembremos que a operação de
conjugação goza das seguintes propriedades:

+  , œ +  , +, œ +,, .

Além disso, para cada complexo , tem-se , em particular  é+ ++ œ l+l ++#

sempre real e maior ou igual a , e a parte real e o coeficiente da parte!
imaginária de  são dados respetivamente por+

dÐ+Ñ œ eÐ+Ñ œ
+  + +  +

# #3
, .

Se  e  são espaços vetoriais complexos, diz-se que uma aplicaçãoI J
- - - -À I Ä J ÐB  CÑ œ ÐBÑ  ÐCÑ é  se ela verifica as condições antilinear
e . Uma tal aplicação é, em particular, uma - -Ð+BÑ œ + ÐBÑ aplicação linear
real, isto é, uma aplicação linear quando se considera  e  como espaçosI J
vetoriais reais. O exemplo mais simples de aplicação antilinear é a aplicação
de  em , que a  associa o seu conjugado . No caso em que  e  são‚ ‚ + + I J
espaços vetoriais reais consideramos que, por definição,  éantilinear
sinónimo de  (não esquecer que o conjugado de um número real é elelinear
mesmo).

2.5.2 Uma maneira muitas vezes cómoda de encarar as aplicações antilineares,
que permite, em particular, aplicar a estas propriedades conhecidas das
aplicações lineares, baseia-se na observação seguinte:
Se  é um espaço vetorial sobre , igual a  pode-se considerar umI Š ‘ ‚ ou ,
novo espaço vetorial  a que daremos o nome de  do primeiro),I Ð conjugado
com o mesmo conjunto e a mesma adição mas com uma nova multiplicação
pelos escalares definida por . Com esta defini  uma aplicação+‰B œ +B ção,
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antilinear  é a mesma coisa que uma aplicação linear , ouI Ä J I Ä J
ainda que uma aplicação linear . Note-se também que toda a normaI Ä J
no espaço vetorial  é também uma norma no espaço vetorial conjugado .I I
Repare-se que o espaço vetorial conjugado de  é  e que no caso em queI I
Š ‘œ I I o espaço vetorial conjugado  é o mesmo que .

2.5.3 Sejam ,  e  espaços vetoriais sobre o corpo , igual a  ou . Diz-seI J K Š ‘ ‚
que uma aplicação  é  se ela é linear na primeira#À I ‚ J Ä K sesquilinear
variável e antilinear na segunda, isto é, se ela verifica as seguintes condições:

a)
b)
c)
d)

 , ;
 ;
 ;
 .

# # #

# # #

# #

# #

ÐB  C DÑ œ ÐBß DÑ  ÐCß DÑ

ÐBß C  DÑ œ ÐBß CÑ  ÐBß DÑ

Ð+Bß CÑ œ + ÐBß CÑ

ÐBß +CÑ œ + ÐBß CÑ

Uma tal aplicação é, em particular, uma aplicação bilinear real. No caso em
que , sesquilinear vai ser sinónimo de bilinear.Š ‘œ
No contexto da observação em , uma aplica2.5.2 ção sesquilinear
#À I ‚ J Ä K é exactamente o mesmo que uma aplicação bilinear
#À I ‚ J Ä K.

2.5.4 Seja  um espaço vetorial sobre o corpo . Diz-se que uma aplicaçãoI Š
sesquilinear  é  se se tem:#À I ‚ I Ä Š hermítica

e)  .# #ÐBß CÑ œ ÐCß BÑ

Repare-se que se, tem então, para cada , , pelo queB − \ ÐBß BÑ œ ÐBß BÑ# #
#ÐBß BÑ œ é um número real. No caso em que ,  vai serŠ ‘ hermítica
sinónimo de .simétrica

2.5.5 Seja  um espaço vetorial sobre . Chama-se  sobre  aI IŠ produto interno
uma aplicação sesquilinear hermítica , que notaremosI ‚I Ä Š
ÐBß CÑ È ØBß CÙ, que seja , isto é, que verifique as condições:definida positiva

f)
g)

 ;
 Se , então .
ØBß BÙ   !

ØBß BÙ œ ! B œ !

Chama-se  a um espaço vetorial munido de umespaço pre-hilbertiano
produto interno.

2.5.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam  um espaço vetorial eI
#À I ‚ I Ä Š uma aplicação sesquilinear hermítica verificando a condição
#ÐBß BÑ   ! B − I Bß C − I, para cada .  Dados , tem-se então216

l ÐBß CÑl Ÿ ÐBß BÑ ÐCß CÑ# # ## .

Dem: Para cada , tem-se+ − Š

216Não temos necessariamente um produto interno porque não exigimos a propriedade g).
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! Ÿ ÐB  +Cß B  +CÑ œ ÐBß BÑ  + ÐCß BÑ  + ÐBß CÑ  ++ ÐCß CÑ# # # # # .(1)

Se nos lembrarmos que o produto de um complexo pelo seu conjugado é
igual ao quadrado do seu módulo, vemos que, pondo  com+ œ Q ÐBß CÑ#
Q − ‘ na fórmula anterior, sai

! Ÿ ÐBß BÑ Ql ÐBß CÑl Ql ÐBß CÑl Q l ÐBß CÑl ÐCß CÑ# # # # ## # # # .(2)

No caso em que , deduzimos de (2) que, para cada ,#ÐCß CÑ œ ! Q  !

l ÐBß CÑl Ÿ ÐBß BÑ
"

#Q
# ##  ,

pelo que a arbitrariedade de  implica que  e a desigualdade doQ ÐBß CÑ œ !#
enunciado é trivialmente verdadeira. Supondo agora que ,#ÐCß CÑ Á !
podemos tomar  em (2) e obtemos entãoQ œ "

ÐCßCÑ#

! Ÿ ÐBß BÑ 
l ÐBß CÑl

ÐCß CÑ
#

#

#

#

,

donde .l ÐBß CÑl Ÿ ÐBß BÑ ÐCß CÑ# # ## 

2.5.7 Seja  um espaço pre-hilbertiano. Quaisquer que sejam , tem-seI Bß C − I
então a desigualdade de Cauchy-Schwarz

lØBß CÙl Ÿ ØBß BÙØCß CÙ# ,

os dois membros desta desigualdade sendo iguais se, e só se, os vetores  e B C
são linearmente dependentes.
Dem: A desigualdade do enunciado não é mais do que um caso particular da
do resultado anterior. É evidente que, se um dos vetores  ou  é nulo, ambosB C
os membros da desigualdade são iguais a . Suponhamos assim que  e  são! B C
não nulos. Se  e  são linearmente dependentes, tem-se , pelo queB C B œ +C

lØBß CÙl œ l+ØCß CÙl œ l+l lØCß CÙl œ

œ ++ØCß CÙØCß CÙ œ ØBß BÙØCß CÙ

# # # #

.

Supondo agora que  e  são linearmente independentes, tem-se, para cadaB C
+ − B  +C Á !Š, , donde, analogamente ao que foi feito na demonstração
precedente,

!  ØB  +Cß B  +CÙ œ ØBß BÙ  +ØCß BÙ  +ØBß CÙ  ++ØCß CÙ,

e, tomando, em particular, , obtemos+ œ ØBßCÙ
ØCßCÙ

!  ØBß BÙ    œ ØBß BÙ 
lØBß CÙl lØBß CÙl lØBß CÙl lØBß CÙl

ØCß CÙ ØCß CÙ ØCß CÙ ØCß CÙ

# # # #

,

o que implica que .lØBß CÙl  ØBß BÙØCß CÙ# 



414 Cap. 2. Espaços de Banach e espaços de Hilbert

2.5.8 Seja  um espaço pre-hilbertiano. Tem então lugar sobre  uma I I norma
associada desigualdade de, definida por , verificando-se a mBm œ ØBß BÙÈ
Cauchy-Schwarz , com os dois membros destalØBß CÙl Ÿ mBmmCm
desigualdade a serem iguais se, e só se,  e  são linearmente dependentes. AB C
igualdade  verifica-se se, e só se,  ou ,mB  Cm œ mBm  mCm C œ ! B œ +C
com . Relativamente a esta norma, o produto interno é uma+ − Ò!ß_Ò
aplicação bilinear contínua (no sentido real) .I ‚I Ä Š
Dem: Para  e , tem-se+ − B − IŠ

m+Bm œ Ø+Bß +BÙ œ ++ØBß BÙ œ l+l mBm# # #,

donde . Dados , obtemos, tendo em conta am+Bm œ l+lmBm Bß C − I
desigualdade de Schwarz,

mB  Cm œ ØB  Cß B  CÙ œ ØBß BÙ  ØBß CÙ  ØCß BÙ  ØCß CÙ œ

œ ØBß BÙ  #dÐØBß CÙÑ  ØCß CÙ Ÿ mBm  #lØBß CÙl  mCm Ÿ

Ÿ mBm  #mBmmCm  mCm œ ÐmBm  mCmÑ

#

# #

# # #,

donde . É evidente que, se , entãomB  Cm Ÿ mBm  mCm C œ !
mB  Cm œ mBm  mCm B œ +C + − Ò!ß_Ò e, no caso em que , com , vem
também

mB  Cm œ mÐ+  "ÑCm œ Ð+  "ÑmCm œ m+Cm  mCm œ mBm  mCm.

No caso em que  e  são linearmente independentes, sabemos que se temB C
mesmo  pelo que o raciocínio anterior mostra que se temlØBß CÙl  mBmmCm
mesmo . No caso em que , com  e mB  Cm  mBm  mCm B œ +C C Á ! + Â ‘
ou , tem-se  pelo que  e o+  ! ØBß CÙ œ +ØCß CÙ dÐØBß CÙÑ  lØBß CÙl
raciocínio anterior mostra, mais uma vez, que . Sabe-mB  Cm  mBm  mCm
mos que o produto interno é uma aplicação bilinear, no sentido real, pelo que
a sua continuidade é uma consequência da desigualdade de Schwarz. 

2.5.9 (Espaço pre-hilbertiano conjugado e espaço pre-hilbertiano real
associado) Repare-se que, se  é um espaço pre-hilbertiano com o produtoI
interno # # Š ‚, então  não é em geral, no caso em que , um produtoœ
interno no espaço vetorial conjugado  mas obtemos neste um I produto
interno conjugado  definido por# ŠÀ I ‚ I Ä

# # #ÐBß CÑ œ ÐBß CÑ œ ÐCß BÑ.

Já a norma associada ao produto interno conjugado  coincide com a norma#
associada ao produto interno original .#
Outra observação útil, e também evidente, é que, se  é um espaçoI
pre-hilbertiano complexo com o produto interno  então, apesar de  não ser# #
um produto interno de  quando considerado como espaço vetorial real (nãoI
toma valores em ) existe um   de  com o‘ #produto interno real associado ‘ I
espaço vetorial real definido por
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# #‘ÐBß CÑ œ dÐ ÐBß CÑÑ

e as normas associadas aos dois produtos internos coincidem.

2.5.10 Sejam  e  espaços pre-hilbertianos e  uma aplicação linear.I J ÀI Ä J-
São então equivalentes as seguintes condições:
a) , qualquer que seja , isto é, a aplicam ÐBÑm œ mBm B − I- ção linear é
isométrica (cf. 2.1.33);
b) , quaisquer que sejam .Ø ÐBÑß ÐCÑÙ œ ØBß CÙ Bß C − I- -
Quando elas se verificarem dizemos que a aplicação linear  é  ( no- unitária
caso em que , também dizemos  em vez de ). UmaŠ ‘œ ortogonal unitária
tal aplicação é sempre contínua e injectiva.
Em particular, dois produtos internos num espaço vetorial , com a mesmaI
norma associada, coincidem.
Dem: É evidente que a condição b) implica a condição a). Suponhamos então
que a condição a) é verificada. Dados , tem-seBß C − I

mB  Cm œ ØB  Cß B  CÙ œ ØBß BÙ  ØBß CÙ  ØCß BÙ  ØCß CÙ œ

œ mBm  mCm  #dÐØBß CÙÑ

#

# #

e, do mesmo modo

m ÐB  CÑm œ m ÐBÑ  ÐCÑm œ

œ m ÐBÑm  m ÐCÑm  #dÐØ ÐBÑß ÐCÑÙÑ

- - -

- - - -

# #

# # ,

pelo que, tendo em conta a), vem . No caso realdÐØ ÐBÑß ÐCÑÙÑ œ dÐØBß CÙÑ- -
esta igualdade não é mais do que a igualdade em b); no caso complexo
reparamos agora que, para cada complexo , com , tem-seD œ +  ,3 +ß , − ‘
eÐDÑ œ , œ dÐ3DÑ e escrevemos

eÐØ ÐBÑß ÐCÑÙÑ œ dÐ3Ø ÐBÑß ÐCÑÙÑ œ dÐØ Ð3BÑß ÐCÑÙÑ œ

œ dÐØ3Bß CÙÑ œ dÐ3ØBß CÙÑ œ eÐØBß CÙÑ

- - - - - -

,

pelo que  e , tendo a mesma parte real e a mesma parteØ ÐBÑß ÐCÑÙ ØBß CÙ- -
imaginária, coincidem. O facto de uma aplicação linear unitária  ser-
contínua e injectiva foi já examinado em . O facto de dois produtos2.1.33
internos de , com a mesma norma associada, coincidirem resulta de aplicarI
a conclusão anterior ao isomorfismo identidade MIÀI Ä I. 

2.5.11 Chama-se  a um espaço pre-hilbertiano que é completo,espaço de Hilbert
relativamente à norma associada. Um espaço de Hilbert é, em particular, um
espaço de Banach.

2.5.12 Como primeiro exemplo de espaço de Hilbert, temos o espaço vetorial
Š8, com o produto interno definido por

ØÐ+ ß + ßá ß + Ñß Ð, ß , ßá ß , ÑÙ œ + ,  + , â + ," # 8 " # 8 " " # # 8 8

(a verificação das propriedades de produto interno é trivial e o facto de
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termos um espaço completo é uma consequência de ele ser de dimensão
finita). Repare-se que a norma associada a este produto interno, definida por

mÐ+ ß + ßá ß + Ñm œ l+ l  l+ l â l+ l" # 8 # " # 8
# # #È ,

é, no caso em que  a norma eucliana de  referida em  e, noŠ ‘ ‘œ , 8 1.1.7
caso em que  o caso particular em que  e Š ‘ ‚ é  ou , : œ # M œ Ö"ß #ßá ß 8×
da norma referida em 2.3.37.
Mais geralmente, se  é um espaço vetorial de dimensão finita, com umaI
base fixada , podemos definir uma estrutura de espaço de HilbertA ßá ßA" 8

sobre , que diremos ser a associada à base em questão, pondo, paraI
Bß C − I B œ + A â + A C œ , A â , A, com  e ," " 8 8 " " 8 8

ØBß CÙ œ + ,  + , â + ," " # # 8 8

(no contexto do transporte de estruturas, examinado na secção , trata-se do1.4
produto interno transportado do produto interno de  pelo isomorfismoŠ8

Š8 Ä I que aplica a base canónica na base dada).

2.5.13 (Exemplo típico de espaço de Hilbert) Uma generalização importante
do exemplo anterior é a seguinte: Seja  um conjunto não vazio de índices.M
Vamos notar , ou, se for importante sermos mais precisos quanto aoj ÐMÑ#

corpo dos escalares considerado,  ou , o conjunto de todas asj ÐMÑ j ÐMÑ‘ ‚
# #

famílias  de elementos de  tais que . Tem-se então queÐ+ Ñ l+ l  _3 3−M 3
3−M

#Š !
j ÐMÑ M#  é um subespaço vetorial do espaço de todas as aplicações de  em  eŠ
em  ficamos com uma estrutura de espaço de Hilbert com o seguintej ÐMÑ#

produto interno:

Ø Ð+ Ñ Ð, Ñ Ù œ + , ,   ,3 3−M 3 3−M 3 3

3−M

"
em que a soma no segundo membro é a de uma família absolutamente somá-
vel de escalares. É claro que a norma associada é dada por

mÐ+ Ñ m œ l+ l3 3−M # 3

3−M

#Ê" . 217

Repare-se que, como antes,  não é mais do que o caso particular doj ÐMÑ#

espaço vetorial  definido em  em que  e j ÐMÑ : œ # I œI
: 2.3.37 Š e a norma

atrás referida é a correspondente norma  (cf. ).mm: 2.3.44
Dem: O facto de  ser um subespaço vetorial é o caso particular  ej ÐMÑ : œ ##

I œ Š do que foi estabelecido em . Reparemos agora que, dados reais2.3.37
+   ! ,   ! e , tem-se

+, Ÿ +  ,# #

217Este exemplo é típico uma vez que, como verificaremos adiante em , qualquer2.5.46
espaço de Hilbert é unitariamente isomorfo a um espaço de Hilbert deste tipo.
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uma vez que  se  e  se . Utilizando este facto,+, Ÿ , + Ÿ , +, Ÿ + +   ,# #

vemos agora que dadas as famílias  e  em , vemÐ+ Ñ Ð, Ñ j Ð Ñ3 3 M 3 3 M− −
# M

" " "
" "3 M 3 M 3 M

3 3 3 3 3 3

3 M 3 M

3 3

− − −

# #

− −

# #

   

   ,

l+ , l l+ ll, l Ÿ Ðl+ l  l, l Ñ œ

l+ l  l, l  _

œ

œ

o que mostra que a família dos  é absolutamente somável, em particular+ ,3 3

somável. É agora fácil constatar-se, aplicando as propriedades das somas em
2.3.3 2.3.6 e , que ficou efectivamente definido um produto interno em ,j Ð Ñ# M
cuja norma associada é a definida no enunciado. O facto de  serj Ð Ñ# M
completo é um caso particular do que foi estabelecido em .2.3.48 

2.5.14 (Exemplo envolvendo o integral de funções contínuas com valores
reais ou complexos) Sejam  dois números reais. No espaço +  , ÐÒ+ß ,Óß ÑV Š
das aplicações contínuas  pode-se definir um produto interno,0 À Ò+ß ,Ó Ä Š
pondo

Ø0 ß 1Ù œ 0Ð>Ñ1Ð>Ñ .>(
+

,

  .

A norma associada a este produto interno é a norma   definida porm m#

m0m œ l0Ð>Ñl .>#
+

,
#Ë(   .

Este espaço pre-hilbertiano não é, no entanto, um espaço de Hilbert.

2.5.15 (Nota) A teoria do Integral de Lebesgue permite construir um espaço de
Hilbert, que se costuma notar , cujos elementos são classes deP ÐÒ+ß ,Óß Ñ# Š
equivalência de funções, em geral descontínuas, para a relação que identifica
duas funções que apenas diferem num conjunto de medida nula, e cujo
produto interno é dado pela mesma fórmula que no exemplo anterior. O
espaço  identifica-se naturalmente a um subespaço vetorial densoV ŠÐÒ+ß ,Óß Ñ
de . Uma das razões pela qual o integral de Lebesgue é deP ÐÒ+ß ,Óß Ñ# Š
importância fundamental é a de permitir a construção de certos espaços
funcionais do tipo deste. Uma alternativa ao espaço de Hilbert P ÐÒ+ß ,Óß Ñ# Š
consiste em aplicar a  a construção geral de um completado de umV ŠÐÒ+ß ,Óß Ñ
espaço pre-hilbertiano que descreveremos a seguir.

2.5.16 (Completado de um espaço pre-hilbertiano) Seja  um espaçoI

pre-hilbertiano. Diz-se que um espaço de Hilbert Is I é um  de completado
definido pela aplicação linear  se  é uma aplicação linear0 0À I Ä I ÀI Ä Is s

unitária (cf. .10) e  é denso em  (comparar com  — é claro2.5 0ÐIÑ Is 2.2.13
que  é então, em particular, um completado vetorial de  definido por ).I Is 0
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2.5.17 (Existência de completado de um espaço pre-hilbertiano) Seja  umI

espaço pre-hilbertiano. Seja  um completado de , enquanto espaçoI Is

vetorial normado, definido pela aplicação linear  (cf.  e0À I Ä Is 2.2.13
2.2.19). Existe então em  um, e um só, produto interno cuja normaIs

associada seja a de  e, relativamente a este produto interno,  é um espaçoI Is s

de Hilbert.
Dem: A unicidade é uma consequência de . Sendo  o espaço vetorial2.5.10 I
normado conjugado de  (cf. ), o produto interno é uma aplicaçãoI 2.5.2

bilinear contínua # ŠÀ I ‚ I Ä Is pelo que, reparando que  é trivialmente

também um completado de  definido pela aplicação linear ,I ÀI Ä Is0
podemos aplicar  para garantir a existência de uma aplicação bilinear2.2.16

contínua , isto é, uma aplicação sesquilinear # Š # Šs sÀI ‚ I Ä ÀI ‚ I Äs s s s

verificando  para quaisquer . Uma vez que,# 0 0 #sÐ ÐBÑß ÐCÑÑ œ ÐBß CÑ Bß C − I
para  tem-seBß C − I

# 0 0 # # # 0 0s sÐ ÐBÑß ÐCÑÑ œ ÐBß CÑ œ ÐCß BÑ œ Ð ÐCÑß ÐBÑÑ,

vemos que as aplicações contínuas  definidas respetivamente porI ‚I Äs s Š

ÐBß CÑ È ÐBß CÑ ÐBß CÑ È ÐCß BÑ ÐIÑ ‚ ÐIÑs s s s s s s s s s# # 0 0 e  coincidem no subconjunto 
denso em  e portanto coincidem, o que mostra que a aplicaçãoI ‚Is s

sesquilinear  é hermítica. Analogamente, de se ter, para cada# ŠsÀI ‚ I Äs s

B − I,

m ÐBÑm œ mBm œ ÐBß BÑ œ Ð ÐBÑß ÐBÑÑs0 # # 0 0# # ,

concluímos que as aplicações contínuas  definidas respetivamente porI Äs ‘

B È mBm B È ÐBß BÑ ÐIÑ Is s s s s s s# e  coincidem no subconjunto denso  de , pelo# 0

que elas coincidem em , por outras palavras tem-se  paraI mBm œ ÐBß BÑs s s s s# #

cada . Daqui resulta simultaneamente que  é um produto interno emB − Is ss #

Is e que a norma associada a este produto interno é efetivamente a norma do
completado. 

2.5.18 Seja  um espaço pre-hilbertiano. Dados , tem então lugar aI Bß C − I
seguinte :identidade do paralelogramo

mB  Cm  mB  Cm œ #mBm  #mCm# # # #.

Dem: Tem-se

mB  Cm œ ØB  Cß B  CÙ œ ØBß BÙ  ØBß CÙ  ØCß BÙ  ØCß CÙ

mB  Cm œ ØB  Cß B  CÙ œ ØBß BÙ  ØBß CÙ  ØCß BÙ  ØCß CÙ

#

#

,

,

bastando em seguida somar membro a membro estas duas igualdades. 

2.5.19 Seja  um espaço pre-hilbertiano. Dados , diz-se que  e  sãoI Bß C − I B C
ortogonais, e escreve-se , se se tem . É evidente que se trataB ¼ C ØBß CÙ œ !
de uma relação simétrica e que o único vetor que é ortogonal a si mesmo é o



§5. Espaços pre-hilbertianos e espaços de Hilbert 419

vetor nulo. Dado um subconjunto , define-se o  de , comoE § I Eortogonal
sendo o conjunto  dos vetores que são ortogonais a todos os elementos deE¼

E:

E œ Ö B − I ± ØBß CÙ œ ! C − E×¼  , para todo o .

Repare-se que, tendo em conta o facto de o produto interno ser uma
aplicação hermítica (cf. ), constatamos que 2.5.4 E¼ é simultaneamente o
ortogonal direito e o ortogonal esquerdo de  no sentido referido em  eE 2.2.28
2.2.29. Como propriedades imediatas desta noção temos:
a)  e  (para esta última lembrar que um vetor não nuloÖ!× œ I I œ Ö!×¼ ¼

não é ortogonal a ele mesmo, e portanto não pode ser ortogonal a todos os
vetores de );I
b) Se , então ;E § F E ¨ F¼ ¼

c) ;ÐE Ñ ¨ E¼ ¼

d) ; mais geralmente, se  é uma família arbi-ÐE  FÑ œ E  F ÐE Ñ¼ ¼ ¼
4 4−N

trária de subconjuntos de , entãoI

Ð E Ñ œ E. ,
4−N 4−N

4
¼ ¼

4  .

2.5.20 Sejam  um espaço pre-hilbertiano e  um subconjunto arbitrário.I E § I
Tem-se então que  é um subespaço vetorial fechado de .E I¼

Dem: Comecemos por notar que, se , então  é um subespaçoC − I ÖC×¼

vetorial fechado de , por ser a imagem recíproca de  por meio daI Ö!×
aplicação linear contínua de  em , que a  associa . O caso geral éI B ØBß CÙŠ
agora uma consequência de que  se ,  vai ser ag E Á g E¼ œ I e, ¼

intersecção dos subespaços vetoriais fechados , com .ÖC× C − E¼ 

2.5.21 Sejam  um espaço pre-hilbertiano e  dois vetores ortogonais. TemI Bß C
então lugar a :identidade de Pitágoras

mB  Cm œ mBm  mCm# # #.

Dem: Vem , pelo queØBß CÙ œ ! œ ØCß BÙ

mB  Cm œ ØB  Cß B  CÙ œ

œ ØBß BÙ  ØBß CÙ  ØCß BÙ  ØCß CÙ œ

œ mBm  mCm

#

# #. 

2.5.22 Sejam  um espaço pre-hilbertiano e I J § I um subespaço vetorial. Tem
então lugar a soma directa  e dizemos que um elemento J Š J § I B − I¼

admite projecção ortogonal sobre  se pertencer a , isto é, se existirJ J Š J¼

um elemento  tal que . Um tal   é então necessariamenteC − J B  C − J C¼

único, notamo-lo  e dizemos que ele é  de  sobre1J ÐBÑ Bprojecção ortogonal
J B ÐBÑ J. Além disso, se  admite  como projecção ortogonal sobre , então1J

B B  ÐBÑ admite  como projecção ortogonal sobre o subespaço vetorial1J
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fechado .J¼ 218

Dem: O facto de ter lugar a soma directa  resulta de que, seJ Š J¼

D − J  J ØDß DÙ œ ! D œ ! B¼, tem-se , donde . No caso em que  admite
projecção ortogonal  sobre , o facto de  ser a projecção1 1J JÐBÑ J B  ÐBÑ
ortogonal de  sobre  resulta de ser  eB J B  ÐBÑ − J¼ ¼

J1

B  ÐB  ÐBÑÑ œ ÐBÑ − J § ÐJ Ñ1 1J J
¼ ¼. 

2.5.23 Sejam  um espaço pre-hilbertiano e I J § I um subespaço vetorial. Para
cada , tem-se  e vemB − J Š J m ÐBÑm Ÿ mBm¼

J1

B − J Í ÐBÑ œ B B − J Í ÐBÑ œ !1 1J J
¼, .

Além disso  é uma aplicação linear contínua e  é fechado1J
¼À J Š J Ä J J

em .J Š J¼ 219

Dem: Sendo , tem-se  e , emB − J Š J ÐBÑ − J B  ÐBÑ − J¼ ¼
J J1 1

particular estes vetores são ortogonais. Deduzimos daqui, pela identidade de
Pitágoras, que

mBm œ m ÐBÑ  ÐB  ÐBÑÑm œ m ÐBÑm  mB  ÐBÑm# # # #
J J J J1 1 1 1 ,

donde  e . É claro que, se ,m ÐBÑm Ÿ mBm m ÐBÑm Ÿ mBm B œ ÐBÑ1 1 1J J J
# #

tem-se  e, reciprocamente, se , tem-se , dondeB − J B − J B  B œ ! − J¼

1 1 1J J J
¼ÐBÑ œ B ÐBÑ œ ! B œ B  ÐBÑ − J. Se , vem  e, reciprocamente, se

B − J B  ! œ B − J ÐBÑ œ !¼ ¼
J, tem-se , donde . O facto de a aplicação1

1J
¼À J Š J Ä J  ser linear é uma consequência de se tratar da primeira

projecção associada a uma soma directa e a continuidade resulta então da
desigualdade  já referida.  O facto de  ser fechado emm ÐBÑm Ÿ mBm J1J

J Š J¼ é uma consequência da continuidade referida e da caracterização

J œ ÖB − J Š J ± B  ÐBÑ œ !×¼
J1 . 

2.5.24 (Propriedade minimizante da projecção ortogonal) Sejam  umI
espaço pre-hilbertiano, J § I B − I um subespaço vetorial e . Tem-se
então:
a) Se  admite  como projecção ortogonal sobre , entãoB ÐBÑ J1J

mB  ÐBÑm œ .ÐBß JÑ1J ,

isto é, , para todo o .mB  ÐBÑm Ÿ mB  Cm C − J1J
220

218Note-se que não afirmamos que todo o elemento que tenha projecção ortogonal sobre
J J¼ tenha que ter projecção ortogonal sobre . Isso acontecerá, naturalmente, no caso em
que se tenha .ÐJ Ñ œ J¼ ¼

219É claro que  é também fechado em  mas isso resulta de ser mesmo fechadoJ J Š J¼ ¼

em  (cf. ).I 2.5.20
220Lembrar que  é o ínfimo das distâncias de  aos elementos de , ou seja, neste.ÐBß J Ñ B J
caso, o ínfimo dos números reais , com  (cf. ).mB  Cm C − J 1.1.11
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b) Se  é tal que , então  é a projecção ortogonalC − J mB  C m œ .ÐBß JÑ C! ! !

de  sobre .B J
Dem:  Suponhamos que  admite  como projecção ortogonal sobrea) B ÐBÑ1J

J C − J. Para cada , podemos então escrever

B  C œ ÐB  ÐBÑÑ  Ð ÐBÑ  CÑ1 1J J ,

com  e . Em particular, estes vetores sãoB  ÐBÑ − J ÐBÑ  C − J1 1J J
¼

ortogonais pelo que, pela identidade de Pitágoras, vem

mB  Cm œ mB  ÐBÑm  m ÐBÑ  Cm# # #
J J1 1 ,

o que implica que  e .mB  ÐBÑm Ÿ mB  Cm mB  ÐBÑm Ÿ mB  Cm1 1J J
# #

b) Suponhamos agora que  é tal que .C − J mB  C m œ .ÐBß JÑ! !

Seja  arbitrário. Para cada , tem-se  pelo que se temD − J + − C  +D − JŠ !

mB  C  +Dm   mB  C m! ! , desigualdade que, depois de elevados ambos os
membros ao quadrado, pode ser escrita

ØB  C  +Dß B  C  +DÙ   ØB  C ß B  C Ù! ! ! ! ,

ou ainda

++ØDß DÙ  +ØDß B  C Ù  +ØB  C ß DÙ   !! ! .

Tomando, em particular, , com , obtemos+ œ >ØB  C ß DÙ > −! ‘

> lØB  C ß DÙl ØDß DÙ  #>lØB  C ß DÙl   !# # #
! ! ,

e portanto, para ,>  !

"

#
>lØB  C ß DÙl ØDß DÙ   lØB  C ß DÙl! !

# #.

Fazendo, por exemplo,  e passando ao limite, deduzimos desta> œ "
8

desigualdade que , portanto que , o quelØB  C ß DÙl Ÿ ! ØB  C ß DÙ œ !! !
#

mostra que . Provámos assim que  é a projecB  C − J C! !
¼ ção ortogonal de

B J sobre . 

2.5.25 Sejam  um espaço de Hilbert e  um subespaço vetorial fechadoI J § I
ou, mais geralmente, sejam  um espaço pre-hilbertiano e I J § I um
subespaço vetorial completo. Tem-se então

I œ J Š J¼.

Dem: Seja  arbitrário.B − I

Sejam  dois elementos de . Tem-se então também , donde,Cß C J − Jw CC
#

w

aplicando a identidade do paralelogramo em  aos vetores  e2.5.18 B  Cw

B  C #ÐB  Ñ C  C, cuja soma é  e cuja diferença é :CC
#

w
w
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mC  C m œ mÐB  C Ñ  ÐB  CÑm œ

œ #mB  C m  #mB  Cm  %mB  m Ÿ
C  C

#
Ÿ #mB  C m  #mB  Cm  % .ÐBß JÑ

w # w #

w # # #
w

w # # # .

(1)

Tendo em conta a definição de ínfimo, escolhamos, para cada , 8 − C − J 8

tal que

.ÐBß JÑ Ÿ mB  C m Ÿ .ÐBß JÑ 
"

8
8 .

Obtemos assim uma sucessão  de elementos de  tal queÐC Ñ J8 8−

mB  C m .ÐBß JÑ8 p . Resulta daqui que

mB  C m .ÐBß JÑ8
# #p

pelo que, dado  arbitrário, vai existir  tal que, sempre que ,$  ! 8 8   8! !

mB  C m Ÿ .ÐBß JÑ 8
# # $#

4 ; tendo em conta (1), vemos que, sempre que
7ß8   8 mC  C m Ÿ mC  C m Ÿ! 8 7 8 7

# #, , isto é , o que mostra que$ $
ÐC Ñ J8 8− é uma sucessão de Cauchy de elementos de . Tendo em conta o
facto de  ser completo, vai existir  tal que  e resulta daquiJ C − J C C! 8 !p
que  converge para  e para , o que mostra quemB  C m .ÐBß JÑ mB  C m8 !

.ÐBß JÑ œ mB  C m! . Tendo em conta a alínea b) de , concluímos que2.5.24
C! é a projecção ortogonal de  sobre , o que mostra que .B J B − J Š J¼ 

2.5.26 (Corolário) Sejam  um espaço de Hilbert e  um subespaço vetorialI J
fechado ou, mais geralmente, sejam  um espaço pre-hilbertiano e I J § I
um subespaço vetorial completo.
Tem-se então .ÐJ Ñ œ J¼ ¼

Dem: Já sabemos que, em geral, . Vemos agora que, seÐJ Ñ ¨ J¼ ¼

B − ÐJ Ñ B œ C  C C − J C − J¼ ¼ w w ¼, podemos escrever , com  e , de onde se
deduz que

! œ ØBß C Ù œ ØCß C Ù  ØC ß C Ù œ ØC ß C Ùw w w w w w ,

portanto , o que mostra que .C œ ! B œ C − Jw 

2.5.27 Sejam  um espaço de Hilbert e  um subespaço vetorial fechadoI J § I
ou, mais geralmente, sejam  um espaço pre-hilbertiano e I J § I um
subespaço vetorial completo.
Tendo em conta , o domínio da projec2.5.25 ção ortogonal  é o próprio  e1J I
portanto, pelo que dissémos em , a projecção ortogonal  sobre 2.5.22 1J

¼
¼ J

está também definida em , tendo-se, para cada ,I B − I

1 1J J¼ÐBÑ œ B  ÐBÑÞ221

221Isto apesar de, no caso em que  é pre-hilbertiano e  é completo, nada garantirI J § I
que  seja também completo.J¼
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Por outras palavras, temos neste caso aplicações lineares contínuas

1 1J J
¼ÀI Ä J ÀI Ä J, ,¼

que não são mais do que as projecções associadas à soma directa
I œ J Š J¼, que verificam

M œ I J J1 1 ¼ .

2.5.28 Se  é um espaço pre-hilbertiano, tem lugar, para cada , umaI C − I
aplicação linear contínua , definida por , tendo-se# #C CÀ I Ä ÐBÑ œ ØBß CÙŠ
m m œ mCm#C . Ficamos então com uma aplicação linear isométrica, em
particular contínua e injectiva, , definida por .# _ # #˜ ˜À I Ä ÐIà Ñ ÐCÑ œŠ C

222

Dem: Tendo em conta a desigualdade de Schwarz, tem-se

l ÐBÑl œ lØBß CÙl Ÿ mBmmCm#C ,

o que mostra que  é uma aplicação linear contínua e com . O# #C Cm m Ÿ mCm
facto de se ter mesmo  que é trivial se , resulta, para m m œ mCm C œ ! C Á !#C
de ser

l ÐCÑl œ ØCß CÙ œ mCmmCm#C .

O facto de a aplicação  ser linear é uma consequência# _˜À I Ä ÐIà ÑŠ
imediata de bilinearidade do produto interno . O facto de  ser# Š #À I ‚ I Ä ˜
contínua, e com norma menor ou igual a , é uma consequência de se ter"
m m œ mCm# #C . Este último facto também implica a injectividade de , visto˜
que, se , sai , donde .# #˜ ˜ÐCÑ œ ! mCm œ m ÐCÑm œ ! C œ ! 

2.5.29 (Teorema da representação de Riesz) Seja  um espaço de Hilbert eI
seja  uma aplicação linear contínua. Existe então um, e um só,- ŠÀ I Ä
vetor  tal que , isto é, tal que se tenha , para cadaC − I œ ÐBÑ œ ØBß CÙ- -#C
B − I ÀI Ä ÐIà Ñ. Por outras palavras, a aplicação linear isométrica # _˜ Š
referida em  é mesmo uma isometria linear, e portanto, no sentido2.5.28
referido em , a aplicação bilinear contínua 2.2.26 # ŠÀ I ‚ I Ä , que define
o produto interno, é dualizante na segunda variável.
Dem: A unicidade de  é uma consequência da injectividade da aplicaçãoC
linear . Seja agora  o conjunto dos  tais que , conjunto que#s J B − I ÐBÑ œ !-
é um subespaço vetorial fechado de . Se , tem-se . CasoI J œ I œ ! œ- #!
contrário o facto de ter lugar a soma directa  implica queI œ J Š J¼

J Á Ö!× D − J D Á !¼ ¼ pelo que podemos fixar , com . Vamos verificar que,
sendo

C œ D
ÐDÑ

ØDß DÙ

-
,

tem-se . Ora, para cada , tem-se- œ B − I#C

222Comparar com as notações usadas, num contexto mais geral, em .2.2.26
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- - - - - - -Ð ÐDÑB  ÐBÑDÑ œ ÐDÑ ÐBÑ  ÐBÑ ÐDÑ œ ! ,

pelo que  e portanto, por ser ,- -ÐDÑB  ÐBÑD − J D − J¼

! œ Ø ÐDÑB  ÐBÑDß DÙ œ ÐDÑØBß DÙ  ÐBÑØDß DÙ- - - - ,

o que implica que

-
- -

ÐBÑ ØBß DÙ œ Ø B D Ù œ ØBß CÙ
ÐDÑ ÐDÑ

ØDß DÙ ØDß DÙ
œ   ,   . 

2.5.30 (Corolário — Os espaços de Hilbert são reflexivos) Se  é um espaçoI
de Hilbert então  é reflexivo (cf. ).I 2.2.20
Dem: Como vimos em , o produto interno de  é uma aplicação2.5.29 I
bilinear  dualizante na segunda variável pelo que, tendo em# ŠÀ I ‚ I Ä
conta , para verificarmos que  é reflexivo basta verificar que  é2.2.31 I #
também dualizante na primeira variável, isto é, que a aplicação bilinear
oposta , definida por , é dualizante na# Š # #9: 9:À I ‚ I Ä ÐCß BÑ œ ÐBß CÑ
segunda variável. Mas isso resulta de aplicar  ao espaço de Hilbert2.5.29
conjugado  (cf. ), uma vez que  é o produto interno deste últimoI 2.5.9 #9:

espaço. 

2.5.31 (Corolário pre-hilbertiano) Seja  um espaço pre-hilbertiano eI
consideremos a aplicação linear isométrica # _ Š˜  referida emÀ I Ä ÐIà Ñ
2.5.28. Tem-se então que a imagem  é um subespaço vetorial denso de#̃ÐIÑ
_ ŠÐIà Ñ.
Dem: Sejam  e  arbitrários. Consideremos um espaço de- _ Š $− ÐIà Ñ  !

Hilbert  completado de , definido pela aplicação linear unitária I I ÀI Ä Is s0
(cf.  e ). Tendo em conta , podemos considerar uma2.5.16 2.5.17 2.2.14
aplicação linear contínua  tal que  para cada- Š - - 0s sÀI Ä ÐBÑ œ Ð ÐBÑÑs

B − I. Pelo teorema da representação de Riesz, tem lugar uma isometria

linear  que a cada  associa a aplicação linear"̃ _ ŠÀ I Ä ÐIà Ñ D − Is s s

" Š "D DÀ I Ä ÐAÑ œ ØAß DÙs  definida por  e portanto podemos considerar o
elemento  tal que . O facto de  ser denso em ˜D − I œ ÐDÑ œ ÐIÑ Is ss- " " 0D

garante-nos a existência de  tal que . ConsiderandoC − I mD  ÐCÑm 0 $
então o elemento , pertencente a , tem-se então,˜ ˜# # _ Š #C œ ÐCÑ − ÐIà Ñ ÐIÑ
para cada ,B − I

m ÐBÑ  ÐBÑm œ m ÐBÑ  ØBß CÙm œ m Ð ÐBÑÑ  Ø ÐBÑß ÐCÑÙm œs

œ m ÐDÑÐ ÐBÑÑ  Ð ÐCÑÑÐ ÐBÑÑm œ

œ m ÐD  ÐCÑÑÐ ÐBÑm Ÿ m ÐD  ÐCÑÑmm ÐBÑm œ

œ mD  ÐCÑmmB

- # - - 0 0 0

" 0 " 0 0

" 0 0 " 0 0

0

C

˜ ˜

˜ ˜

m Ÿ mBm$ ,

o que implica que . Ficou assim provado que  é aderente am  m Ÿ- # $ -C

#̃ .ÐIÑ 
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2.5.32 Sejam  e  espaços de Hilbert e  uma aplicação linearI J ÀI Ä J!
contínua. Para cada , fica então bem definido um elemento C − J ÐCÑ − I!‡

pela condição de se ter, qualquer que seja ,B − I

ØBß ÐCÑÙ œ Ø ÐBÑß CÙ! !‡ .

A aplicação  assim definida é linear contínua e com .! ! !‡ ‡À J Ä I m m œ m m
Tem-se  e a aplicação de  em , que a  associaÐ Ñ œ ÐIà JÑ ÐJ àIÑ! ! !‡ ‡ _ _
!‡, é uma isometria antilinear .223

Dem: Dado , podemos considerar uma aplicação linear contínuaC − J
- Š - !C CÀ I Ä ÐBÑ œ Ø ÐBÑß CÙ, definida por , para a qual se tem

m ÐBÑm Ÿ m ÐBÑmmCm Ÿ m mmBmmCm- ! !C ,

portanto . Pelo resultado precedente, fica bem definido umm m Ÿ m mmCm- !C

vetor  pela condição de se ter , isto é, de se ter, para! -‡
C ÐCÑÐCÑ − I œ #!‡

cada , , tendo-se além disso, por ,B − I Ø ÐBÑß CÙ œ ØBß ÐCÑÙ! !‡ 2.5.28

m ÐCÑm œ m m Ÿ m mmCm! - !‡
C .

Uma vez que

ØBß ÐC  DÑÙ œ Ø ÐBÑß C  DÙ œ Ø ÐBÑß CÙ  Ø ÐBÑß DÙ œ

œ ØBß ÐCÑÙ  ØBß ÐDÑÙ œ ØBß ÐCÑ  ÐDÑÙ

ØBß Ð+CÑÙ œ Ø ÐBÑß +CÙ œ +Ø ÐBÑß CÙ œ

œ +ØBß ÐCÑÙ œ ØBß + Ð

! ! ! !

! ! ! !

! ! !

! !

‡

‡ ‡ ‡ ‡

‡

‡ ‡

,

CÑÙ,

concluímos que  e , portanto! ! ! ! !‡ ‡ ‡ ‡ ‡ÐC  DÑ œ ÐCÑ  ÐDÑ Ð+CÑ œ + ÐCÑ
que  é uma aplicação linear e a desigualdade  mostra! ! !‡ ‡m ÐCÑm Ÿ m mmCm
que a aplicação linear  é contínua e com . Por outro lado,! ! !‡ ‡m m Ÿ m m
tomando os conjugados de ambos os membros da identidade
Ø ÐBÑß CÙ œ ØBß ÐCÑÙ ØCß ÐBÑÙ œ Ø ÐCÑß BÙ! ! ! !‡ ‡, obtemos a igualdade , de onde
se deduz que . Em particular, pelo que vimos atrás, temos! !ÐBÑ œ Ð Ñ ÐBÑ‡ ‡

m m œ mÐ Ñ m Ÿ m m m m œ m m ß − ÐIà JÑ! ! ! ! ! ! "‡ ‡ ‡ ‡, donde . Dados  e_
+ − Š, tem-se

Ø ÐBÑ  ÐBÑß CÙ œ Ø ÐBÑß CÙ  Ø ÐBÑß CÙ œ

œ ØBß ÐCÑÙ  ØBß ÐCÑÙ œ ØBß ÐCÑ  ÐCÑÙ

Ø+ ÐBÑß CÙ œ +Ø ÐBÑß CÙ œ +ØBß ÐCÑÙ œ ØBß + ÐCÑÙ

! " ! "

! " ! "

! ! ! !

‡ ‡ ‡ ‡

‡ ‡

,
,

de onde se deduz que  e , ou seja que aÐ  Ñ œ  Ð+ Ñ œ +! " ! " ! !‡ ‡ ‡ ‡ ‡

aplicação  é antilinear. Esta aplicação antilinear é isométrica por ser! !È ‡

m m œ m m! !‡ , e o facto de ela ser uma isometria antilinear vem de que ela é o
seu próprio inverso, por se ter .Ð Ñ œ! !‡ ‡ 

223Isto é, uma isometria linear  ou, o que é o mesmo, uma isometria_ _ÐIà J Ñ Ä ÐJ àIÑ

linear ._ _ÐIà J Ñ Ä ÐJ àIÑ
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2.5.33 Sejam ,  e  espaços de Hilbert e  e  aplicaçõesI J K ÀI Ä J ÀJ Ä K! "
lineares contínuas. Tem-se então M. œ M.I

‡
IÀI Ä I e

Ð ‰ Ñ œ ‰" ! ! "‡ ‡ ‡À K Ä I.

Dem: Basta atender, para a primeira afirmação a que, para cada Bß Bw − I

ØM. ÐBÑß B Ù œ ØBß B Ù œ ØBß M. ÐB ÑÙI I
w w w

e, para a segunda afirmação a que, para cada  e , tem-seB − I D − K

ØÐ ‰ ÑÐBÑß DÙ œ Ø Ð ÐBÑÑß DÙ œ Ø ÐBÑß ÐDÑÙ œ

œ ØBß Ð ÐDÑÑÙ œ ØBß Ð ‰ ÑÐDÑÙ

" ! " ! ! "

! " ! "

‡

‡ ‡ ‡ ‡ . 

2.5.34 Nas condições de , diz-se que a aplicação linear contínua2.5.32
! !‡À J Ä I ÀI Ä J I é a  da aplicação linear contínua . Se  é umadjunta
espaço de Hilbert, diz-se que uma aplicação linear contínua  é!À I Ä I
autoadjunta anti-autoadjunta se se tem ; diz-se que ela é  se se tem! !‡ œ
! !‡ œ  .
Como exemplos triviais de aplicações autoadjuntas, temos a identidade
M. ÀI Ä I !ÀI Ä II  e a aplicação identicamente nula . Além disso, o facto
de  que os subcon-! !È ‡ ser uma aplicação linear contínua real, garante
juntos  e  de , constituídos pelas aplicações_ _ _=+ =+ÐIàIÑ ÐIàIÑ ÐIàIÑ
lineares contínuas autoadjuntas e pelas aplicações lineares contínuas anti-
autoadjuntas, respectivamente, são subespaços vetoriais fechados reais de
_ÐIàIÑ (salvo casos triviais não se trata de subespaços vetoriais com-
plexos).

2.5.35 Se  e  são espaços de Hilbert e se  é uma aplicação linearI J ÀI Ä J-
contínua, então  é unitária (cf. ) se, e só se, .- - -2.5.10 ‡

I‰ œ M
Dem: Tendo em conta o teorema de Riesz, dizer que, para cada ,C − I
- -‡Ð ÐCÑÑ œ C C − I B − I equivale a dizer que, para cada  e ,
ØBß Ð ÐCÑÑÙ œ ØBß CÙ Ø ÐBÑß ÐCÑÙ œ ØBß CÙ- - - -‡ , ou, o que é equivalente, ,
condição que traduz o facto de a aplicação linear contínua  ser unitária.- 

2.5.36 Seja  um espaço pre-hilbertiano. Diz-se que uma família  deI ÐB Ñ4 4−N

vetores de  é  se se tem , sempre que , isto é, seI ØB ß B Ù œ ! 4 Á 5ortogonal 4 5

os vetores são ortogonais dois a dois. Diz-se que a família é  se,ortonormada
além disso, , para cada , isto é, se os vetores são dois a doisØB ß B Ù œ " 44 4

ortogonais e se cada um dos vetores tem norma . Usando o " símbolo de
Kronecker  para notar o inteiro , se , e o inteiro , se ,$4ß5 " 4 œ 5 ! 4 Á 5
podemos dizer que a família é ortonormada se, e só se, se tem .ØB ß B Ù œ4 5 4ß5$

2.5.37 Seja  um espaço pre-hilbertiano e seja  uma família ortogonal deI ÐB Ñ4 4−N

vetores diferentes de . Tem-se então que a família é linearmente indepen-!
dente.
Dem: Suponhamos que se tinha uma combinação linear nula, ,!

4−N
4 4+ B œ !
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com os coeficientes  , isto é, nulos salvo para um número+4 quase todos nulos
finito de valores de . Para cada , vinha então4 5 − N

! œ Ø + B B Ù + ØB ß B Ù œ + ØB ß B Ù" "
4−N 4−N

4 4 5 4 4 5 5 5 5 ,   ,œ

donde .+ œ !5 

2.5.38 Seja  um espaço pre-hilbertiano. Diz-se que uma família  deI ÐB Ñ4 4−N

vetores de  é  se a aderência do subespaço vetorial gerado pelosI completa
vetores  é igual a . É claro que, no caso em que o conjunto de índices  éB I N4

finito, ou, mais geralmente, em que  tem dimensão finita, uma família éI
completa se, e só se, é geradora (lembrar que todo o subespaço vetorial de
dimensão finita é fechado). Diz-se que a família é uma  se elabase de Hilbert
é simultaneamente ortonormada e completa (note-se que, em geral, quando I
tem dimensão infinita, uma tal família não será uma base, no sentido algé-
brico).

2.5.39 (Imagem num completado) Sejam  um espaço pre-hilbertiano e I Is um
espaço de Hilbert completado de , definido pela aplicação linear I ÀI Ä Is0
(cf. ). Dada uma família  de vetores de , ela é ortogonal2.5.16 ÐB Ñ I4 4−N

(respectivamente ortonormada) se, e só se, a família  de vetores deÐ ÐB ÑÑ0 4 4−N

Is é ortogonal (respectivamente, ortonormada) e ela é completa se, e só se, a
família  de vetores de  é completa.Ð ÐB ÑÑ Is0 4 4−N

Dem: A primeira afirmação é uma consequência imediata de se ter
Ø ÐBÑß ÐCÑÙ œ ØBß CÙ Bß C − I0 0 , quaisquer que sejam . Reparemos agora que o
facto de se ter  implica que  é um isomorfismo bicontínuo dem ÐBÑm œ mBm0 0

I ÐIÑ I Js sobre o subespaço vetorial  de , em particular, sendo  o subespaço0
vetorial gerado pelos ,  é o subespaço vetorial gerado pelos  e B ÐJÑ ÐB Ñ J4 40 0
é denso em , isto é a família dos  é completa, se, e só se,  é densoI B ÐJÑ4 0

em , o que, por  ser denso em , é ainda equivalente a  ser0 0 0ÐIÑ ÐIÑ I ÐJÑs

denso em , isto é, à família dos  ser completa em  (se todo oI ÐB Ñ Is s0 4

elemento de  for aderente a , então a aderência ad  de ,0 0 0 0ÐIÑ ÐJÑ Ð ÐJÑÑ ÐJÑI

relativamente a , é fechada e contém , pelo que, por ser igual à suaI ÐIÑ0

aderência, contém a aderência de , igual a ).0ÐIÑ Is 

No caso dos espaços de Hilbert, temos uma caracterização alternativa
importante das famílias ortonormadas que são completas.

2.5.40 Seja  um espaço de Hilbert. Tem-se então que uma família ortonormadaI
ÐB Ñ I4 4−N  de vetores de  é completa se, e só se, ela é uma família
ortonormada maximal, no sentido que não existe nenhum vetor de norma "
de  que seja ortogonal a todos os .I B4

Dem: Suponhamos que  é uma família ortonormada e completa. SeÐB Ñ4 4−N

B − I B ÖB× for ortogonal a todos os , vemos que  vai ser um subespaço4
¼
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vetorial fechado contendo todos os , e contendo portanto o subespaçoB4

vetorial gerado por estes vetores, pelo que contém a sua aderência, que é
igual a ; em particular , pelo que , o que mostra que temosI ØBß BÙ œ ! B œ !
uma família ortonormada maximal. Suponhamos, reciprocamente, que
ÐB Ñ4 4−N  é uma família ortonormada maximal. Se ela não fosse completa,
podíamos considerar a aderência  do subespaço vetorial gerado pelos  ,J B4

aderência essa que seria distinta de  e ainda um subespaço vetorial (cf.I
2.1.27); uma vez que  é um espaço de Hilbert teríamos , peloI I œ J Š J¼

que , e, escolhendo um vetor não nulo  em , o vetor , queJ Á Ö!× B J¼ ¼ B
mBm

tem norma , seria ortogonal a cada um dos , o que era absurdo." B4 

2.5.41 Todo o espaço de Hilbert  admite uma base de Hilbert. MaisI
precisamente, se  é um espaço de Hilbert, toda a família ortonormada deI
vetores de  pode ser prolongada numa base de Hilbert de .I I
Dem: Começamos por notar que todo o subconjunto de  pode ser olhado,I
de modo trivial como uma família de vetores de  (indexada no próprioI
conjunto). Podemos assim falar de subconjuntos ortonormados e o teorema
de Zorn vai garantir a existência de um subconjunto ortonormado maximal,
contendo um conjunto ortonormado dado arbitrário (por exemplo o conjunto
vazio de vetores ); com efeito dada uma família totalmente ordenada deá
subconjuntos ortonormados  de , a união dos  é ainda umE I E! !

subconjunto ortonormado. Escrevendo um tal subconjunto ortonormado
maximal na forma de uma família , esta vai ser uma famíliaÐB Ñ4 4−N

ortonormada maximal e portanto uma base de Hilbert. 

2.5.42 (Exemplo) Seja  um conjunto de índices e consideremos o espaço deN
Hilbert , estudado em . Para cada , notemos  a famíliaj ÐN Ñ 5 − N /#

52.5.13
Ð+ Ñ + œ " + œ ! 4 Á 5 + œ4 4−N 5 4 4 5ß4, com  e , para  (por outras palavras ). É$
imediato constatar-se que a família dos  é ortonormada e vamos verificar/5
que ela é mesmo uma base de Hilbert, para o que mostraremos que ela é
completa. Ora, dada uma família  e  arbitrários, o facto deB œ ÐB Ñ  !4 4−N $
se ter    implica a existência de uma parte finita  tal!

4−N
4

#mB m  _ O § N

que    . Tem-se então que   é um elemento do! !
4−NÏO

4 4 4
# #

4−O

mB m  C œ B /$

subespaço vetorial gerado pelos , vindo , com , se/ B  C œ Ð, Ñ , œ !4 4 4−N 4

4 − O , œ B 4 Â O mB  Cm œ mB m , e , se , o que mostra que    4 4 4
# # #

4−NÏO

! $

e portanto que  é aderente a este subespaço vetorial. Repare-se que, no casoB
em que ,  não é mais do que  e a base dos  éN œ Ö"ß #ßá ß 8× j ÐN Ñ /# 8

5Š
aquela a que se dá usualmente o nome de base canónica.

2.5.43 Seja  um espaço de Hilbert e seja  uma família ortogonal deI ÐB Ñ4 4−N

vetores de . Tem-se então que esta família é somável se, e só se,I!
4−N

4
#mB m  _ e, nesse caso, tem lugar a identidade de Pitágoras (também

conhecida por ):identidade de Parseval
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m B m mB m   ." "
4−N 4−N

4 4
# #œ

Dem: Comecemos por notar que da identidade de Pitágoras em  resulta2.5.21
facilmente por indução que, para cada parte finita , se temO § N

m B m œ mB m     ." "
4−O 4−O

4 4
# #

O facto de a família  ser somável é equivalente a ela verificar aÐB Ñ4 4−N

condição de Cauchy (cf. ) que afirma que, para cada , existe uma2.3.9 $  !
parte finita  de  tal que, qualquer que seja a parte finita  de , disjuntaO N O N!

de , se tenha   , ou seja    , condição que éN m B m  mB m ! 4 4
4−N 4−N

# #! !$ $

equivalente à condição de Cauchy para a família dos reais positivos , emB m4
#

portanto ao facto de se ter   . O facto de se ter    ! !
4−N 4−N

4 4
# #mB m  _ m B m œ

! ! !
4−N 4−O 4−O

4 4 4
# # #  resulta de passar ao limite a igualdade      entremB m m B m œ mB m

os termos de sucessões generalizadas indexadas no conjunto das partes
finitas de .N 

2.5.44 Sejam  um espaço de Hilbert e  um subespaço vetorial fechado ou,I J
mais geralmente, sejam  um espaço pre-hilbertiano e I J § I um subespaço
vetorial completo. Seja  uma base de Hilbert do espaço de Hilbert .ÐB Ñ J4 4−N

Para cada , tem-se então que a projecB − I ção ortogonal  de  sobre1J ÐBÑ B
J  está definida por

1J 4 4

4−N

ÐBÑ ØBß B Ù Bœ "  ,

em que a soma do segundo membro é a de uma família somável.
Dem: Seja  uma parte finita arbitrária de . SendoO N

C œ B  ØBß B ÙBO 4 4

4−O

" ,

tem-se então, para cada ,5 − O

ØC ß B Ù œ Ø B  ØBß B ÙB ß B Ù œ

œ ØBß B Ù  ØBß B ÙØB ß B Ù œ

œ ØBß B Ù  ØBß B Ù œ !

O 5 4 4 5

4−O

5 4 4 5

4−O

5 5

   

  

,

"
"

pelo que obtemos uma família ortogonal de vetores constituída pelos
ØBß B ÙB 4 − O C4 4 O, com , e pelo vetor . Tendo em conta a identidade de
Pitágoras e a identidade de Parseval em , vemos que2.5.43
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mBm œ mC  ØBß B ÙB m œ mC m  m ØBß B ÙB m œ

œ mC m  mØBß B ÙB m

# # # #
O 4 4 O 4 4

4−O 4−O

O 4 4
# #

4−O

" "
"
   

  .

Podemos então concluir que, para cada parte finita ,  O § N!
4−O

4 4
# # , donde, tomando o supremo para os diferentes ,  mØBß B ÙB m Ÿ mBm O

"
4−N

4 4
# # .mØBß B ÙB m Ÿ mBm  _

Tendo em conta, mais uma vez, , vemos que é somável a família dos2.5.43
vetores , com , o que nos permite considerar o vetorØBß B ÙB 4 − N4 4

"
4−N

4 4 .ØBß B ÙB − J

Para verificar que este vetor é igual a , tudo o que temos que ver é que1J ÐBÑ
o vetor    pertence a , ou seja, é ortogonal a todos osC œ B  ØBß B ÙB J!

4−N
4 4

¼

vetores de . Ora, para cada , vem, tendo em conta ,J 5 − N 2.3.4

ØCß B Ù œ ØB  ØBß B ÙB ß B Ù œ

œ ØBß B Ù  ØBß B ÙØB ß B Ù œ ØBß B Ù  ØBß B Ù œ !

5 4 4 5

4−N

5 4 4 5 5 5

4−N

  

  ,

"
"

pelo que o complementar ortogonal de  é um subespaço vetorial fechadoÖC×
que contém cada um dos  e portanto vai conter .B J5 

2.5.45 Sejam  um espaço de Hilbert e  uma base de Hilbert de .I ÐB Ñ I4 4−N

Tem-se então que, para cada , existe uma, e uma só, família  deB − I Ð+ Ñ4 4−N

escalares tal que a família dos  seja somável e com  , a saber,+ B B œ + B4 4 4 4
4−N

!
os definidos por  (Dizemos então que os  são as + œ ØBß B Ù +4 4 4 componentes
de  na base de Hilbert considerada).B
Dem: Uma vez que a projecção ortogonal de  sobre  é trivialmente aI I
aplicação identidade, deduzimos do resultado anterior que, para cada ,B − I

B œ ÐBÑ œ ØBß B ÙB1I 4 4

4−N

  ."
Quanto à unicidade, se fosse   , tinha-se, para cada ,B œ + B 5!

4−N
4 4

ØBß B Ù + ØB ß B Ù œ +5 4 4 5 5

4−N

œ " . 
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2.5.46 Sejam  um espaço de Hilbert e  uma base de Hilbert de  eI ÐB Ñ I4 4−N

consideremos o espaço de Hilbert , referido em . Tem então lugarj ÐN Ñ# 2.5.13
um isomorfismo unitário , que associa a cada  a famíliaFÀ I Ä j ÐN Ñ B − I#

Ð+ Ñ4 4−N  das suas componentes na base de Hilbert dada. Em particular, dados
Bß C − I B + B C œ , C, com   e   , tem-se a œ ! !

4−N 4−N
4 4 4 4 identidade de Parseval

ØBß CÙ + ,œ !
4−N

4 4  ,

em que a família de escalares do segundo membro é absolutamente somável.
Dem: Para cada  com  , o facto de a família dos  serB − I B œ + B + B!

4−N
4 4 4 4

ortogonal e de se ter  implica, por  que a famíliam+ B m œ l+ l4 4 4
# # 2.5.43

Ð+ Ñ j ÐN Ñ mBm œ mÐ+ Ñ m4 4−N 4 4−N #
# das suas componentes está em  e que . É

imediato que a aplicação  é linear, e portanto uma aplicação linear unitária,F
tendo em conta a caracterização destas dada na alínea a) de . Para2.5.10
vermos que  é um isomorfismo unitário, resta-nos ver que é sobrejectivo eF
isso resulta, mais uma vez, de , visto que, se  pertence a ,2.5.43 Ð+ Ñ j ÐN Ñ4 4−N

#

tem-se  , pelo que o elemento   é tal que! !
4−N 4−N

4 4 4 4
#m+ B m  _ B + B − Iœ

FÐBÑ œ Ð+ Ñ4 4−N . Por fim, a fórmula para o produto interno dada no
enunciado é uma consequência da caracterização das aplicações lineares
unitárias dada na alínea b) de .2.5.10 

2.5.47 Sejam  e  espaços de Hilbert e  uma aplicação linearI J ÀI Ä J-
contínua. Dada uma base de Hilbert  de , tem-se que a aplicaçãoÐB Ñ I4 4−N

linear  é unitária se, e só se, a família  constituir um sistema- -Ð ÐB ÑÑ4 4−N

ortonormado de vetores de .J
Dem: A caracterização das aplicações unitárias dada na alínea b) de 2.5.10
mostra que, se  é unitária então  é um sistema ortonormado de- -Ð ÐB ÑÑ4 4−N

vetores de . Suponhamos, reciprocamente, que isso acontece. Notemos  aJ J w

aderência do subespaço vetorial gerado pelos , a qual vai ser um espaço-ÐB Ñ4
de Hilbert admitindo a família dos  como base de Hilbert. Dados-ÐB Ñ4
Bß C − I B œ + B C œ , B, podemos escrever  e , tendo-se então! !4 4 4 4

- - - -ÐBÑ œ + ÐB Ñ ÐCÑ œ , ÐB Ñ! !4 4 4 4 e  donde, pelo resultado precedente,

Ø ÐBÑß ÐCÑÙ œ + , œ ØBß CÙ- - " 4 4 ,

o que mostra que a aplicação linear  é unitária.- 

O resultado que examinamos em seguida dá-nos um critério simples para
que um espaço de Hilbert seja separável. Repare-se que esse critério vai
mostrar, em particular, que se um espaço de Hilbert tem uma base de
Hilbert contável então qualquer base de Hilbert é também contável.

2.5.48 (Separabilidade e bases de Hilbert)  Seja  um espaço de Hilbert, comI
uma base de Hilbert . Tem-se então que  é separável se, e só se,  éÐB Ñ I N4 4−N
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contável.
Dem: No caso em que  é contável, sabemos, por , que o subespaçoN 2.1.71
vetorial  gerado pelos  é separável e portanto, tendo em conta a alínea a)J B4

de , a aderência ad  é também separável. No caso em que 1.3.28 ÐJÑ œ I N
não é contável, o facto de se ter, para ,4 Á 5

mB  B m œ mB m  mB m œ #4 5 4 5
# #É È

implica que a bola aberta de centro  e raio  não contém mais nenhumB #4
È

elemento da base de Hilbert pelo que o conjunto dos elementos dessa base é
um conjunto discreto não contável o que, por , implica que  não é de1.3.29 I
base contável e portanto não é separável (cf. ).1.3.27 

Embora, em geral, apenas saibamos da existência de bases de Hilbert num
espaço de Hilbert por um teorema de existência não construtivo, há um
caso particular em que, supondo a existência de um sistema linearmente
independente e completo indexado em , se pode exibir um método
construtivo de obter tais bases, também indexadas em , o método de
ortonormalização de Gram-Schmidt, que examinamos em seguida. É claro
que, tendo em conta , não haverá esperanças de aplicar esse método2.5.48
no caso de um espaço de Hilbert não separável.

2.5.49 Seja  um espaço pre-hilbertiano. Definimos, para cada inteiro ,I 8   "
um subconjunto  de , cujos elementos são os sistemas H8 " 8

8ÐIÑ I ÐB ßá ß B Ñ
linearmente independentes e uma aplicação  pela condição de0 À ÐIÑ Ä I8 8H
0 ÐB ßá ß B Ñ B8 " 8 8 ser a projecção ortogonal de  sobre o complementar ortogo-
nal do subespaço vetorial gerado por  (reparar que esteB ß B ßá ß B" # 8"

último subespaço é completo por ser de dimensão finita). Tendo em conta o
resultado a seguir, podemos dizer que os  são as 08 funções
ortogonalizadoras de Gram-Schmidt.

2.5.50 (Método de ortogonalização de Gram-Schmidt) Seja  um espaçoI
pre-hilbertiano. Para cada  tem-se então:8   "
a) H8

8ÐIÑ I é aberto em ;
b) A aplicação  é contínua;0 À ÐIÑ Ä I8 8H
c) Para cada , os vetoresÐB ßá ß B Ñ − ÐIÑ" 8 8H

0 ÐB Ñß 0 ÐB ß B Ñßá ß 0 ÐB ß B ßá ß B Ñ" " # " # 8 " # 8

constituem uma base ortogonal do subespaço vetorial de  gerado porI
B ß B ßá ß B" # 8 (diz-se que estes vetores são os construídos a partir de
B ß B ßá ß B" # 8 pelo ).método de ortogonalização de Gram-Schmidt
Dem: Demonstramos o resultado por indução completa em . Para ,8 8 œ "
tem-se , que é aberto em , e, uma vez que oH"ÐIÑ œ I Ï Ö!× I
complementar ortogonal de  é igual a , a aplicação Ö!× I 0 ÀI Ï Ö!× Ä I"

está definida por , o que mostra que b) e c) são trivialmente0 ÐB Ñ œ B" " "
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verificados. Seja agora  tal que o resultado seja verdadeiro para cada8   "
" Ÿ 5 Ÿ 8.
Notemos agora que se tem  se, e só se,ÐB ßá ß B ß B Ñ − ÐIÑ" 8 8" 8"H
ÐB ßá ß B Ñ − ÐIÑ B J" 8 8 8" 8H  e  não pertence ao subespaço vetorial  gerado
por , o qual, tendo em conta a hipótese de indução, admite umaB ßá ß B" 8

base ortonormada

1 ÐB Ñß 1 ÐB ß B Ñßá ß 1 ÐB ß B ßá ß B Ñ" " # " # 8 " # 8 ,

onde

1 ÐB ßá ß B Ñ œ
0 ÐB ßá ß B Ñ

m0 ÐB ßá ß B Ñm
5 " 5

5 " 5

5 " 5
,

em particular as aplicações  são também contínuas. Tendo1 À ÐIÑ Ä I5 5H
em conta  e a caracterização da projecção ortogonal em , a2.5.23 2.5.44
condição  é equivalente à de  ser diferente da sua projecçãoB Â J B8" 8 8"

ortogonal sobre , ou seja à de se terJ8

B  ØB ß 1 ÐB ßá ß B ÑÙ 1 ÐB ßá ß B Ñ Á !8" 8" 5 " 5 5 " 5

5œ"

8" .(1)

Uma vez que, sendo  o subconjunto aberto de  constituídoHw 8"
8"ÐIÑ I

pelos  tais que , o primeiro membroÐB ßá ß B ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ − ÐIÑ" 8 8" " 8 8H
de (1) define uma função contínua de ,ÐB ßá ß B ß B Ñ − ÐIÑ" 8 8"

w
8"H

concluímos que  é aberto em , e portanto em .H H8"
w 8"
8"ÐIÑ ÐIÑ I

Reparando agora que, para cada , se temÐB ßá ß B ß B Ñ − ÐIÑ" 8 8" 8"H

0 ÐB ßá ß B ß B Ñ œ B  ØB ß 1 ÐB ßá ß B ÑÙ 1 ÐB ßá ß B Ñ8" " 8 8" 8" 8" 5 " 5 5 " 5

5œ"

8" ,

vemos que , que  é contínua e0 ÐB ßá ß B ß B Ñ Á ! 0 À Ä I8" " 8 8" 8" 8"H
que  pertence ao subespaço vetorial gerado por0 ÐB ßá ß B ß B Ñ8" " 8 8"

B ßá ß B ß B 0 ÐB ßá ß B ß B Ñ" 8 8" 8" " 8 8". Além disso, por construção,  é
ortogonal ao subespaço gerado por , que admiteB ßá ß B" 8

0 ÐB Ñß 0 ÐB ß B Ñßá ß 0 ÐB ß B ßá ß B Ñ" " # " # 8 " # 8

como base ortogonal, o que implica que

0 ÐB Ñß 0 ÐB ß B Ñßá ß 0 ÐB ß B ßá ß B Ñß 0 ÐB ßá ß B ß B Ñ" " # " # 8 " # 8 8" " 8 8"

é um sistema ortogonal de vetores não nulos do subespaço vetorial gerado
por , e portanto uma base ortogonal deste espaço.B ßá ß B ß B" 8 8" 

2.5.51 (Método de ortonormalização de Gram-Schmidt) Seja  um espaçoI
pre-hilbertiano. Considerando, para cada , o subconjunto aberto8   "
H H8 8

8 8ÐIÑ § I 0 À ÐIÑ Ä I e a aplicação contínua  definidos em ,2.5.49
podemos definir aplicações contínuas  por1 À ÐIÑ Ä I8 8H
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1 ÐB ßá ß B Ñ œ
0 ÐB ßá ß B Ñ

m0 ÐB ßá ß B Ñm
5 " 5

5 " 5

5 " 5
,

sendo então imediato que, para cada ÐB"ßá ß B Ñ − ÐIÑ8 8H ,

1 ÐB Ñß 1 ÐB ß B Ñßá ß 1 ÐB ß B ßá ß B Ñ" " # " # 8 " # 8

constitui uma base ortonormada do subespaço vetorial gerado por B"ßá ß B8.
Dizemos que esta base ortonormada é a obtida a partir da base B ßá ß B" 8

pelo  e que os  são asmétodo de ortonormalização de Gram-Schmidt 18
funções ortonormalizadoras de Gram-Schmidt.

Apesar dos resultados anteriores serem essencialmente do contexto da
dimensão finita, eles permitem também tirar uma conclusão sobre a
dimensão infinita.

2.5.52 Seja  um espaço pre-hilbertiano, admitindo uma família completa eI
linearmente independente indexada em , . Considerando as funções ÐB Ñ8 8−

ortonormalizadoras de Gram-Schmidt , podemos considerar,1 À ÐIÑ Ä I8 8H
para cada , o vetor , a família  é ortonor-8 − C œ 1 ÐB ßá ß B Ñ ÐC Ñ 8 8 " 8 8 8−

mada e completa, portanto uma base de Hilbert de .I
Dem: Basta reparar que todo o vetor do subespaço vetorial gerado pelos ,B8

8 − B 8 Ÿ 8, está também no subespaço vetorial gerado pelos , com ,8 !

para algum .8! 

Exercícios

Ex. .12.5  Seja  uma família de espaços de Hilbert, indexada num conjuntoÐI Ñ4 4−N

arbitrário . Define-se então a respectiva    como sendo oN Š I
4 − N

soma de Hilbert 4

subconjunto do produto cartesiano   constituído pelas famílias  com#
4−N

4 4 4−NI ÐB Ñ

B − I mB m  _4 4 4
4−N

# e  .!
a) Mostrar que   é um subespaço vetorial de   e que se pode definir em  Š I I

4 − N
4 4

4−N

#
  uma estrutura de espaço de Hilbert, pondoŠ I
4 − N

4

Ø ÐB Ñ ÐC Ñ Ù ØB ß C Ù ,   .4 4−N 4 4−N 4 4

4−N

œ "
b) Verificar que os espaços , definidos no texto, são casos particulares dasj ÐN Ñ#

somas de Hilbert de espaços de Hilbert.
c) Reparar que, em particular, o produto cartesiano de uma família finita de espaços
de Hilbert fica com uma estrutura natural de espaço de Hilbert e verificar que a norma
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associada a essa estrutura define a topologia produto das topologias associadas às
normas de cada um dos factores.

Ex. .22.5  Sejam  dois números reais e consideremos no espaço vetorial +  , ÐÒ+ß ,Óß ÑV Š
das aplicações contínuas de  em  as normas   e  , consideradas noÒ+ß ,Ó m m m mŠ _ "

exercício 2.1.12, e a norma  ||  associada ao produto interno definido em .m # 2.5.14
a) Verificar que a norma   é mais fina que a norma   e utilizar a desigualdadem m m m_ #

de Schwarz para provar que a norma   é mais fina que a norma  .m m m m# "

b) Verificar que as normas   e   não são equivalentes.m m m m_ #

c) Verificar que as normas   e   não são equivalentes.m m m m# "

d) Com um raciocínio análogo ao utilizado no exercício , mostrar que2.2.2
V ŠÐÒ+ß ,Óß Ñ, com o produto interno definido em , não é um espaço de Hilbert.2.5.14

Ex. .32.5  Sejam  é um espaço de Hilbert,  é um subconjunto arbitrário e  oI E § I J
subespaço vetorial gerado por . Mostrar que ad  e deduzir queE E œ ÐJÑ¼ ¼

ÐE Ñ œ ÐJÑ¼ ¼ ad .  Lembrar  e .Sugestão: 2.5.20 2.1.27

Ex. .42.5  Mostrar que em , com , as normas   e   não provêm de umŠ8
" _8   # m m m m

produto interno.  Averiguar a validade da identidade do paralelogramo.Sugestão:

Ex. .52.5  Sendo  o conjunto dos números naturais (maiores ou iguais a ), considerar o "
espaço de Hilbert , cujos elementos são as aplicações  tais quej œ j Ð Ñ 0 À Ä# #

Š   Š! , com o produto internol0 Ð8Ñl  _#

Ø0 ß 1Ù œ 0Ð8Ñ1Ð8Ñ"
8 "

 .

a) Mostrar que existe uma aplicação linear contínua , definida por-À j Ä j# #

-Ð0ÑÐ8Ñ œ 0Ð8  "Ñ.

b) Determinar a aplicação linear adjunta .-*À j Ä j# #

Ex. .62.5  Consideremos o espaço de Hilbert , cujos elementos são as apli-j œ j Ð Ñ# #
Š ™

cações  tais que  , com o produto interno0 À Ä l0Ð8Ñl  _™ Š !
8

#

Ø0 ß 1Ù œ 0Ð8Ñ1Ð8Ñ"
8

 .

a) Mostrar que tem lugar uma aplicação linear contínua , definida por-À j Ä j# #

-Ð0ÑÐ8Ñ œ 0Ð8Ñ.

b) Mostrar que o conjunto  das aplicações  tais que  é umX 0 − j 0Ð8Ñ œ 0Ð8Ñ#

subespaço vetorial fechado de .j#

c) Mostrar que a projecção ortogonal  está definida por1 XÀ j Ä#

1Ð0ÑÐ8Ñ œ
0Ð8Ñ  0Ð8Ñ

#

e determinar o complementar ortogonal  de  em .X X¼ #j
d) Mostrar que a aplicação linear contínua  é autoadjunta.-À j Ä j# #

e) Determinar uma base ortonormada para .X

Ex. .72.5  Sejam  um espaço de Hilbert e  um subespaço vetorial fechado.I J § I
Verificar que  é topologicamente complementado (cf. ).J 2.2.49
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Ex. .82.5  Sejam  e  espaços de Hilbert e  uma aplicação linear contínua.I J ÀI Ä J-
a) Mostrar que  é um monomorfismo estrito (cf. o exercício ) se, e só se,  é- -2.2.16
injectiva e com  fechado em .  Lembrar as conclusões do exercício-ÐIÑ J Sugestão:
referido.
b) Mostrar que  é um epimorfismo estrito (cf. o exercício ) se, e só se,  é- -2.2.17
sobrejectiva.  Lembrar as conclusões do exercício referido.Sugestão:

Ex. .92.5  Sejam  um espaço de Hilbert e  um subespaço vetorial fechado e con-I J § I
sideremos no espaço vetorial quociente  a norma correspondente (cf. ).IÎJ 2.1.47
Verificar que existe em  um, e um só, produto interno cuja norma associada sejaIÎJ
a referida e que então tem lugar um isomorfismo unitário  definido porJ Ä IÎJ¼

B È ÒBÓJ .  Começar por mostrar que tem lugar o isomorfismo referido eSugestão:
que este conserva a norma e utilizá-lo para transportar o produto interno de .J¼

Ex. .102.5  Sendo  o conjunto dos números naturais (maiores ou iguais a ), considerar o "
espaço de Hilbert , cujos elementos são as aplicações  tais quej œ j Ð Ñ 0 À Ä# #

Š   Š! , com o produto internol0 Ð8Ñl  _#

Ø0 ß 1Ù œ 0Ð8Ñ1Ð8Ñ"
8 "

 .

Verificar que, para cada , tem lugar uma aplicação linear contínua ,8 − À j Ä : Š8
#

definida por , que se tem , para cada  mas que  não: : :8 8 8
#Ð0Ñ œ 0Ð8Ñ Ð0Ñ ! 0 − jp

converge para  em .! Ðj Ð Ñà Ñ_  Š#

Ex. .112.5  Seja  um espaço de Hilbert. Mostrar que tem lugar uma soma directa deI
subespaços vetoriais reais,

_ _ _ÐIàIÑ œ ÐIàIÑ Š ÐIàIÑ=+ =+

(cf. ). Mostrar que, no caso em que , tem-se  se, e só se,2.5.34 Š ‚ ! _œ − ÐIàIÑ=+

3 − ÐIàIÑ œ I! _ Š ‚=+ . Deduzir daqui, no caso em que  e em que  tem dimensão
finita , qual a dimensão real dos subespaços  e .8 ÐIàIÑ ÐIàIÑ_ _=+ =+

Ex. .122.5  Seja  um espaço de Hilbert. Para cada subespaço vetorial fechado ,I J § I
notemos  a aplicação inclusão e  a projecção ortogonal sobre+ 1J JÀ J Ä I ÀI Ä J
J . Mostrar que  é a aplicação linear adjunta de  ou, o que é o mesmo,  é a1 + +J J J

aplicação linear adjunta de . Mostrar que, quando se olha para  como aplicação1 1J J

linear , a aplicação linear  é autoadjunta.  Este exercício ilustra oI Ä I 1J Nota:
cuidado que se deve ter, ao falar de adjunta de uma aplicação linear, em ter bem
presente qual o espaço de Hilbert de chegada que se está a considerar.

Ex. .132.5  Seja  um espaço de Hilbert e seja  uma aplicação linear contínua.I ÀI Ä I-
Mostrar que existe um subespaço vetorial fechado  de  tal que  seja a projecçãoJ I -
ortogonal de  sobre  se, e só se, a aplicação linear contínua  é autoadjunta eI J -
verifica  (  é ). Mostrar ainda que, nesse caso, o subespaço- - - -‰ œ idempotente
vetorial fechado  é único, sendo simultaneamente igual à imagem de , , e aoJ ÐIÑ- -
complementar ortogonal do kernel de , ker .- -Ð Ñ¼

Ex. .142.5  Sejam  e  espaços de Hilbert e  uma aplicação linear contínua.I J ÀI Ä J-
a) Mostrar que o complementar ortogonal de  é igual ao kernel da aplicação-ÐIÑ
linear contínua : ker . Deduzir daqui que ker  é a- - - -‡ ¼ ‡ ¼À J Ä I ÐIÑ œ Ð Ñ Ð Ñ
aderência de .-‡ÐJ Ñ
b) Mostrar que a aplicação linear contínua  é injectiva se, e só se,  é um- -‡ÐJ Ñ
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subespaço vetorial denso de  e que  é um subespaço vetorial denso de  se, eI ÐIÑ J-
só se, a aplicação  é injectiva.-‡À J Ä I

Ex. .152.5  Sejam  um espaço de Hilbert,  um subespaço vetorial fechado eI J § I
1 _ 1 1 1− ÐIàIÑ I J ‰ œ a projecção ortogonal de  sobre . Verificar que  e deduzir
daí que, considerando a aplicação exponencial da álgebra de Banach  cf. o_ÐIàIÑ Ð
exercício ), tem-se exp .2.3.11 Ð Ñ œ M.  Ð/  "Ñ1 1I

Ex. .162.5  Sejam  um espaço de Hilbert e consideremos a aplicação exponencialI
expÀ ÐIàIÑ Ä ÐIàIÑ ÐIàIÑ Ð_ _ _ da álgebra de Banach  cf. o exercício ).2.3.11
Seja  uma aplicação linear contínua.-À I Ä I
a) Mostrar que, sendo  a aplicação linear adjunta de , tem-se- -‡À I Ä I
exp exp .Ð Ñ œ Ð Ñ- -‡ ‡

b) Mostrar que, se a aplicação linear contínua  é autoadjunta, isto é, se se tem-
- -‡ œ I, então pode-se definir um segundo produto interno em  pela fórmula
ØØBß CÙÙ œ Ø Ð ÑÐBÑß CÙexp , produto interno cuja norma associada é equivalente à-
associada ao produto interno original. Sugestão: Atender a que se tem
exp exp exp .Ð Ñ œ Ð Ñ ‰ Ð Ñ- - -

# #

c) Mostrar que, se a aplicação linear contínua  é anti-autoadjunta, isto é, se se tem-
- - -‡ œ  Ð ÑÀ I Ä I, então a aplicação linear contínua exp  é um isomorfismo
unitário.
d) Mostrar que  é anti-autoadjunta se, e só se, para cada t , exp  é- ‘ -− Ð> ÑÀ I Ä I
um isomorfismo unitário.

Ex. .172.5  Seja  um espaço vetorial complexo.I
a) Lembrar que, se    é um produto interno sobre , então, quando se considera Ø ß Ù I I‚

como espaço vetorial real, tem lugar um  ,produto interno real associado Ø ß Ù‘
definido por  e que ambos os produtos internos têm a mesmaØBß CÙ œ dÐØBß CÙ Ñ‘ ‚

norma associada (cf. ). Verificar que o produto interno real associado verifica a2.5.9
propriedade .Ø3Bß 3CÙ œ ØBß CÙ‘ ‘

b) Seja    um produto interno sobre , considerado como espaço vetorial real,Ø ß Ù I‘

que verifique a propriedade . Mostrar que existe então sobre ,Ø3Bß 3CÙ œ ØBß CÙ I‘ ‘

enquanto espaço vetorial complexo, um, e um só, produto interno   , cujo produtoØ ß Ù‚
interno real associado seja   , a saber, o definido porØ ß Ù‘

ØBß CÙ œ ØBß CÙ  ØBß 3CÙ 3‚ ‘ ‘ .

c) Mostrar que, se  é um espaço pre-hilbertiano complexo e se  é umI J § I
subespaço vetorial complexo, então o complementar ortogonal de  não se altera, se,J
em vez do produto interno complexo, se considera o produto interno real associado.
d) Sejam  e  espaços de Hilbert complexos e  uma aplicação linearI J ÀI Ä J-
contínua. Mostrar que a aplicação linear adjunta de  não se altera quando, em vez-
dos produtos internos complexos, se consideram os produtos internos reais.

Ex. .182.5  Seja  um espaço vetorial real, munido de uma norma  , verificando aI m m
identidade do paralelogramo, isto é, tal que

mB  Cm  mB  Cm œ #mBm  #mCm# # # #.

Mostrar que existe sobre  um, e um só, produto interno   , cuja norma associadaI Ø ß Ù
seja a norma dada, a saber, o definido por
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ØBß CÙ œ ÐmB  Cm  mBm  mCm Ñ
"

#
 .# # #

Sugestão: A única verificação que não é trivial é a de que a igualdade anterior define
efectivamente um produto interno, mais precisamente que ela define uma aplicação
bilinear. Para isso verificar sucessivamente as seguintes propriedades:
a) ;ØBßCÙ œ ØBß CÙ
b) ; para esta última partir das identidadesØBß C  DÙ œ ØBß CÙ  ØBß DÙ

mB  C  Dm  mB  C  Dm œ #mB  Cm  #mDm

mB  C  Dm  mB  C  Dm œ #mB  Dm  #mCm

# # # #

# # # #

e subtraí-las membro a membro;
c) , para cada ;ØBß 8CÙ œ 8ØBß CÙ 8 − ™
d) , para cada racional ;ØBß +CÙ œ +ØBß CÙ +
e) , para cada .ØBß +CÙ œ +ØBß CÙ + − ‘

Ex. .192.5  Seja  um espaço vetorial complexo, munido de uma norma  , verificando aI m m
identidade do paralelogramo, isto é, tal que

mB  Cm  mB  Cm œ #mBm  #mCm# # # #.

Mostrar que existe sobre  um, e um só, produto interno   , cuja norma associadaI Ø ß Ù
seja a norma dada. Apresentar uma fórmula que caracterize este produto interno a
partir da norma.  Utilizar os exercícios  e .Sugestão: 2.5.18 2.5.17

Ex. .20 (Construção alternativa dum completado)2.5   Seja  um espaço pre-hilber-I
tiano.
a) Utilizando , verificar que existe um único produto interno em  cuja2.5.31 _ ŠÐIà Ñ
norma associada seja a norma usual deste espaço de aplicações lineares e deduzir que
_ ŠÐIà Ñ I é um espaço de Hilbert completado de  definido pela aplicação linear
# _ ŠsÀI Ä ÐIà Ñ.   Reparar que a existência do produto interno resulta224 Sugestão:
de .17.2.5
b) Verificar que, para o produto interno considerado em , tem-se, para cada_ ŠÐIà Ñ

C − I − ÐIà Ñ e ,- _ Š

Ø ß Ù œ ÐCÑ# - -C .

Sugestão: Raciocinando por continuidade basta provar a igualdade quando  for da-
forma .#D

Ex. .212.5  Consideremos o espaço de Hilbert , com a sua base de Hilbert canónicaj Ð Ñ# 
Ð/ Ñ / 8 −8 8− 8

"
8 (cf. ). Mostrar que a família dos vetores  , com , é somável,2.5.42 

mas não absolutamente somável.

Ex. .22 (A soma directa de subespaços fechados pode não ser fechada )2.5 225  Seja I
um espaço de Hilbert com uma base de Hilbert numerável que notaremos Ð/ Ñ5 5−

(por exemplo, o espaço  com a sua base de Hilbert canónica). Para cada ,j Ð Ñ 8 −#  

224Repare-se, no entanto, que este caminho não poderia constituir uma primeira cons-
trução de um completado, na medida em que estamos a utilizar  em cuja demons-2.5.31
tração foi utilizada a existência de um completado.
225Comparar com a conclusão do exercício .2.1.30
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notemos

B œ / C œ "  /  /
" "

8 8
8 #8" 8 #8" #8#

, .Ê
Sejam  a aderência do subespaço vetorial gerado pelos  e  aJ § I B K § I8

aderência do subespaço vetorial gerado pelos , que são assim dois subespaçosC8
vetoriais fechados de .I
a) Verificar que os  constituem uma base de Hilbert de  e que os  constituemB J C8 8

uma base de Hilbert de .K
b) Verificar que se tem  e que se pode portanto considerar a somaJ  K œ Ö!×
directa .  Se , considerar as decomposiçõesJ ŠK A − J  KSugestão:

A œ + B A œ , C" "
8− 8−

8 8 8 8

 

, ,

e utilizá-las para calcular de duas maneiras os produtos internos .ØAß / Ù#8

c) Verificar que  contém todos os  e, consequentemente, é um subespaçoJ ŠK /5
vetorial denso de .I
d) Verificar que , e portanto  não é um subespaço vetorial fechado.J ŠK Á I J ŠK
Sugestão: Se fosse , utilizar o corolário  do teorema de Banach daJ ŠK œ I 2.2.41
aplicação aberta para garantir a existência de um isomorfismo bicontínuo
5 5À J ‚ K Ä I ÐBß CÑ œ B  C, , e reparar que isso é incompatível com o facto de se
ter  emB m œ mC m œ "8 8

mB  C m œ Ð"  Ñ  p !
"

8
8 8

#
#

Ê Ê" 
"

8#
.

Ex. .232.5  Sejam  em  e consideremos no espaço vetorial , das funções+  , ÐÒ+ß ,Óß Ñ‘ V ‘
contínuas , o produto interno definido por0 À Ò+ß ,Ó Ä ‘

Ø0 ß 1Ù œ 0Ð>Ñ1Ð>Ñ .>(
+

,

.

Utilizar o teorema de Weierstrass  para concluir que tem lugar um sistema linear-2.4.3
mente independente completo de elementos , onde , definidosU − ÐÒ+ß ,Óß Ñ 8   !8 V ‘
por , a partir do qual se pode obter, pelo método de ortonormalização deU Ð>Ñ œ >8

8

Gram-Schmidt, uma base de Hilbert daquele espaço, formada por funções polinomiais
T Ò+ß ,Ó œ Ò"ß "Ó8.  No caso em que , as funções polinomiais assim obtidas são,Nota:
a menos de multiplicação por constantes convenientes, os chamados polinómios de
Légendre.

Ex. .242.5  Seja  o conjunto das aplicações contínuas  que admitem o períodoX ‘ ‚0 À Ä
# 0ÐB  # Ñ œ 0ÐBÑ B −1 1, isto é, tais que se tem , qualquer que seja .‘
a) Mostrar que  é um subespaço vetorial de  e que se pode definir em  umX V ‘ ‚ XÐ ß Ñ
produto interno pela igualdade

Ø0 ß 1Ù œ 0Ð>Ñ1Ð>Ñ .>(
!

#1

 .

b) Sendo, para cada inteiro ,  a aplicação contínua definida por8 − 0 À Ä™ ‘ ‚8

0 Ð>Ñ œ / 0 − 08 8 8
"
#

8>3È 1
, verificar que se tem  e que a família dos  constitui umaX

família ortonormada de elementos de .X
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c) Utilizar  para mostar que a família ortonormada atrás referida é completa, e2.4.6
portanto uma base de Hilbert.
d) Construir, a partir da família ortonormada anterior, uma nova família ortonormada
que seja constituída por aplicações com valores reais.  Reparar queSugestão:
0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ8 8 .

Ex. .252.5  Sejam  e  dois espaços de Hilbert,  uma base de Hilbert de  eI J ÐB Ñ I4 4−N

ÐC Ñ J4 4−N  uma família ortogonal de vetores de .
a) Mostrar que uma condição necessária e suficiente para que exista uma aplicação
linear contínua  tal que  é que exista  tal que, para cada ,- -À I Ä J ÐB Ñ œ C Q   ! 44 4

mC m Ÿ Q4 . Mostrar ainda que, nesse caso, uma tal aplicação linear contínua  é-
única.
b) Suponhamos verificadas as condições de a) e que, além disso, existe  tal que7  !
mC m   7 4 I4 , para cada . Mostrar que  é então um isomorfismo topológico de  sobre-
-ÐIÑ § J .
c) Supondo verificadas as condições de a) e de b), mostrar que  é um subespaço-ÐIÑ
vetorial fechado de .J

Ex. .262.5  Sejam  e  espaços de Hilbert, com bases de Hilbert  e ,I J ÐB Ñ ÐC Ñ4 4−N 5 5−O

respectivamente. Dada uma aplicação linear contínua , vamos chamar-À I Ä J
matriz generalizada de  naquelas bases a família  definida por- Ð+ Ñ5ß4 Ð5ß4Ñ−O‚N

-ÐB Ñ + C4 5ß4 5
5−O

œ !  .

a) Verificar que, nas condições anteriores, tem-se .+ œ Ø ÐB Ñß C Ù5ß4 4 5-
b) Verificar que duas aplicações lineares contínuas, com a mesma matriz
generalizada, coincidem.
c) Sejam  uma aplicação linear contínua e  a respectiva- -À I Ä J ÀJ Ä I‡

aplicação linear adjunta. Sejam  e  as matrizesÐ+ Ñ Ð, Ñ5ß4 4ß5Ð5ß4Ñ−O‚N Ð4ß5Ñ−N‚O

generalizadas de  e de , respectivamente. Mostrar que se tem  (as- -‡
4ß5 5ß4, œ +

matrizes são ).transconjugadas

Ex. .272.5  Sejam  e  dois espaços de Hilbert e  uma aplicação linearI J ÀI Ä J-
contínua, com a respectiva aplicação linear adjunta .-‡À J Ä I
a) Dadas bases de Hilbert  de  e  de , mostrar que se temÐB Ñ I ÐC Ñ J4 4−N 5 5−O

" "
4−N

4 4 5

5−O

‡ ‡  Ø ÐB Ñß ÐB ÑÙ Ø ÐC Ñß ÐC ÑÙ- - - -œ ,

e, em particular, que o primeiro membro é finito se, e só se, o segundo membro é
finito.  Pensar na matriz generalizada de  naquelas bases. Deduzir que aSugestão: -
condição de se ter   não depende da escolha da base de!

4−N
4 4Ø ÐB Ñß ÐB ÑÙ  _- -

Hilbert . Quando ela se verificar, diz-se que  é uma ÐB Ñ4 4−N - aplicação linear de
Hilbert-Schmidt. Em particular, a aplicação linear contínua  é de Hilbert--À I Ä J
Schmidt se, e só se,  é de Hilbert-Schmidt.-‡À J Ä I
b) Mostrar que, se pelo menos um dos espaços de Hilbert  e  tem dimensão finita,I J
então toda a aplicação linear contínua  é de Hilbert-Schmidt.-À I Ä J
c) Sejam  duas aplicações lineares contínuas de Hilbert--Schmidt.- .ß À I Ä J
Mostrar que, para cada base de Hilbert  de  a família dos escalaresÐB Ñ I4 4−N

Ø ÐB Ñß ÐB ÑÙ Ø ÐB Ñß ÐB ÑÙ- . - .4 4 4 4
4−N

 é absolutamente somável e que a soma    não depende!
da escolha da base de Hilbert . Vamos notar esta soma , portantoÐB Ñ Ø ß Ù4 4−N - .
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Ø ß Ù Ø ÐB Ñß ÐB ÑÙ- . - .œ "
4−N

4 4 .

Mostrar simultaneamente que, sendo  e  as matrizes generalizadas de  eÐ+ Ñ Ð, Ñ5ß4 5ß4 -
de , tomadas relativamente a duas bases ortonormadas de  e de , tem-se. I J

Ø ß Ù + , œ Ø ß Ù- . . -œ "
5ß4

5ß4 5ß4
‡ ‡ ,

em que a soma é a de uma família absolutamente somável.
d) Sejam  e  bases ortonormadas fixadas de  e . Mostrar que, paraÐB Ñ ÐC Ñ I J4 4−N 4 4−N

cada família de escalares , pertencente a , existe uma únicaÐ+ Ñ j ÐO ‚ NÑ5ß4 Ð5ß4Ñ−O‚N
#

aplicação linear contínua , cuja matriz generalizada naquelas bases é aquela-À I Ä J
família e que esta aplicação é de Hilbert-Schmidt. Deduzir que o conjunto
_HSÐIà J Ñ, das aplicações lineares contínuas de Hilbert-Schmidt, é um subespaço
vetorial de  e que em  ficou definido um produto interno. Mostrar_ _ÐIà J Ñ ÐIà J ÑHS

que a aplicação que a cada  associa a sua matriz generalizada é um- _− ÐIà J ÑHS

isomorfismo unitário de  sobre  e portanto que  é_ _HS HSÐIà J Ñ j ÐO ‚ NÑ ÐIà J Ñ#

mesmo um espaço de Hilbert.
e) Notemos   a norma de  induzida pela norma usual de  e  m m ÐIà J Ñ ÐIà J Ñ m m_ _HS HS

a norma deste espaço associada ao produto interno atrás definido. Mostrar que se tem
sempre  e que, no caso em que pelo menos um dos espaços de Hilbert m m Ÿ m m I- - HS

e  tem dimensão finita, as normas   e   são equivalentes.J m m m mHS

f) Sejam  e  espaços de Hilbert, um dos quais de dimensão . Mostrar que emI J "
_ _ÐIà J Ñ œ ÐIà J Ñ m m m mHS HS a norma usual   coincide com a norma  .
g) Mostrar que, no caso em que ambos os espaços de Hilbert  e são de dimensãoI J
infinita, as normas   e   em  não são equivalentes.m m m m ÐIà J ÑHS HS_

Ex. .282.5  Mostrar que, se  é um espaço de Hilbert de dimensão infinita, uma base deI
Hilbert  de  nunca é uma base no sentido algébrico. Deduzir daqui, tendo emÐB Ñ I4 4−N

conta o método de ortonormalização de Gram-Schmidt, que um espaço de Hilbert
nunca admite uma base algébrica numerável.  Este resutado tem umaNota:
justificação alternativa, uma vez que é um caso particular do que foi estudado no
exercício .2.2.15

Ex. .29 (Ter presente o teorema de Tichonoff em )2.5 1.6.34  Seja  um espaço deI
Hilbert, com uma base de Hilbert , e seja  uma família de reais ÐB Ñ Ð< Ñ <   !4 4−N 4 4−N 4

tal que  . Seja  o , constituído pelos  tais!
4−N

4
#<  _ G § I B − Icubo de Hilbert

que, na decomposição   , se tenha .B œ + B l+ l Ÿ <!
4−N

4 4 4 4

a) Mostrar que  é compacto;G
b) Mostrar que, se  é uma sucessão generalizada de elementos de  e seÐC Ñ G5 5−O

C − G C + B C œ + B C C 4 − N, com   e   , então  se, e só se, para cada ,5 5ß4 4 4 4 5
4−N 4−N

œ p! !
+ +5ß4 4p .
Sugestão: Para ambas as alíneas, considerar, para cada , o subconjunto4 − N
compacto  de , constituído pelos escalares de módulo menor ou igual a , e o\ <4 4Š
produto cartesiano    que, com a a topologia produto, é compacto. Mostrar\ œ \#

4−N
4
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que tem lugar uma aplicação contínua e bijectiva de  sobre , que a cada \ G Ð+ Ñ4 4−N

associa   .!
4−N

4 4+ B

§6. Outras topologias vetoriais. Topologias fracas.

2.6.1 Seja  um espaço vetorial sobre I Š. Vamos dizer que uma topologia sobre
I I é uma , ou que , considerado com essa topologia, é umtopologia vetorial
espaço vetorial topológico se forem contínuas as aplicações

I ‚I Ä I ÐBß CÑ È B  C

‚ I Ä I Ð>ß BÑ È >B

, ,
, Š

(comparar com o exercício ).1.5.3

2.6.2 Se recordamos os resultados obtidos em  e , concluímos que se2.1.18 2.1.22
I é um espaço vetorial normado sobre Š então  é um espaço vetorialI
topológico, quando munido da topologia associada à norma.

2.6.3 Tal como verificámos no caso dos espaços vetoriais normados, dados um
espaço vetorial topológico  sobre I Š, um espaço topológico  e ^ D − ^ß!

tem-se:
a) , com  aderente a , e  duas aplicações taisSendo G § ^ D G 0ß 1À G Ä I!

que

0ÐDÑ qp B − I 1ÐDÑ qp C − I  , ,
D p D D p D! !

então

0ÐDÑ  1ÐDÑ qp B  C
D pD!

.

Em particular se  são duas aplicações contínuas no ponto 0 ß 1À ^ Ä I D!
então é também contínua no ponto  a aplicação , que aD 0  1À ^ Ä I!

D − \ 0ÐDÑ  1ÐDÑ associa .
b) , com  aderente a , e  e  duasSendo G § ^ D G ÀG Ä 0ÀG Ä I! ! Š
aplicações tais que

! ŠÐDÑ qp - − 0ÐDÑ qp B − I
DpD D p D! !

, ,

então

!ÐDÑ0ÐDÑ qp -B
D pD!

.

Em particular, se  e  são duas aplicações contínuas no! ŠÀ ^ Ä 0À^ Ä I
ponto  então é também contínua no ponto  a aplicação , que aD D 0 À ^ Ä I! ! !
D − \ ÐDÑ0ÐDÑ associa .!
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c) Para cada  a translação , definida por , éB − I ÀI Ä I B È B  B! B !7
!

contínua (soma de uma constante com a identidade) e portanto um
homeomorfismo por ter a translação como inversa.7B!

d) Para cada  a homotetia , definida por , é< − Ï Ö!× ÀI Ä I B È <BŠ 3<
contínua (produto de uma constante pela identidade), e portanto um
homeomorfismo por ter a homotetia  como inversa.3"Î<
Dem: Trata-se de consequências diretas da continuidade das aplicações
referidas em  e da caracterizações dos limites de aplicações com valores2.6.1
num produto cartesiano. 

Vamos examinar nesta secção alguns exemplos importantes de topologias
vetoriais que não aparecem como associadas a nenhuma norma.

2.6.4 Seja  um espaço vetorial normado sobre . No espaço dual , dasI ÐIà ÑŠ _ Š
aplicações lineares contínuas , vamos chamar  (lê-seI Ä Š topologia fraca-‡
“fraca-estrela à topologia induzida pela topologia da convergência simples”) 
do conjunto  de todas as aplicações  (cf. ), topologiaE:ÐIß Ñ I ÄŠ Š 1.2.82
essa que sabemos ser de Haudorff, por isso acontecer à topologia de .Š
Frequentemente escreveremos  quando quisermos evidenciar que_ ŠÐIà ÑA‡

estamos a considerar em  a topologia fraca-   (por oposição à_ ŠÐIà Ñ ‡ 226

topologia associada à norma de  que por vezes também é designada_ ŠÐIà Ñ
por ).topologia forte

2.6.5 Se  é um espaço vetorial normado sobre  então, para cada , aI B − IŠ !

aplicação linear , , que por  sabemos ser_ Š Š - -ÐIà Ñ Ä È ÐB Ñ! 2.1.34
contínua, é também contínua como aplicação . _ Š ŠÐIà Ñ ÄA‡

227

Dem: Lembremos que, como referido na nota c) em , a topologia da1.5.14
convergência simples de  coincide com a topologia produtoE:ÐIß ÑŠ
indexada em  e com todos os fatores iguais a , facto que utilizaremosI Š
doravante sem referência explícita. Constatamos agora, tendo em conta a
alínea b) de , que a aplicação em questão é contínua por ser a restrição1.5.15
da aplicação contínua  definida do mesmo modo.E:ÐIß Ñ ÄŠ Š 

De facto, como veremos a seguir, podemos afirmar mais: As únicas apli-
cações lineares contínuas  são as do tipo atrás referido._ÐIà Ñ ÄŠ ŠA‡

Demonstramos antes dois lemas de natureza puramente algébrica.

2.6.6 (Lemas algébricos) Seja  um espaço vetorial sobre I Š e sejam
- - - Š" # 8ßá ß ÀI Ä  aplicações lineares. Tem-se então:

226A letra  está associada à palavra inglesa “weak”.A
227Repare-se que, ao contrário do que sucedia em , não estamos aqui a afirmar a2.1.34
continuidade da aplicação bilinear de avaliação  De facto,F _ Š ŠÀ ÐIà Ñ ‚ I Ä ÞA‡

afastado o caso em que  tem dimensão finita, a alínea c) do exercício  mostra queI 2.6.1
aquela aplicação bilinear não é contínua.
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a) Se  é uma aplicação linear então existe  tal que0 Š Š! !À PÐIà Ñ Ä B − I
0 - -! 4 4 !Ð Ñ œ ÐB Ñ " Ÿ 4 Ÿ 8Þ para cada 228

b) Seja  uma aplicação linear tal que  para cada - Š -À I Ä ÐBÑ œ ! B − I
com  para todo o . Existem então escalares  tais que- Š4 4ÐBÑ " Ÿ 4 Ÿ 8 + −

- - - -œ +  + â + Þ" " # # 8 8

Dem: a) Seja J § I o subespaço vetorial,

J œ ÖB − I ± ÐBÑ œ ! " Ÿ 4 Ÿ 8×Þ-4  para cada 

Considerando o espaço vetorial quociente  e a aplicação linear canónicaIÎJ

3 - ŠÀ I Ä IÎJ ÀIÎJ Äs, sejam  as aplicações lineares definidas por4

- - 0 _ Š Šs sÐÒBÓ Ñ œ ÐBÑ À ÐIÎJ à Ñ Ä4 J 4 ! e  a aplicação linear definida por
0 - 0 - 3s s sÐ Ñ œ Ð ‰ Ñ! ! . Reparemos que o facto de termos uma aplicação linear
injetiva  que a cada  associaIÎJ Ä ÒBÓŠ8

0

Ð ÐÒBÓ Ñßá ß ÐÒBÓ ÑÑ œ Ð ÐBÑßá ß ÐBÑÑs s- - - -" J 8 J " 8 ,

implica que  tem dimensão finita. Podemos assim concluir que temIÎJ
lugar um isomorfismo  que a  associa a@ _ _ Š ŠÀ IÎJ Ä Ð ÐIÎJ à Ñà Ñ ÒBÓJ
aplicação linear  pelo que podemos considerar  tal que0 0s sÈ ÐÒBÓ Ñ B − IJ !

@ 0ÐÒB Ó Ñ œ " Ÿ 4 Ÿ 8s
! J !, tendo-se então para cada 

0 - 0 - 3 0 - @ - - -! 4 ! 4 4 ! J 4 4 ! J 4 !!Ð Ñ œ Ð ‰ Ñ œ Ð Ñ œ ÐÒB Ó ÑÐ Ñ œ ÐÒB Ó Ñ œ ÐB Ñs s s s s .

b) Suponhamos que não existiam escalares  nas condições+ ßá ß +" 8

referidas, isto é, que  não pertencia ao subespaço vetorial  de - X ŠPÐIà Ñ
gerado por . Podíamos então considerar uma aplicação linear- -" 8ßá ß
0 Š Š X 0 -! !À PÐIà Ñ Ä ! Ð Ñ Á ! que fosse identicamente  em  e com ,
aplicação linear cuja existência se pode garantir considerando uma base de ,X
juntando-lhe  e completando o resultado numa base de . Pelo lema- ŠPÐIà Ñ
em a) existia então  tal que  e, no entanto,B − I ! œ Ð Ñ œ ÐB Ñ! ! 4 4 !0 - -
! Á Ð Ñ œ ÐB Ñ0 - -! 0 , o que contrariava a hipótese. 

2.6.7 Sejam  um espaço vetorial normado e I 0 _ Š ŠÀ ÐIà Ñ ÄA‡  uma aplicação
linear contínua. Existe então um único elemento  tal queB − I!

0 - -Ð Ñ œ ÐB Ñ!

para cada .- _ Š− ÐIà Ñ
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Comecemos por mostrar a unicidade de  nas condições do enunciado.B!

Subdem: Suponhamos que  em . Tem-se então  peloB Á B I B  B Á !! !
w w
! !

que pelo corolário  do teorema de Hahn-Banach, podemos considerar2.1.62
- _ Š - - -− ÐIà Ñ ÐB  B Ñ Á ! ÐB Ñ Á ÐB Ñ tal que , donde , o que mostra! !

w w
! !

228Observe-se que no caso em que  tem dimensão finita esta conclusão resultaI
trivialmente de a aplicação linear usual  ser um isomorfismo.@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ
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que é impossível ser simultaneamente  e .0 - - 0 - -Ð Ñ œ ÐB Ñ Ð Ñ œ ÐB Ñ!
w
!

2) Vamos mostrar a existência de vetores  tal que se tenhaB ßá ß B − I" 8

0 - - _ Š -Ð Ñ œ ! − ÐIà Ñ ÐB Ñ œ ! " Ÿ 4 Ÿ 8 sempre que  verifica  para cada .4

Subdem: Tendo em conta a continuidade de  em ,0 _ Š ŠÀ ÐIà Ñ Ä !A‡

podemos, a partir da vizinhança  de  em , considerar umaF Ð!Ñ ! œ Ð!Ñ" 0 Š
vizinhança  de  em  tal que se tenha  sempre queh _ Š 0 -! ÐIà Ñ l Ð Ñl  "A‡

- h− . Tendo em conta a caracterização das vizinhanças para a topologia
produto e para a topologia induzida podemos então considerar vetores
B ßá ß B I ßá ß  ! −" 8 " 8 em  e  tais que se tenha  sempre que para& & - h
todo o  se tenha . Vemos agora que se for " Ÿ 4 Ÿ 8 l ÐB Ñl  ÐB Ñ œ !- & -4 4 4

para cada  vemos que para todo o  também" Ÿ 4 Ÿ 8 V  !

lÐV ÑÐB Ñl œ Vl ÐB Ñl œ ! - - &4 4 4

donde  e portantoV −- h

Vl Ð Ñl œ l ÐV Ñl  "0 - 0 -

ou ainda  o que, tendo em conta  aarbitrariedade de , implical Ð Ñl  V0 - "
V

que .0 -Ð Ñ œ !
3) Nas notações de , vemos agora que as aplicações lineares2.2.19

@ @ _ Š ŠÐB Ñßá ß ÐB ÑÀ ÐIà Ñ Ä" 8

são tais que  sempre que  para cada 0 -Ð Ñ œ ! " Ÿ 4 Ÿ 8

! œ ÐB Ñ œ ÐB ÑÐ Ñ- @ -4 4

pelo que, aplicando o lema algébrico na alínea b) de , concluímos que2.6.6
existem escalares  tais que+ ßá ß + −" 8 Š

0 @ @ @œ + ÐB Ñ â + ÐB Ñ œ Ð+ B â + B Ñ" " 8 4 " " 8 8

e portanto, sendo , tem-se efetivamente, paraB œ + B â + B − I! " " 8 8

cada ,- _ Š− ÐIà Ñ

0 - @ - -Ð Ñ œ ÐB ÑÐ Ñ œ ÐB Ñ! ! . 

2.6.8 (Comparação das topologias) A topologia associada à norma de _ ŠÐIà Ñ
é mais fina que a topologia fraca- , isto é, tendo em conta a caracterização‡
em 1.4.11, a identidade

M.À ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ_ Š _ Š A‡

é contínua.
Dem: Tendo em conta a alínea a) de , basta mostrarmos que para cada1.5.15
B − I!  é contínua a aplicação

_ Š Š - -ÐIà Ñ Ä È ÐB Ñ, ,!

e esse facto resulta de .2.1.34 
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2.6.9 (Continuidade das operações) Seja  um espaço vetorial normado sobreI
Š. São então contínuas as aplicações

_ Š _ Š _ Š - . - .

Š _ Š _ Š - -

ÐIà Ñ Ð

Ð>ß
A‡
‚ ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ ß Ñ È 

‚ ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ Ñ È >
A‡ A‡

A‡ A‡

, ,
, ,

por outras palavras,  é um espaço vetorial topológico._ ŠÐIà ÑA‡

Dem: Tendo em conta a alínea a) de , para provarmos a continuidade1.5.15
da primeira aplicação basta provar que para cada  é contínua aB − I!

aplicação

_ Š _ Š Š - . - .ÐIà Ñ
A‡
‚ ÐIà Ñ Ä Ð ß Ñ È ÐB Ñ  ÐB ÑA‡ ! !, ,

e isso resulta de que temos a composta da aplicação contínua

_ Š _ Š Š Š - . - .ÐIà Ñ
A‡
‚ ÐIà Ñ Ä ‚ Ð ß Ñ È Ð ÐB Ñß ÐB ÑÑA‡ ! !,

(cf. ), com a soma que é uma aplicação contínua .2.1.34 Š Š Š‚ Ä
Analogamente, para provar a continuidade da segunda aplicação basta provar
que para cada  é contínua a aplicaçãoB − I!

Š _ Š Š - -‚ ÐIà Ñ Ä Ð>ß Ñ È > ÐB ÑA‡ !,

e isso resulta de que temos a composta da aplicação contínua

Š _ Š Š Š - -‚ ÐIà Ñ Ä ‚ Ð>ß Ñ È Ð>ß ÐB ÑÑA‡ !,

com a multiplicação que é uma aplicação contínua .Š Š Š‚ Ä 

2.6.10 (Funtorialidade) Sejam os espaços vetoriais normados  sobre IßJ Š e
:À J Ä I uma aplicação linear contínua e consideremos a correspondente
aplicação linear contínua  definida por_ : _ Š _ ŠÐ à M.ÑÀ ÐIà Ñ Ä ÐJ à Ñ
_ : - - :Ð à M.ÑÐ Ñ œ ‰ 8 œ " (caso particular de  com ). Tem-se então2.1.44
que  também é contínua como aplicação_ :Ð à M.Ñ

_ : _ Š _ ŠÐ à M.ÑÀ ÐIà Ñ Ä ÐJ à ÑA‡ A‡.

Dem: Tendo em conta a alínea a) de , para provarmos a continuidade1.5.15
de  basta provarmos que para cada _ : _ Š _ ŠÐ à M.ÑÀ ÐIà Ñ Ä ÐJ à Ñ C − JA‡ A‡

é contínua a aplicação  que a cada  associa_ Š Š -ÐIà Ñ ÄA‡

_ : - - :Ð à M.ÑÐ ÑÐCÑ œ Ð ÐCÑÑ

e essa continuidade resulta de cf. .5.2.6 

2.6.11 (Mudança de escalares) Seja  um espaço vetorial normado complexo eI
consideremos o espaço de Banach complexo _ ‚‚ÐIà Ñ e o espaço de Banach
real . Tem-se então que o isomorfismo_ ‘‘ÐIà Ñ

e _ ‚ _ ‘À Ñ Ä ÐIà Ñ‚ ‘ÐIà

definido por , onde  é a parte real de  (cf.e . - - . .Ð Ñ œ ÐBÑ œ dÐ ÐBÑÑ ÐBÑ
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2.1.60) é um homeomorfismo ._ ‚ _ ‘‚ ‘ÐIà Ñ Ä ÐIà ÑA‡ A‡

Dem: Tendo em conta a alínea a) de , para provarmos a continuidade1.5.15
de  basta verificar que para cada  ée _ ‚ _ ‘À Ñ Ä ÐIà Ñ B − I‚ ‘ÐIà A‡ A‡ !

contínua a aplicação  definida por_ ‚ ‘‚ÐIà Ñ ÄA‡

. e . .È Ð ÑÐB Ñ œ dÐ ÐB ÑÑ! !

e isso resulta da continuidade das aplicações lineares _ ‚ ‚‚ÐIà Ñ Ä ßA‡

. . ‚ ‘È ÐB Ñ dÀ Ä! , e . Do mesmo modo, para provarmos a continuidade
de  basta verificar que para cada ée _ ‘ _ ‚"

A‡ A‡ !À ÐIà Ñ Ä Ñ B − I‘ ‚ÐIà
contínua a aplicação  definida por  e isso_ ‘ ‚ - e -‘ÐIà Ñ Ä È Ð ÑÐB ÑA‡ !

"

resulta de que, por , tem-se2.1.60

e - - -"
! ! !Ð ÑÐB Ñ œ ÐB Ñ  3 Ð3B Ñ. 

Vamos agora debruçar-nos sobre duas propriedades especiais que são
válidas no caso em que o espaço vetorial  tem dimensão finita.I

2.6.12 Seja  um espaço vetorial normado sobre  de dimensão finita ,I 8   "Š
com uma base A"ßá ßA8. Tem-se então, considerando a norma do máximo
em , que sabemos definir a topologia produto (cf. ):Š Š Š8 œ ‚â‚ 2.1.12
a) Tem lugar um isomorfismo topológico

G _ Š ŠÀ ÐIà Ñ Ä 8

definido por

G - - -Ð Ñ œ Ð ÐA Ñßá ß ÐA ÑÑ" 8 .

b) O isomorfismo

G _ Š ŠÀ ÐIà Ñ ÄA‡
8

referido em a) é também um homeomorfismo.
Dem:  Lembrando que, por  ter dimensão finita, toda a aplicação lineara) I
- Š GÀ I Ä  é contínua (cf. ), o facto de a aplicação linear  ser um2.1.51
isomorfismo traduz simplesmente a propriedade de uma aplicação linear ficar
univocamente determinada quando se fixam arbitrariamente as imagens dos
elementos de uma base. O facto de  ser um isomorfismoG _ Š ŠÀ ÐIà Ñ Ä 8

topológico resulta de toda a aplicação linear entre espaços vetoriais
normados com domínio de dimensão finita ser contínua
b) Para verificar que  é contínua basta mostrarmos queG _ Š ŠÀ ÐIà Ñ ÄA‡

8

cada uma das coordenadas de   é contínua. Ora, issoG G _ Š Š4 A‡À ÐIà Ñ Ä
resulta de  uma vez que . O facto de2.6.5 G - -4 4Ð Ñ œ ÐA Ñ

G Š _ Š" 8
A‡À Ä ÐIà Ñ
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ser contínua resulta de que se trata da compostas das aplicações contínuas
G Š _ Š _ Š _ Š" 8

A‡À Ä ÐIà Ñ M.À ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ Þ e  (cf. )2.6.8 

2.6.13 (Corolário) Seja  um espaço vetorial normado de dimensão finita sobreI
Š _ Š _ Š. Tem-se então ÐIà Ñ œ ÐIà Ñ ‡A‡, isto é, a topologia fraca-  coincide
com a definida pela norma.
Dem: No caso em que  tem dimensão  o espaço vetorial  tem aI ! ÐIà Ñ_ Š
aplicação linear  como único elemento e, como tal, possui uma única!
topologia. No caso em que a dimensão de  é maior que , temos que asI !
duas topologias coincidem por a identidade  ser um_ Š _ ŠÐIà Ñ Ä ÐIà ÑA‡

homeomorfismo, uma vez que se trata da composta dos homeomorfismos
G _ Š Š G Š _ ŠÀ ÐIà Ñ Ä À Ä ÐIà Ñ8 " 8

A‡ e . 

Deixando de nos restringir a espaços vetoriais de dimensão finita, vamos
agora examinar um resultado importante de compacidade para a topologia
fraca- .‡

2.6.14 (Teorema de Banach-Alaoglu) Seja  um espaço vetorial normadoI
sobre . Para cada  a bola fechadaŠ V  !

UVÐ!Ñ œ Ö- _ Š -− ÐIà Ñ ± m m Ÿ V×

é compacta em , em particular é também fechada em _ Š _ ŠÐIà Ñ ÐIàA‡ ÑA‡.
Dem: Lembrando que a topologia da convergência simples de E:ÐIß ÑŠ
coincide com a topologia produto, e reparando que, para cada , oB − I
conjunto fechado e limitado em Š

O œ ÖC − ± lCl Ÿ VmBm×B Š ,

é compacto, deduzimos do teorema de Tichonoff em  que é compacto1.6.34
para a topologia da convergência simples de  o conjuntoE:ÐIß ÑŠ

^ Šœ O œ Ö0ÀI Ä ± a 0ÐBÑ − O × œ

œ Ö0ÀI Ä J ± a l0ÐBÑl Ÿ VmBm×

$
B−I

B B
B−I

B−I
.

Notemos agora que o subconjunto  de  constituído porPÐIà Ñ E:ÐIß ÑŠ Š
todas as aplicações lineares (contínuas ou não) é fechado para a topologia da
convergência simples, por ser a interseção da interseção, para , dasBß C − I
imagens recíprocas de  pelas aplicações contínuas Ö!× E:ÐIß Ñ ÄŠ Š

0 È 0ÐB  CÑ  0ÐBÑ  0ÐCÑ

com a interseção para,  e , das imagens recíprocas de  pelasB − I + − Ö!×Š
aplicações contínuas E:ÐIß Ñ ÄŠ Š

0 È 0Ð+BÑ  +0ÐBÑ.
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Reparando por fim que se tem

UVÐ!Ñ œ PÐIà Ñ Š ^,

concluímos que  é fechado em , e portanto compacto para a topologiaU ^VÐ!Ñ
da convergência simples ou, o que é o mesmo, para a topologia fraca-  de‡
_ UÐIà Ñ Ð!Ñ ÐIàŠ _ Š. O facto de a bola fechada  ser fechada em V ÑA‡ é uma
consequência deste espaço topológico ser de Hausdorff. 

2.6.15 (Variante de Banach-Alaoglu) Seja  um espaço vetorial normadoI
separável sobre . Para cada , a topologia induzida na bola fechadaŠ V  !

UVÐ!Ñ œ Ö- _ Š -− ÐIà Ñ ± m m Ÿ V×

pela topologia de  é metrizável e, consequentemente, , com_ ŠÐIà Ñ Ð!ÑA‡ VU
esta topologia, além de ser compacto é também sequencialmente compacto.
Dem: Uma vez que, como se viu em , 2.6.14 UVÐ!Ñ, com a topologia
induzida pela de , é compacto, se verificarmos que é também_ ŠÐIà ÑA‡

sequencialmente compacto bastará, por , mostrar que se trata de um1.7.39
espaço topológico metrizável. Para verificarmos que isso acontece, vamos
utilizar o teorema de metrizabilidade em . Ora, uma vez que  é1.6.30 I
separável, podemos considerar uma parte contável E § I densa e, para cada
+ − E 0 À ÐIà Ñ Ä È Ð+Ñ, a aplicação contínua  definida por  (cf.+ A‡_ Š Š - -

2.1.34). Com o objetivo de mostrarmos que a família das restrições a UVÐ!Ñ

das , consideremos  aplicações contínuas  separa os pontos de 0 Á+ UVÐ!Ñ - .

em  e, sendoUVÐ!Ñ B − I. Podemos então considerar  tal que - .ÐBÑ Á ÐBÑ
$ - . - .œ l ÐBÑ  ÐBÑl  ! Q  ! m m Ÿ Q m m Ÿ Q e  tal que  e , considerar,
para densidade de ,  tal que . Tem-se então, comoE + − E mB  +m  $

#Q

queríamos,

0 Ð Ñ œ Ð+Ñ Á Ð+Ñ œ 0 Ð Ñ+ +- - . .

visto que se fosse , vinha- .Ð+Ñ œ Ð+Ñ

$ - . - - . .

- . $
$ $

œ l ÐBÑ  ÐBÑl Ÿ l ÐBÑ  Ð+Ñl  l Ð+Ñ  ÐBÑl Ÿ

Ÿ m mmB  +m  m mm+  Bm  Q Q œ
#Q #Q

,

o que era absurdo. 

Vamos agora utilizar as topologias fracas-  dos duais de espaços vetoriais‡
normados para definir a outra topologia importante no contexto dos
espaços vetoriais normados que referimos no início desta secção.

2.6.16 Seja  é um espaço vetorial normado sobre . Chamamos I Š topologia
fraca de  à topologia para a qual a aplicação linear injetivaI
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@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ

(cf. ) é um homeomorfismo sobre , com a2.2.19 @ _ _ Š ŠÐIÑ § Ð ÐIà Ñà Ñ
topologia induzida pela topologia fraca- , a qual coincide com a topologia‡
induzida pela topologia da convergência simples de .E:Ð ÐIà Ñß Ñ_ Š Š
Escreveremos por vezes  quando quisermos sublinhar que estamos aIA

considerar em  a sua topologia fraca e não a topologia original, associada àI
norma (por oposição, chamada também ). Observe-se que atopologia forte
topologia fraca de  é uma topologia de Hausdorff, uma vez que éI
homeomorfa à topologia de um subespaço vetorial do espaço de Hausdorff
_ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà ÑA‡.

2.6.17 Se  é um espaço vetorial normado então cada I - _ Š− ÐIà Ñ é também
uma aplicação linear contínua . I ÄA Š 229

Dem: Lembremos que, como referido na nota c) em , a topologia da1.5.14
convergência simples de  coincide com a topologia produtoE:Ð ÐIà Ñß Ñ_ Š Š
indexada em  e com todos os fatores iguais a . Tendo em conta a_ Š ŠÐIà Ñ
alínea b) de , sabemos que é contínua a aplicação1.5.15

E:Ð ÐIà Ñß Ñ Ä È Ð Ñ_ Š Š Š : : -, ,

pelo que, por composição com , obtemos uma aplicação contínua de @ IA

para  que a  associa , sendo assim precisamente aŠ @ - -B ÐBÑÐ Ñ œ ÐBÑ
aplicação .- 

2.6.18 (Aplicações com valores em ) IA Seja  um espaço vetorial normado.I
Tem-se então:
a) Dados um espaço topológico , ^ G § ^ D − ^ G,  aderente a  e!

0 À G Ä I 0ÐDÑpB I D p DA ! A ! uma aplicação, tem-se  em  quando  se, e só
se, para cada ,  em  quando .- _ Š - - Š− ÐIà Ñ Ð0ÐDÑÑp ÐB Ñ D p D! !

b) Dados um espaço topológico  e uma aplicação , tem-se que ^ 0À^ Ä I 0A

é contínua num ponto  se, e só se, para cada , é contínuaD − ^ − ÐIà JÑ! - _
a aplicação de  em  que a  associa ^ D Ð0ÐDÑÑÞŠ -
Dem: a) Supondo que  em  quando  então, pela conti-0ÐDÑpB I D p D! A !

nuidade de , vem  quando  em @ @ @ _ Š ŠÐ0ÐDÑÑp ÐB Ñ D p D E:Ð ÐIà Ñß Ñ! !

donde, pela alínea a) de , para cada  vem1.5.15 - _ Š− ÐIà Ñ

- @ - @ - -Ð0ÐDÑÑ œ Ð0ÐDÑÑÐ Ñp ÐB ÑÐ Ñ œ ÐB Ñ! !

quando . Reciprocamente, se  quando  para cadaD p D Ð0ÐDÑÑp ÐB Ñ D p D! ! !- -
- _ Š @ - @ -− ÐIà Ñ Ð0ÐDÑÑÐ Ñp ÐB ÑÐ Ñ D p D, por outras palavras  quando ! !

para cada , vem, pelo resultado atrás referido, - _ Š @ @− ÐIà Ñ Ð0ÐDÑÑp ÐB Ñ!
quando  em , e portanto em , pelo que aD p D E:Ð ÐIà Ñß Ñ ÐIÑ! _ Š Š @
continuidade de  implica que  em  quando@ @"

A ! AÀ ÐIÑ Ä I 0ÐDÑpB I
D p D!.

229Comparar com .2.6.5
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b) Temos uma consequência direta de a), tendo em conta a caracterização da
continuidade num ponto em termos de limites. 

2.6.19 (Comparação das topologias) Se  é um espaço vetorial normado sobreI
Š então a topologia associada à norma é mais fina que a topologia fraca, isto
é, tendo em conta a caracterização em , a identidade 1.4.11 M.ÀI Ä IA é
contínua.230

Dem: Tendo em conta , temos uma consequência de para cada2.6.18
- _ Š Š -− ÐIß Ñ I Ä B ÐBÑ ser contínua a aplicação  que a  associa , o que é
uma tautologia. 

2.6.20 (Continuidade das operações) Se  é um espaço vetorial normado sobreI
Š, então são contínuas as aplicações

I ÐBß CÑ È B  C

Ð>ß BÑ È >B
A ‚ I Ä I

‚I Ä I
A A

A A

,
,

,
,Š

por outras palavras,  é um espaço vetorial topológico.IA

Dem: Tendo em conta , para provar a continuidade da primeira2.6.18
aplicação basta mostrar que para cada  é contínua a aplicação de- _ Š− ÐIà Ñ
I ‚ I ÐBß CÑ ÐB  CÑ œ ÐBÑ  ÐCÑA A para  que a  associa  e isso resultaŠ - - -
de, como consequência de , serem contínuas as aplicações de 2.6.17 I ‚IA A

para  que a  associam  e  respetivamente. Analogamente,Š - -ÐBß CÑ ÐBÑ ÐCÑ
para provar a continuidade da segunda aplicação basta provar que para cada
- _ Š Š Š− ÐIà Ñ ‚ I Ä Ð>ß BÑ é contínua a aplicação  que a  associaA

- - Š ŠÐ>BÑ œ > ÐBÑ ‚ I Ä e isso resulta de serem contínuas as aplicações A

e  que a  associam  e .Š Š -‚I Ä Ð>ß BÑ > ÐBÑA 

2.6.21 (Funtorialidade) Sejam  e I J  espaços vetoriais normados sobre  eŠ
: :À I Ä J ÀI Ä J uma aplicação linear contínua. Tem-se então que  éA A

também contínua.231

Dem: Tendo em conta , para provar esta continuidade basta mostrar2.6.18
que para cada  é contínua a aplicação de  para  que a - _ Š Š− ÐJ à Ñ I BA

associa  e isso resulta de , uma vez que .- : - : _ ŠÐ ÐBÑÑ ‰ − ÐIà Ñ2.6.17 

2.6.22 (Mudança de escalares) Seja  um espaço vetorial normado complexo.I
Tem-se então que a topologia fraca de  coincide com a sua topologia fracaI
como espaço vetorial normado real.232

Dem: Usemos a notações  e  para distinguir à partida as topologiasI IA A‘

fracas de  como espaço vetorial complexo e como espaço vetorial realI
respetivamente. Para mostrar que as duas coincidem basta mostrar que a
identidade é contínua de cada uma para a outra, o que faremos, mais uma
vez, com recurso a  e tendo em conta também .2.6.18 2.1.60
1) Seja  arbitrário. Considerando o correspondente . _ ‚ - e .− ÐIà Ñ œ Ð Ñ

230Comparar com .2.6.8
231Comparar com .2.6.10
232Comparar com .2.6.11
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em , sabemos que  é contínua pelo que, tendo em conta_ ‘ - ‘ÐIà Ñ À I ÄVA

a identidade  e a continuidade da aplicação linear. - -ÐBÑ œ ÐBÑ  3 Ð3BÑ
I Ä I B È 3B ÀI Ä‘ ‘A A VA,  (cf. ), concluímos que  é contínua.2.6.21 . ‚
Fica assim provado que  é contínua.M.ÀI Ä I‘A A

2) Seja  arbitrário. Considerando o correspondente - _ ‘ . e -− ÐIà Ñ œ Ð Ñ"

em , sabemos que  é contínua pelo que tendo em conta a_ ‚ . ‚ÐIà Ñ À I ÄA

identidade , concluímos que  é contínua. Fica- . - ‘ÐBÑ œ dÐ ÐBÑÑ À I ÄA

assim provado que  é contínua.M.ÀI Ä IA A‘ 

2.6.23 (Topologia fraca na dimensão finita) Seja  um espaço vetorialI
normado sobre Š com dimensão finita. A topologia fraca de  coincideI
então com a topologia da norma.233

Dem: Sabemos que o dual  é um espaço vetorial normado de_ ŠÐIà Ñ
dimensão finita igual à de  e portanto que o mesmo vai acontecer ao bidualI
_ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ. Daqui se deduz que a aplicação linear isométrica

@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ

é um isomorfismo, e portanto um homeomorfismo. Uma vez que, por ,2.6.13
a topologia fraca-  coincide com a topologia da norma, vemos agora que a‡
identidade de , sendo a composta do homeomorfismo  de  com aI IF
topologia da norma para  com o homeomorfismo  de_ _ Š Š FÐ ÐIà Ñà Ñ "

_ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ I I para , é um homeomorfismo de  com a topologia daA

norma para , o que mostra que as duas topologias coincidem.IA 

2.6.24 (Corolário — Generalização de ) 2.6.17 Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados, o segundo dos quais de dimensão finita. Se -À I Ä J  é uma
aplicação linear contínua então  é também contínua .- I Ä JA

Dem: Tendo em conta , a aplicação linear  é é contínua  e,2.6.21 - I Ä JA A

por , tem-se .2.6.23 J œ JA 

2.6.25 (Topologia fraca dum subespaço vetorial) Sejam  um espaço vetorialI
normado sobre  e Š J § I um subespaço vetorial. Tem-se então que a
topologia fraca de  é a induzida pela topologia fraca de .J I
Dem: Uma vez que a inclusão , que a  associa , é linear+À J Ä I B B
contínua, deduzimos de  que ela é também contínua de  para  e2.6.21 J IA A

portanto a identidade de  é contínua de  para  com a topologiaJ J JA

induzida pela de . Resta-nos verificar que a identidade de  também éI JA

contínua da topologia induzida pela de  para a topologia de .I JA A

Fá-lo-emos com recurso a  e consideramos para isso 2.6.18 - _ Š− ÐJ à Ñ
arbitrário. Tendo em conta o teorema de Hahn-Banach (cf.  ou ), 2.1.59 2.1.61
podemos considerar  tal que . Ficamos então, por- _ Š - -s s− ÐIà Ñ œÎJ

2.6.17, com uma aplicação linear contínua  cuja restrição a  é- ŠsÀI Ä JA

igual a  pelo que  é contínua de  com a topologia induzida pela de - - J IA

para . Tendo em conta  podemos assim concluir que a identidade deŠ 2.6.18

233Comparar com .2.6.13
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J J I é efetivamente contínua de  com a topologia induzida pela de  paraA

JA. 

2.6.26 (Subespaços vetoriais fracamente fechados) Sejam  um espaçoI
vetorial normado sobre Š e  um subespaço vetorial. Tem-se então queJ § I
J I J é fechado em  com a topologia da norma, se, e só se,  é fechado em
I ÞA

Dem: Uma vez que a topologia da norma é mais fina que a topologia fraca,
isto é que  é contínua, concluímos que se  for fechado em M.ÀI Ä I J IA A

então  (igual à sua imagem recíproca por ) é também fechado em .J M. I
Suponhamos agora que  é fechado em . Sendo  arbitrárioJ I B − I Ï J!

sabemos, por , que existe  com  e .2.1.63 - _ Š - -− ÐIà Ñ œ ! ÐB Ñ Á !ÎJ !

Uma vez que  também é contínua, vemos agora que- ŠÀ I ÄA

Y œ ÖB − I ± ÐBÑ − Ï Ö!××- Š

é um aberto de  que contém  e tem interseção vazia com , o queI B JA !

mostra que  não é aderente a  para a topologia de . Ficou assimB J I! A

provado que  é fechado em .J IA 

2.6.27 (A bola fechada é fracamente fechada) Sejam  um espaço vetorialI
normado sobre Š e . Tem-se então que a bola fechada  é umV  ! F Ð!ÑV

subconjunto fechado em .IA
234

Dem: Seja  com . Tendo em conta B − I B Â F Ð!Ñ! ! V o corolário do teorema
de Hahn-Banach , podemos considerar 2.1.62 - _ Š -− ÐIà Ñ m m Ÿ " com  e
- - ŠÐB Ñ œ mB m ÀI Ä! ! A. Uma vez que  é contínua, podemos considerar o
aberto  de , que contém  e que não intersetaY œ ÖB − I ± l ÐBÑl  V× I B- A !

F Ð!Ñ C − F Ð!ÑV V, uma vez que se  vem

l ÐCÑl Ÿ m mmCm Ÿ mCm Ÿ V- - . 

2.6.28 (Comparação das topologias fraca e fraca- )‡  Seja  um espaçoI
vetorial normado sobre Š _ Š, Tem-se então que a topologia fraca de  éÐIà Ñ
mais fina que a sua topologia fraca- , isto é,‡

M.À ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ_ Š _ ŠA A‡

é contínua.
Dem: Uma vez que a topologia de  é a induzida pela topologia da_ ŠÐIà ÑA‡

convergência simples de , basta mostrarmos que, para cada E:ÐIà Ñ B − IŠ
é contínua a aplicação  definida por  e isso resulta_ Š Š - -ÐIà Ñ Ä È ÐBÑA

de , uma vez que, sendo  a aplicação linear2.6.17 @ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ

234Para uma generalização deste resultado, que utiliza uma versão geométrica do teorema
de Hahn-Banach referida no exercício , ver o exercício  adiante.2.1.34 2.6.11
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isométrica em ,  é um elemento de  tal que2.2.19 @ _ _ Š ŠÐBÑ Ð ÐIà Ñà Ñ

- @ -ÐBÑ œ ÐBÑÐ Ñ. 

Combinando o resultado precedente com , com  no papel2.6.19 _ ŠÐIà Ñ
de , podemos dizer que a topologia fraca de  “está entre” aI ÐIà Ñ_ Š
topologia forte e a topologia fraca-  deste espaço, mais precisamente que‡
as identidades são contínuas

_ Š _ Š _ ŠÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ Ä ÐIà ÑA A‡.

2.6.29 (Condição para a igualdade das topologias fraca e fraca- )‡  Seja  umI
espaço vetorial normado. Tem-se então que as topologias fraca e fraca-  de‡
_ ŠÐIà Ñ I coincidem se, e só se,  for um espaço de Banach reflexivo (cf.
2.2.20).
Dem: Uma vez que a identidade  é sempreM.À ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ_ Š _ ŠA A‡

contínua, vemos que as duas topologias coincidem se, e só se, a identidade
M.À ÐIà Ñ Ä ÐIà Ñ_ Š _ ŠA‡ A for contínua o que, tendo em conta , vai2.6.18
acontecer se, e só se, cada aplicação linear contínua  for0 _ Š ŠÀ ÐIà Ñ Ä
também contínua como aplicação . Se  for um espaço de_ Š ŠÐIà Ñ Ä IA‡

Banach reflexivo isso acontece uma vez que um tal  é da forma  para0 @ÐBÑ
um certo , ou seja é da forma , sendo assim contínua porB − I È ÐBÑ- -
2.6.5. Reciprocamente, se as duas topologias coincidem então cada aplicação
linear contínua , que por  é também contínua de0 _ Š ŠÀ ÐIà Ñ Ä 2.6.17
_ Š Š _ Š ŠÐIà Ñ ÐIà ÑA A‡ para , e portanto de  para , vai, por , ser da2.6.7
forma  para um certo , o que mostra que  é um espaço de@ÐB Ñ B − I I! !

Banach reflexivo. 

2.6.30 (Versão de Banach-Alaoglu para espaços reflexivos) Sejam  umI
espaço de Banach reflexivo sobre Š,  eV  !

F Ð!Ñ œ ÖB − I ± mBm Ÿ V×V

a bola fechada de centro  e raio . Tem-se então:! V
a) A bola , com a topologia induzida pela de , é compacta (é “fraca-F Ð!Ñ IV A

mente compacta”).235

b) No caso em que  é separável, , com a topologia induzida pela deI F Ð!ÑV

IA, é metrizável e portanto também sequencialmente compacta.236

Dem: O facto de  ser um espaço de Banach reflexivo implica que aI
aplicação linear isométrica  é um isomorfismo e a@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ

235Veremos adiante no exercício  que a compacidade de  com a topologia2.6.6 F Ð!Ñ § I"

induzida pela topologia fraca só é possível no caso em que  é um espaço de BanachI
reflexivo.
236Veremos no corolário a seguir que a compacidade sequencial ainda é verificada sem a
hipótese de  ser separável.I
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definição da topologia fraca de  em  implica que  é também umI 2.6.16 @
homeomorfismo de  sobre . O facto de  ser uma iso-I Ð ÐIà Ñà ÑA A‡_ _ Š Š @
metria linear implica que a restrição de  é um homeomorfismo de @ F Ð!ÑV

com a topologia induzida pela topologia fraca sobre a bola fechada de centro
! V Ð ÐIà Ñà Ñ e raio  de  com a topologia induzida pela topologia_ _ Š Š
fraca- . Uma vez que esta ultima é compacta, pelo teorema de‡
Banach-Alaoglu em , obtemos assim a conclusão de a). Do mesmo2.6.14
modo, se  é separável, sabemos, por , que  é separável o queI ÐIà Ñ2.2.22 _ Š
implica, por , que a bola de  com a topologia induzida2.6.15 _ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ
pela topologia fraca-  é metrizável e sequencialmente compacta e podemos‡
assim concluir que o mesmo acontece a  com a topologia induzida pelaF Ð!ÑV

de .IA 

2.6.31 (Corolário) Sejam  um espaço de Banach reflexivo sobre I Š, não neces-
sariamente separável, e . Tem-se então que a bola fechada , comV  ! F Ð!ÑV

a topologia induzida pela de , é sequencialmente compacta.IA
237

Dem: Seja  uma -sucessão de vetores de . Seja  aÐB Ñ F Ð!Ñ J § I8 8− V 
aderência do subespaço vetorial de  gerado pelos vetores  que, tendo emI B8

conta , é um subespaço vetorial fechado de , e portanto um espaço de2.1.27 I
Banach. Tendo em conta ,  e a alínea a) de ,  é um2.2.34 2.1.71 1.3.28 J
espaço de Banach reflexivo e separável e, por , a topologia de  é a2.6.25 JA

induzida pela de . Uma vez que  é uma -sucessão de vetores daI ÐB ÑA 8 8− 
bola fechada de , podemos aplicar a conclusão da alínea b) de  paraJ 2.6.30
garantir a existência de um sublimite estrito desta sucessão na bola fechada
de , com a topologia induzida pela de , e portanto na bola fechada de ,J J IA

com a topologia induzida pela de .IA 

O resultado que examinamos em seguida é um exemplo de aplicação das
propriedades da topologia fraca que temos vindo a estudar. Ele poderá ser
comparado com o enunciado em : Aí se provou que o que, em geral,2.2.21
é definido como um supremo é mesmo um máximo na presença da
reflexividade de um espaço normado interveniente. No próximo resultado
mostramos que o que, em geral, é um ínfimo é necessariamente um
mínimo em caso de reflexividade de um certo espaço normado.

2.6.32 (Minimizante da distância aos vetores dum subespaço)  Sejam  umI
espaço vetorial normado sobre Š e  um subespaço vetorial reflexivoJ § I
(em particular de Banach, e portanto fechado). Para cada  existe entãoB − I!

C − J mB  C m œ .ÐB ß JÑ! ! ! ! tal que .
Dem: Tendo em conta a caracterização de  como um ínfimo,.ÐB ß JÑ!

podemos considerar para cada  um vetor  tal que8 − C − J 8

237Ao contrário da alínea b) do resultado precedente, não afirmamos agora que a bola
fechada seja metrizável para a topologia induzida pela de .IA
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mB  C m Ÿ .ÐB ß JÑ 
"

8
! 8 ! .   (1)

Para cada , o facto de se ter  implica que8 − .ÐB ß JÑ Ÿ mB  !m œ mB m ! ! !

mC m Ÿ mC  B m  mB m Ÿ #mB m  "8 8 ! ! !

e portanto todos os  pertecem à bola fechada de centro  e raio C ! #mB m  "8 !

de  bola essa que, por , é compacta em . Podemos assim garantirJ J2.6.30 A

que a -sucessão  vai admitir um sublimite  para a topologia ÐC Ñ C − J8 8− !

de , que sabemos ser a induzida pela de  (cf. ). Vamos mostrarJ IA A 2.6.25
que se tem , o que terminará a demonstração. Uma vezmB  C m œ .ÐB ß JÑ! ! !

que, por ser , tem-se . Suponhamos então, porC − J mB  C m   .ÐB ß JÑ! ! ! !

absurdo, que se tinha . Podíamos então escolher mB  C m  .ÐB ß JÑ  !! ! ! $
tal que , por outras palavras,  não pertence àmB  C m  .ÐB ß JÑ  C! ! ! !$
bola fechada de centro  e raio  de , bola essa que é fechadaB .ÐB ß JÑ  I! ! $
em , tendo em conta  e o facto de as translações seremIA 2.6.27
homeomorfismos . Mas, sendo  tal que , aI Ä I 8 − A A !

"
8 &
!

desigualdade (1) mostra que para cada  o vetor  pertence a essa bola8   8 C! 8

fechada e isso conduz-nos ao absurdo procurado uma vez que, pela
caracterização do sublimites na alínea a) de ,  deveria ser aderente ao1.6.13 C!
conjunto dos  com  na topologia de .C 8   8 I8 ! A 

2.6.33 (Corolário) Sejam  um espaço vetorial normado sobre I Š e  umJ § I
subespaço vetorial reflexivo. Considerando a norma quociente no espaço
vetorial quociente , tem-se então que cada vetor de  pode serIÎJ IÎJ
escrito na forma  com .ÒB Ó mB m œ mÒB Ó m" J " " J

Dem: Trata-se de uma consequência direta de , se recordarmos a2.6.32
caracterização de  com  referida em .mÒB Ó m B − I! J ! 2.1.48 

Examinamos a seguir uma propriedade curiosa dos espaços de Banach
j ÐMÑ M"
Š , com  conjunto infinito, que mostra que, apesar de, como veremos

adiante no exercício , a topologia fraca de cada um deles ser distinta2.6.3
da sua topologia forte, as -sucessões que convergem para um certo
limite para uma delas são as mesmas que convergem para esse limite para
a outra.

2.6.34 (Convergência de -sucessões em ) j ÐMÑ"
Š  Sejam  igual a  ou  e Š ‘ ‚ M

um conjunto de índices não vazio e consideremos o correspondente espaço
de Banach  (cf. ), cujos elementos será cómodo encarar agoraj ÐMÑ"

Š 2.3.48
como aplicações  com  em vez de famílias0 À M Ä m0m œ l0Ð3Ñl  _Š " !
indexadas em . Sendo  e  uma -sucessão de elelentos deM 0 − j ÐMÑ Ð0 Ñ"

8 8−Š  
j ÐMÑ 0 p 0 0 p 0"

8 8Š , tem-se então  na topologia da norma se, e só se,  na
topologia fraca.
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
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a) Uma vez que a identidade  é contínua (cf. ), jáM.À j ÐMÑ Ä j ÐMÑ" "
AŠ Š 2.6.19

sabemos que se  na topologia da norma então também  na0 p 0 0 p 08 8

topologia fraca. Tudo o que é necessário é assim mostrar que, reciproca-
mente, se  na topologia fraca então  na topologia da norma,0 p 0 0 p 08 8

sendo ainda suficiente verificar esta implicação no caso particular em que
0 œ ! 0 p 0 0  0 p!, uma vez que se  na topologia fraca então  na8 8

topologia fraca e que se  na topologia da norma então também0  0 p!8

0 œ Ð0  0Ñ  0 p08 8  nesta topologia.
b) Vamos supor, por absurdo, que  é uma -sucessão de elementosÐ0 Ñ8 8− 
de  tal que  para a topologia fraca mas  0 para a topologia daj ÐMÑ 0 p ! 0 pÎ"

8 8Š

norma e obteremos nas próximas alíneas uma contradição, o que terminará a
demonstração.
c) Lembremos que, como ser verificou em , tem lugar uma aplicação2.3.56
bilinear contínua  definida por> ŠÀ j ÐMÑ ‚ j ÐMÑ ÄŠ Š

" _

>Ð0 ß 1Ñ œ 0Ð3Ñ1Ð3Ñ"
3−M

,

a qual nos permite associar a cada  uma aplicação linear contínua1 − j ÐMÑ_
Š

> Š > >˜ ˜ definida por .Ð1ÑÀ j ÐMÑ Ä Ð1ÑÐ0Ñ œ Ð0 ß 1ÑŠ
"

d) Para cada , tem-se  em .3 − M 0 Ð3 Ñ p !! 8 ! Š
Subdem: Uma vez que  para a topologia fraca, vemos que, para cada0 p !8

1 − j ÐMÑ Ð1ÑÐ0 Ñp Ð1ÑÐ!Ñ œ !_
8Š , , bastando agora reparar que, sendo˜ ˜> >

1 − j ÐMÑ 1Ð3 Ñ œ " 1Ð3Ñ œ ! 3 Á 3_
! !Š  o definido por  e  para cada , tem-se

>̃ .Ð1ÑÐ0 Ñ œ 0 Ð3Ñ1Ð3Ñ œ 0 Ð3 Ñ8 8 8 !

3−M

"
e) Uma vez que estamos a supor que  0 para a topologia da norma,0 pÎ8

podemos fixar  tal que, qualquer que seja , exista  tal que$  ! 8 − 8   8! !

m0 m  8 " $.
f) Vamos mostrar que existe uma sucessão estritamente crescente de naturais
8  8  8  â" # $  e uma sucessão de subconjuntos finitos disjuntos dois a
dois  de  de modo que para cada  se verifiquem asE ßE ßE á M :   "" # $

desigualdades

f ) f )1 2 ,  ," "
3−E

8 8

3−MÏE:

: :

:

l0 Ð3Ñl   l0 Ð3Ñl Ÿ
#

$ $

$ $

onde  é o fixado em e).$  !
Subdem: Vamos fazer uma construção recursiva, começando por definir 8"

e . Tendo em conta e), seja  tal que . Tendo em conta aE 8   " m0 m  " " 8 ""
$

caracterização duma soma como supremo de todas as somas finitas podemos
escolher uma parte finita  tal queE § M"
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"
3−E

8 8 "

"

" "
l0 Ð3Ñl   m0 m 

$

$

e daqui decorre que

"
" "

3−E

8

3−MÏE

8 8 " 8 8 " 8 "

3−E

"

"

"

" " " " "

"

l0 Ð3Ñl    œ
$ $

#

l0 Ð3Ñl œ m0 m  l0 Ð3Ñl   m0 m  m0 m  œ
$ $

$
$ $

$ $

,

,

que não são mais do que f ) e f ) para .1 2 : œ "
Suponhamos agora construídos  e 8  8  â  8 E ßE ßá ßE" # : " # :

verificando as condições f ) e f ) e passemos à construção de  e de1 2 8  8:" :

E E ßE ßá ßE:" " # : disjunto de cada um dos conjuntos  de modo que se
verifiquem as duas condições referidas.
Em primeiro lugar, temos em conta d) e o facto de uma soma finita de
sucessões com limite  ter ainda limite  para garantir a existência de ! ! 5 − 

tal que para cada  se tenha, notando ,8   5 E œ E âE: " :

"
3−E

8

:

l0 Ð3Ñl Ÿ
'

$
.

Seguidamente, tendo em conta e), fixamos  maior ou igual ao máximo8:"

entre  e  tal que se tenha , tendo-se assim5 8  " m0 m  : 8 ":"
$

"
" "

3−E

8

3−MÏE 3−E

8 8 " 8 8 "

:

:"

: :

:" :" :" :"

l0 Ð3Ñl Ÿ
'

l0 Ð3Ñl œ m0 m  l0 Ð3Ñl   m0 m 
'

$

$

 ,

 .

Esta última desigualdade implica que podemos considerar uma parte finita
E M Ï E M E ßá ßE:" : " : de , portanto uma parte finita de  disjunta de , tal que

"
3−E

8 8 "

:"

:" :"
l0 Ð3Ñl   m0 m 

$

$
,

em particular

"
3−E

8

:"

:"
l0 Ð3Ñl    œ

$ $

#
$

$ $
,

ou seja a condição f ) para o índice , e deduzimos também que1 :  "
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" "
3−MÏE

8 8 " 8

3−E

8 " 8 "

:"

:" :" :"

:"

:" :"

l0 Ð3Ñl œ m0 m  l0 Ð3Ñl Ÿ

Ÿ m0 m  m0 m  œ
$ $

$ $
,

ou seja a condição f ) para o índice .2 :  "
g) Vamos agora definir uma aplicação  em , com 1À M Ä j ÐMÑ l1Ð3Ñl œ "Š _

Š

para cada , por3

1Ð3Ñ œ

" 3 Â E
" 3 − E 0 Ð3Ñ œ !

3 − E 0 Ð3Ñ Á !

ÚÝÛÝÜ
-, se 

, se  e 

, se  e 

:

: 8

0 Ð3Ñ

l0 Ð3Ñl : 8

:

8:

8:
:

e reparemos que se tem para cada 3 − E:

0 Ð3Ñ1Ð3Ñ œ l0 Ð3Ñl8 8: :
.

h) Vamos agora mostrar que para cada  tem-se:

l Ð1ÑÐ0 Ñl œ 0 Ð3Ñ1Ð3Ñ  
$

>
$˜

8 8

3−M
: :¹ ¹"

o que implica, por o conjunto dos  ser infinito, que a -sucessão dos8: 

> Š˜  não tem limite , o que será o absurdo procurado (e terminaráÐ1ÑÐ0 Ñ − !8

portanto a demonstração), uma vez que  para a topologia fraca e0 p !8

> Š˜  é uma aplicação linear contínua.Ð1ÑÀ j ÐMÑ Ä"
Š

Subdem: Tendo em conta a propriedade f ), vem2

¹ ¹" " "
3−MÏE 3−MÏE 3−MÏE

8 8 8

: : :

: : :
0 Ð3Ñ1Ð3Ñ Ÿ l0 Ð3Ñ1Ð3Ñl œ l0 Ð3Ñl Ÿ

$

$

e deduzimos agora, tendo em conta a propriedade f )1

#

$
Ÿ l0 Ð3Ñl œ 0 Ð3Ñ1Ð3Ñ œ

œ 0 Ð3Ñ1Ð3Ñ  0 Ð3Ñ1Ð3Ñ Ÿ

Ÿ 0 Ð3Ñ1Ð3Ñ  0 Ð3Ñ1Ð3Ñ Ÿ

Ÿ 0 Ð3Ñ1Ð3Ñ 
$

$

$

" "
¹ ¹" "
¹ ¹ ¹ ¹" "
¹ ¹"

3−E 3−E

8 8

3−M

8 8

3−MÏE

3−M

8 8

3−MÏE

3−M

8

: :

: :

: :

:

: :

:

:



460 Cap. 2. Espaços de Banach e espaços de Hilbert

donde finalmente

¹ ¹"
3−M

80 Ð3Ñ1Ð3Ñ    œ
#

$ $ $:

$ $ $
. 

Vamos agora examinar outro exemplo importante de espaço vetorial
topológico que não aparece como definido a partir de nenhuma norma.

2.6.35 Sejam  um espaço vetorial normado e  um espaço topológico. VamosI \
dizer que uma aplicação num ponto 0 B − \À\ Ä I é localmente limitada !

se existir uma vizinhança  de  em  tal que  seja um conjuntoZ B \ 0ÐZ Ñ § I!

limitado. Diz-se que  é 0 À\ Ä I localmente limitada  se for localmente
limitada em todos os pontos de . \ Tem-se então:
a) Se  é contínua em  então é localmente limitada em .0 À\ Ä I B B! !

b) No caso em que  é  a aplicação  é localmente\ 0localmente compacto ,238

limitada se, e só se, para cada compacto  o conjunto  éO § \ 0ÐOÑ § I
limitado.
Dem:  Dado , a continuidade de  em  implica a existência dea) B − \ 0 B! !

uma vizinhança  de  tal que , condição que implicaZ B 0ÐZ Ñ § F Ð0ÐB ÑÑ! " !

que  é um conjunto limitado.0ÐZ Ñ
b) Suponhamos que  é localmente limitada e seja  um conjunto0 O § \
compacto. Para cada  seja  uma vizinhança de  em  tal que + − O Z + \ 0ÐZ Ñ+ +

seja limitado. Uma vez que os interiores dos  constitui uma coberturaZ+

aberta de , a propriedade das coberturas em  garante a existência deO 1.6.36
pontos  em  tais que , tendo-se então+ ßá ß + O O § Z â Z" 8 + +" 8

0 ÐOÑ § 0ÐZ Ñ â 0ÐZ Ñ" 8 ,

o que implica que  é limitado. Supondo, reciprocamente, que  é0ÐOÑ 0ÐOÑ
limitado para cada compacto , o facto de cada ponto  admitirO § \ B − \!

uma vizinhança compacta implica que  é localmente limitada.0 

2.6.36 Sejam  um espaço vetorial normado e  um espaço topológicoI \
localmente compacto. Tem-se então:
a) O subconjunto  de , constituído pelas aplicações69-Ð\ßIÑ E:Ð\ßIÑ
localmente limitadas, é um subespaço vetorial e a topologia induzida pela
topolgia da convergência uniforme nos compactos de  é umaE:Ð\ßIÑ
topologia vetorial de .69-Ð\ßIÑ 239

b) O conjunto , das aplicações contínuas VÐ\ßIÑ 0 À\ Ä I, é um subespaço

238Ou, mais geralmente, um espaço onde cada ponto possua pelo menos uma vizinhança
compacta. Esta generalidade permite incluir os espaços compactos, que só podemos
garantir serem localmente compactos quando forem de Hausdorff.
239Pelo contrário, mesmo no caso em que  é compacto, o que se verificou na alínea b)\
do exercício  mostra que não se deve esperar que , com a topologia da1.5.4 E:Ð\ßIÑ
convergência uniforme nos compactos, seja um espaço vetorial topológico.
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vetorial fechado de 69-Ð\ßIÑ.
Dem: Lembremos que, como se verificou em , para cada compacto não2.1.9
vazio  o conjunto  das aplicações limitadasO § \ ÐOßIÑ § E:ÐOßIÑ
0 ÀO Ä I mm é um subespaço vetorial, onde está definida a norma  cuja_

topologia associada é a induzida pela topologia da convergência uniforme.
Em particular  com a topologia da convergência uniforme é umÐOßIÑ
espaço vetorial topológico. Sendo  a classe dos subespaços compactos não^
vazios de , consideremos a aplicação injetiva de  para o produto\ E:Ð\ßIÑ
cartesiano , que a  associa a família das restrições ,#

O−
ÎO

^

E:ÐOßIÑ 0 0

utilizada em  ara definir a topologia da convergência uniforme nos1.7.45
compactos de . Uma vez que essa aplicação é, neste caso, linear eE:Ð\ßIÑ
que 69-Ð\ßIÑ é a imagem recíproca por meio desta do subespaço vetorial#

O−^

 ÐOßIÑ, concluímos que 69-Ð\ßIÑ é efetivamente um subespaço

vetorial de E:Ð\ßIÑ. Para provar a continuidade da soma como aplicação
de   69- 69- 69-Ð\ßIÑ Ð\ßIÑ Ð\ßIÑ‚  para  basta, pela alínea b) de ,1.7.46
mostrar que para cada  é contínua de  paraO − Ð\ßIÑ Ð\ßIÑ^  69- 69-‚
ÐOßIÑ Ð0 ß 1Ñ Ð0  1Ñ œ 0  1 a aplicação que a  associa  e issoÎO ÎO ÎO

resulta de que, tendo em conta a alínea c) do mesmo resultado, temos a
composta da aplicação contínua de  para 69- 69-Ð\ßIÑ Ð\ßIÑ‚
 ÐOßIÑ ÐOßIÑ Ð0 ß 1Ñ Ð0 ß 1 Ñ‚  que a  associa  com a soma comoÎO ÎO

aplicação , onde  é um espaço   ÐOßIÑ ÐOßIÑ Ä ÐOßIÑ ÐOßIÑ‚
vetorial topológico. Analogamente, para mostrar que a multiplicação pelos
escalares, como aplicação  para  é contínua,de Š  ‚ 69- 69-Ð\ßIÑ Ð\ßIÑ
basta mostrar que para cada  a aplicação de  paraO − Ð\ßIÑ^ Š ‚ 69-

ÐOßIÑ Ð>ß 0 Ñ Ð>0Ñ œ >0, que a  associa  é contínua e isso resulta de seÎO ÎO

tratar da composta da aplicação contínua de  paraŠ ‚ 69-Ð\ßIÑ
Š ‚ ÐOßIÑ Ð>ß 0 Ñ Ð>ß 0 Ñ, que a  associa , com a multiplicação pelosÎO

escalares do espaço vetorial topológico . O facto de  ser um VÐOßIÑ Ð\ßIÑ
subespaço vetorial fechado de  resulta de se tratar de um69-Ð\ßIÑ
subespaço vetorial de  (por exemplo, tendo em conta asE:Ð\ßIÑ
propriedades dos espaços vetoriais topológicos em ) e de, como se2.6.3
verificou em , ser mesmo fechado em .1.7.51 E:Ð\ßIÑ 

Exercícios

Ex. .1 (Recíproca de )2.6 2.6.13  Seja  um espaço vetorial normado sobre  comI Š
dimensão infinita.
a) Verificar que se  é uma vizinhança de  para a topologia fraca-h _ Š§ ÐIà Ñ ! ‡
então  contém um subespaço vetorial de  diferente de .  Repa-h _ ŠÐIà Ñ Ö!× Sugestão:
rar que existem vetores  tais que  contém todas as aplicações linearesB ßá ß B − I" 8 h
contínuas que se anulam em cada  e utilizar a alínea a) do corolário  paraB4 2.1.63
garantir a existência de  em  com  para cada ,- _ Š -Á ! ÐIà Ñ ÐB Ñ œ ! " Ÿ 4 Ÿ 84
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considerando então o subespaço vetorial  de .Š- _ ŠÐIà Ñ
b) Deduzir de a) que a topologia fraca-  de  não pode ser definida por‡ ÐIà Ñ_ Š
nenhuma norma, em particular é distinta da topologia da norma usual deste espaço.
c) Deduzir de a) que a aplicação bilinear de avaliação ,F _ Š ŠÀ ÐIà Ñ ‚ I ÄA‡

F - - FÐ ß BÑ œ ÐBÑ Ð!ß !Ñ Ð!ß !Ñ, não é contínua em .  Se  fosse contínua em ,Sugestão:
considerar uma vizinhança  de  em  e  tais que  sempreh _ Š & -! ÐIà Ñ  ! l ÐBÑl  "A‡

que  e  e chegar a um absurdo considerando 0 num subespaço- h & -− mBm  Á
vetorial de  contido em ._ Š hÐIà Ñ
d) Mostrar que, apesar do concluído em c), a aplicação bilinear  é separávelmenteF
contínua, no sentido referido em .2.2.53
e) Mostrar que, apesar do referido em c), no caso em que  é de Banach, vale aI
seguinte propriedade de “continuidade sequencial” de : Dadas -sucessões deF 
elementos  e  tais que  em  e  em ,- _ Š - - _ Š8 8 8 A‡ 8− ÐIà Ñ B − I Ä ÐIà Ñ B Ä B I
tem-se  em .- - Š8 8ÐB Ñ Ä ÐBÑ
Sugestão: Utilizar  para garantir que o conjunto dos  é limitado em .2.2.51 - _ Š8 ÐIà Ñ
Utilizar então a desigualdade

l ÐB Ñ  ÐBÑl Ÿ m mmB  Bm  l ÐBÑ  ÐBÑl- - - - -8 8 8 8 8 .

f) Lembrando , deduzir de c) e e) que, no caso em que  é de Banach, a1.2.57 I
topologia fraca-  de  não é metrizável.‡ ÐIà Ñ_ Š

Ex. .2 2.6 Sejam  um espaço vetorial normado sobre  e seja  umI § ÐIà ÑŠ X _ Š
subespaço vetorial de dimensão finita.
a) Mostrar que , para além de ser fechado em  (cf. ) é tambémX _ ŠÐIà Ñ 2.1.65
fechado em .  Sendo , considerar uma base  de_ Š - X - -ÐIà Ñ Â ßá ßA‡ ! " 8Sugestão:
X - - e deduzir de  a existência de  com  e  para2.6.6 B − I ÐB Ñ Á ! ÐB Ñ œ !! ! ! 4 !

" Ÿ 4 Ÿ 8 ÐIà Ñ Ä È ÐB Ñ. Lembrando a continuidade de , , encontrar_ Š Š - -A‡ !

uma vizinhança de  em  que não interseta .- _ Š X! A‡ÐIà Ñ
b) Tendo em conta  e o teorema de Hahn-Banach, mostrar que se  é2.6.5 0 X ŠÀ Ä
linear contínua para a topologia da norma, então  também é contínua para a0
topologia induzida pela de ._ ŠÐIà ÑA‡

c) Mostrar que coincidem as topologias de  induzidas pela norma e pela topologia deX
_ Š ! X ŠÐIà Ñ À ÄA‡

8.  Considerando um isomorfismo  utilizar b) paraSugestão:
mostrar que  é contínua para a topologia de  induzida pela de  e deduzir! X _ ŠÐIà ÑA‡

daqui que a identidade de  é contínua da topologia fraca-  para a topologia daX ‡
norma.
d) Reparar que a conclusão de c) fornece uma justificação alternativa do corolário
2.6.13.

Ex. .3 (Recíproca de  — Comparar com o exercício )2.6 2.6 2.6.23 .1  Seja  um espaçoI
vetorial normado sobre  com dimensão infinita.Š
a) Verificar que se  é uma vizinhança de  para a topologia fraca então Y § I ! Y
contém algum subespaço vetorial de  diferente de .  Reparar queI Ö!× Sugestão:
existem  em  tais que  contém cada  que verifica - - _ Š -" 8 4ßá ß ÐIà Ñ Y B ÐBÑ œ !
para cada . Reparando que a aplicação linear  que a cada  associa" Ÿ 4 Ÿ 8 I Ä BŠ8

Ð ÐBÑßá ß ÐBÑÑ B Á !- -" 8 ! não pode ser injetiva escolher  no kernel desta aplicação
linear, considerando então o subespaço vetorial  de .ŠB I!

b) Deduzir de a) que a topologia fraca de  não pode ser definida por nenhumaI
norma, em particular é distinta da topologia associada à norma dada.
c) Deduzir de a) que a aplicação bilinear de avaliação ,F _ Š ŠÀ ÐIà Ñ ‚ I ÄA

F - - FÐ ß BÑ œ ÐBÑ Ð!ß !Ñ Ð!ß !Ñ, não é contínua em .  Se  fosse contínua em ,Sugestão:
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considerar  e uma vizinhança  de  em  tais que  sempre que& - ! Y ! I l ÐBÑl  "A

m m  B − Y B Á- & e  e chegar a um absurdo considerando 0 num subespaço vetorial
de  contido em .I Y
d) Mostrar que, apesar do concluído em c), a aplicação bilinear  é separávelmenteF
contínua, no sentido referido em  e reparar que obtemos assim uma nova justifi-2.2.53
cação para o facto de a topologia de  não ser definível por uma norma.IA

e) Mostrar que, apesar do referido em c), vale a seguinte propriedade de “continui-
dade sequencial” de : Dadas -sucessões de elementos  e  taisF  - _ Š8 8− ÐIà Ñ B − I
que  em  e  em , tem-se  em .- - _ Š - - Š8 8 A 8 8Ä ÐIà Ñ B Ä B I ÐB Ñ Ä ÐBÑ
Sugestão: Utilizar  para garantir que o conjunto dos  é limitado em2.2.51 @ÐB Ñ8
_ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ B I, e portanto que o conjunto dos  é limitado em . Utilizar então a8

desigualdade

m ÐB Ñ  ÐBÑm Ÿ m  mmB m  m ÐB Ñ  ÐBÑm- - - - - -8 8 8 8 8 .

f) Lembrando , deduzir de c) e e) que a topologia fraca de  não é metrizável.1.2.57 I

Ex. .4 (Um subespaço vetorial fechado que não é -fechado)2.6 A‡  Seja  um espaçoI

de Banach não reflexivo sobre  (por exemplo , cf. ) e consi-Š I œ j œ j Ð ÑŠ Š
" " 2.3.58

deremos a aplicação linear isométrica  definida em ,@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ 2.2.19
que sabemos não ser sobrejetiva.
a) Verificar que  é um espaço de Banach, portanto fechado em ,@ _ _ Š ŠÐIÑ Ð ÐIà Ñà Ñ
e concluir, por , que  é também fechado em .2.6.26 @ _ _ Š ŠÐIÑ Ð ÐIà Ñà ÑA
b) Verificar que  é denso em , e portanto não é fechado neste@ _ _ Š ŠÐIÑ Ð ÐIà Ñà ÑA‡

espaço.  Dados  e  vizinhança de  para a topologia deSugestão: 0 _ _ Š Š h 0− Ð ÐIà Ñà Ñ
_ _ Š Š - - _ Š hÐ ÐIà Ñà Ñ ßá ß − ÐIà ÑA‡ " 8, verificar que existem  tais que  contenha
todos os  com  para todo o ; Utilizar( _ _ Š Š ( - 0 -− Ð ÐIà Ñà Ñ Ð Ñ œ Ð Ñ " Ÿ 4 Ÿ 84 4

então o lema algébrico na alínea a) de , depois de prolongar  linearmente a2.6.6 0
PÐIà Ñ B − I ÐB Ñ − ÞŠ @ h, para encontrar  tal que ! !

Ex. .5 (Uma alternativa não puramente algébrica à alínea a) de )2.6 2.6.6  Sejam  umI
espaço vetorial normado sobre  e  aplicações lineares contínuas.Š - - Š" 8ßá ß À I Ä
Dada uma aplicação linear contínua  mostrar que, para cada 0 _ Š ŠÀ ÐIà Ñ Ä <  "
existe  tal que  e (  para cada .B − I mB m Ÿ <m m Ñ œ ÐB Ñ " Ÿ 4 Ÿ 8! ! 4 4 !0 0 - -
Sugestâo: Adaptar a demonstração do lema referido, reparando que o subespaço
vetorial  é fechado, considerando a norma quociente em  e utilizando umaJ § I IÎJ
das conclusões em  para escolher convenientemente o representante  da2.1.47 B!

classe de equivalência considerada em .IÎJ

Ex. .6 (Recíproco de )2.6 2.6.30  Seja  um espaço vetorial normado sobre  tal que aI Š
bola fechada  seja compacta para a topologia induzida pela topologia fracaF Ð!Ñ § I"

de . Mostrar que  é um espaço de Banach reflexivo.I I
Sugestão: Temos que mostrar que cada  pertence à imagem da0 _ _ Š Š− Ð ÐIà Ñà Ñ
aplicação linear isométrica  definida em , bastando@ _ _ Š ŠÀ I Ä Ð ÐIà Ñà Ñ 2.2.19
verificar isso no caso em que, por exemplo, . Proceder analogamente aom m œ0 "

#

sugerido para a alínea b) do exercício , mas utilizando agora o exercício ,2.6.4 2.6.5
para mostrar que qualquer vizinhança  de  em  contém algumh 0 _ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà ÑA‡

elemento de , atendendo por fim, ao facto de , com a topologia@ @ÐF Ð!ÑÑ ÐF Ð!ÑÑ" "

induzida pela de , ser homeomorfo a , com a topologia_ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà Ñ F Ð!ÑA‡ "

induzida pela de , e portanto compacto, e, em consequência, fechado emIA

_ _ Š ŠÐ ÐIà Ñà ÑA‡.
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Ex. .7 (Conjuntos fracamente compactos) 2.6 Sejam  um espaço vetorial normadoI
sobre  e  um subconjunto compacto para a topologia fraca da . MostrarŠ E § I IA

que  é fechado e limitado em .  Reparar que  é mesmo fechado emE I ESugestão:
I E IA. Para mostrar que  é limitado em  utilizar o corolário  do teorema da2.2.52
limitação uniforme reparando que, para cada , a continuidade de- _ Š− ÐIà Ñ
- Š - ŠÀ I Ä ÐEÑA  implica que  é limitado em .

Ex. .8 (Imagem da bola fechada) a) 2.6 Sejam  um espaço de Banach reflexivo,  umI J
espaço vetorial normado e  uma aplicação linear contínua. Considerando a-À I Ä J
bola fechada unitária

F Ð!Ñ œ ÖB − I ± mBm Ÿ "×" ,

mostrar que a imagem ( ) é um subconjunto fechado de .  Ter em- F Ð!Ñ J" Sugestão:
conta  e  para concluir que a imagem é compacta, e portanto fechada,2.6.30 2.6.21
para a topologia fraca de J Þ
b) Consideremos o espaço de Banach , das -sucessões  de- œ - Ð Ñ ÐB Ñ‘ ‘   8 8−

números reais que admitem limite, com a norma  e a aplicação linear contínuamm_
- ‘ -À - Ä m m œ "‘ , com , definida por

-ÐÐB Ñ Ñ œ B
Ð"Ñ

#
8 8− 8

8−

8

8



"
(cf. o exercício . Tendo em conta a alínea b) do exercício referido, mostrar que2.3.15)
a imagem por  da bola fechada de centro  e raio  de  é o intervalo , em- ! " - Ó"ß "Ò‘

particular não é um subconjunto fechado de . Porque razão este facto não contraria a‘
conclusão de a)?

Ex. .9 (Topologia fraca dum produto cartesiano)2.6  Sejam  e  dois espaçosI J
vetoriais normados e consideremos em  uma das normas que definie aI ‚ J
topologia produto, por exemplo a norma do máximo. Mostrar que a topologia fraca de
I ‚ J I J é a topologia produto das topologias fracas de  e de .  MostrarSugestão:
que a identidade de  é contínua de cada uma das topologias para a outra,I ‚ J
utilizando essencialmente apenas a propriedade . Mais precisamente, sendo2.6.21
1 1 +" # "À I ‚ J Ä I ÀI ‚ J Ä J ÀI Ä I ‚ J e  as projeções canónicas e  e
+ + +# " #À J Ä I ‚ J ÐBÑ œ ÐBß !Ñ ÐCÑ œ Ð!ß CÑ as injeções canónicas (  e ), que são
aplicações lineares contínuas, atender a que também são contínuas

1 1 +

1 1 +
" A A " A A A " A A

# A A # A A A # A A

À ÐI ‚ JÑ Ä I ÀI ‚ J Ä I ÀI Ä ÐI ‚ JÑ

À ÐI ‚ JÑ Ä J ÀI ‚ J Ä J ÀJ Ä ÐI ‚ JÑ

, , ,
, , ,

e reparar que a identidade de  é igual a I ‚ J + 1 + 1" " # #‰  ‰ .

Ex. .10 (Aplicação do teorema do gráfico fechado ) a) 2.6 240 Sejam  e  espaços deI J
Banach e  uma aplicação linear que seja contínua de  para . Mostrar-À I Ä J I JA

que  também é contínua de  para  (e consequentemente, também de  para ).- I J I JA A

Sugestâo: Verificar que o gráfico

K œ ÖÐBß CÑ − I ‚ J ± C œ ÐBÑ×- -

é um subespaço vetorial de  fechado em , e consequentemente tambémI ‚ J I ‚ JA

em  e aplicar o teorema do gráfico fechado em .I ‚ J 2.2.43

240Cf. .Brézis [4]
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b) Obter a mesma conclusão continuando a exigir que  seja um espaço de BanachI
mas exigindo apenas que  seja um espaço vetorial normado.  ConsiderarJ Sugestão:
um completado vetorial  de , definido pela aplicação linear  (cf. ),J J À J Ä Js s0 2.2.13
e, lembrando que  também é copntínua, aplicar a conclusão de a) a0À J Ä JsA A

0 -‰ ÀI Ä Js .

Ex. .11 (Generalização de  para quem conhecer o teorema de Hahn-Banach2.6 2.6.27
geométrico) Sejam  um espaço vetorial normado e  um conjunto convexo eI G § I
fechado. Mostrar que  também é fechado para a topologia fraca de . G I Sugestão:
Sendo , utilizar a conclusão da alínea e) do exercício  para considerarB Â G! 2.1.34
uma aplicação linear contínua  com a ajuda da qual poder-se-á construir- ‘À I Ä
uma vizinhança de  par a topologia fraca que não interseta .B G!

Ex. .12 2.6 Seja  um espaço de Hilbert sobre  e notemos  o espaço  com aI I IŠ A

topologia fraca.
a) Verificar que, dados um espaço topológico , ,  aderente a  e^ G § ^ D − ^ G!

0 À G Ä I 0ÐDÑpB I D p DA ! A ! uma aplicação, então  em  quando  se, e só se, para
cada , a aplicação  tem limite  quando .  Ter emC − I G Ä ØB ß CÙ D p DŠ ! ! Sugestão:
conta a alínea a) de  e o teorema de representação de Riesz em .2.6.18 2.5.29
b) Suponhamos agora que  tem dimensão infinita e que  é uma base deI ÐB Ñ4 4−N

Hilbert de  (cf. ). Mostrar que se tem  em  quando  noI B p! I 4p_2.5.41 4 A

compactificado de Alexandroff de , com a topologia discreta. Deduzir que a esferaN
unitária  não é fracamente fechada.  Lembrar queW œ ÖB − I ± mBm œ "× Sugestão:!
4

4 4A I A p! 4p_ é uma família somável de vetores de  então  quando  (cf. ).2.3.10

c) Provar, mais geralmente, que se  tem dimensão infinita a aderência de  para aI W
topologia de  é igual à bola unitária .  Seja  e notemosI F Ð!Ñ B − F Ð!ÑA " "Sugestão:
< œ mBm ÐB Ñ B œ <B. Considerar uma base de Hilbert  tal que  para um certo4 4−N 4!

4 − N 4 Á 4 C œ <B  "  < B − W! ! 4 4 4
#. Definindo, para cada , , verificar que se

!
È

tem  em  quando .C pB I 4p_4 A

Ex. .13 2.6 Sejam  igual a  ou ,  um conjunto infinito de índices e  eŠ ‘ ‚ M "  :  _
consideremos o correspondente espaço de Banach  (cf. ). Para cada j ÐMÑ 3 − M:

Š 2.3.48
seja  a família que associa  ao índice  e  a todos os restantes índices, a&3

:− j ÐMÑ " 3 !Š

qual verifica naturalmente .m m œ "&3
a) Considerando em  a topologia do compactificado de Alexandroff de M œ M  Ö_× Ms

com a topologia discreta, reparar que não se tem  quando  para a topologia&3 p ! 3p_
forte de  mas que já se tem  para a topologia fraca de . j ÐMÑ p ! j ÐMÑ: :

3Š Š& Sugestão:
Sendo  o espoente conjugado de , lembrar a caracterização dos elementos do;  " :
dual de  que resulta de  (com os papéis de  e  trocados) reparando quej ÐMÑ : ;:

Š 2.3.54
se  então tem-se  quando .ÐA Ñ − j ÐMÑ A p! 3p_3 3−M 3

;
Š

b) Deduzir de a) que se  é uma -sucessão de índices distintos em , então aÐ3 Ñ M8 8− 
 &-sucessão que a  associa  tem limite  para a topologia fraca mas não8 − j ÐMÑ !3

:
8 Š

tem limite  para a topologia forte, e comparar este facto com o que foi estabelecido!
em  para o caso de .2.6.34 j ÐMÑ"

Š

Ex. .14 2.6 Sejam  um espaço vetorial normado sobre  e  um espaçoI Á Ö!× \Š
topológico de Hausdorff, localmente compacto e não compacto e consideremos no
espaço vetorial , das aplicações contínuas , a topologia da conver-V ‘Ð\ßIÑ 0 À\ Ä
gência uniforme nos compactos, para a qual sabemos que  é um espaçoVÐ\ßIÑ
vetorial topológico.
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a) Verificar que se  é uma vizinhança de  então  contém algumh V h§ Ð\ßIÑ !
subespaço vetorial de  diferente de  (comparar com propriedades análogasVÐ\ßIÑ Ö!×
nos exercícios  e ).  Reparar que existe um compacto  tal2.6.1 2.6.3 Sugestão: O § \
que  contém todas as aplicações contínuas  com  e, tendo emh V0 − Ð\ßIÑ 0 œ !ÎO

conta o teorema de Urysohn em , verificar a existência de  em1.9.6 0 Á !
0 − Ð\ßIÑ 0 œ !V  com , que se pode obter multiplicando uma aplicação comÎO

valores em  por um vetor não nulo de .Ò!ß "Ó § I‘
b) Deduzir de a) que a topologia da convergência uniforme nos compactos de
VÐ\ßIÑ não pode ser definida por nenhuma norma deste espaço (embora, como se
verificou em , seja metrizável no caso em que  é de base contável).1.7.54 \



CAPÍTULO 3
Cálculo diferencial em espaços normados

§1. O diferencial duma aplicação.

3.1.1 Sejam  um espaço vetorial normado sobre J Š ‘ ‚ Š, igual a  ou ,  umE §
subconjunto e  um > − E! ponto não isolado, isto é, aderente a  (cf.E Ï Ö> ×!
1.3.16). Diz-se que uma aplicação  é  no ponto  se0 ÀE Ä J >derivável !

existir o limite

0 Ð> Ñ œ
0Ð>Ñ  0Ð> Ñ

>  >
w

!
>Ä>

!

!
lim

!

dizendo-se então que esse limite, um vetor de , é a  de  no pontoJ 0derivada
>!. 241

Repare-se que, no caso em que o corpo dos escalares  é  e em que oŠ ‘
espaço vetorial normado  é também  a definição precedente não é maisJ ‘
do que a que se utiliza em qualquer curso elementar de funções reais de
variável real. A extensão para o caso em que  não apresentaŠ ‚œ
qualquer dificuldade, pelo menos no que respeita à definição, e o facto de
admitirmos que o espaço de chegada possa ser um espaço vetorial nor-
mado também não levanta problemas, desde que se repare que o quociente
de um vetor por um escalar não nulo é, por definição, o produto desse
vetor pelo inverso do escalar.

3.1.2 (Observação trivial sobre mudança de escalares) Uma observação
trivial que é útil ter presente refere-se à situação em que  é um espaçoJ
vetorial normado complexo (e portanto também um espaço vetorial normado
real) e em que E § > − E‘ e  é um ponto não isolado. Nessa situação a!

derivabilidade de uma aplicação  em  e o valor da derivada nesse0 ÀE Ä J >!
ponto não dependem de se considerar  como parte de  e  como espaçoE J‘
vetorial real ou  como parte de  e  como espaço vetorial complexo.E J‚

O nosso objetivo nesta secção é estudar a derivabilidade no caso em que o
domínio , em vez de estar contido no corpo  dos escalares, é uma parteE Š
de um outro espaço vetorial normado . Com frequência simplifica-se oI

241Repare-se que  é o domínio da aplicação cujo limite está em jogo, pelo que aE Ï Ö> ×!
condição de  não ser ponto isolado de  é precisamente aquela que assegura que faz> E!

sentido considerar o limite referido.
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estudo nesse quadro mais geral exigindo que o domínio  seja um abertoE
do espaço vetorial normado  mas essa simplificação acaba por ter o seuI
preço, seja por fazer com que o caso em que  deixe de ser um casoI œ Š
particular da teoria geral seja por obrigar a soluções  em situaçõesad hoc
em que o domínio natural é, por exemplo, um produto cartesiano
Ò+ß ,Ó ‚ Y § ‚ I Y I‘  com  aberto de . É com o objetivo de tentar evitar
esse tipo de “aborrecimento” que não faremos aqui a simplificação
referida e começamos por examinar quais os pontos de um domínio
E § I em que fará sentido estudar a derivabilidade.

3.1.3 (Cone de derivabilidade de um conjunto num dos seus pontos) Sejam
I E um espaço vetorial sobre  e Š § I B − E. Se  vamos chamar ! cone de
derivabilidade de  no ponto  ao conjunto  dos vetores  paraE B ÐEÑ A − I! Bt !

os quais  é aderente ao conjunto de escalares! − Š

Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E×Š ! .

3.1.4 (Exemplos) Nas duas figuras seguintes sugerimos subconjuntos de ‘# e
representamos vetores tendo como origem o ponto que consideramos em
cada um deles. Em cada um dos casos os vetores  e  pertencem ao coneA Aw

de derivabilidade e o vetor  não pertence a este.Aww

3.1.5 (Propriedades elementares) Sejam  um espaço vetorial sobre I Š, E § I
e . Tem-se então:B − E!

a) t t t Vem  e se  também  para cada .! − ÐEÑ A − ÐEÑ >A − ÐEÑ > −B B B! ! !
Š 242

b) t Se  é normado e  é um ponto isolado de , então .I B − E E ÐEÑ œ Ö!×! B!

c) t Se  é normado e  é interior ao conjunto  então .I B E ÐEÑ œ I! B!

d) t t Se  então .B − E § E § I ÐE Ñ § ÐEÑ! B B
w w

! !

e) Se  e , entãoB − E § I B − E § I! !
w ww

t t tB B B
w ww w ww

! ! !
ÐE  E Ñ œ ÐE Ñ  ÐE Ñ.

Em consequência, se  é normado, se  e se  é uma vizinhançaI B − E § I Z!

242Poder-se-ia dizer que  é um , tendo em conta que o facto de termostB!
ÐEÑ super-cone

um cone, como referido no exercicio , corresponde a esta implicação ser válida para2.1.34
cada  em .>  ! ‘
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de  em , entãoB E!

t tB B! !
ÐZ Ñ œ ÐEÑ.

f) t No caso em que , se , tem-se  se  é umI œ > − E § ÐEÑ œ Ö!× >Š Š! > !!

ponto isolado de  e  caso contrário.E ÐEÑ œt>! Š
g) Sendo  outro espaço vetorial sobre  e  um isomorfismo entãoJ ÀI Ä JŠ -

t t-ÐB Ñ B! !
Ð ÐEÑÑ œ Ð ÐEÑÑ- - .

h) tSe Iw w
B§ I E § I ÐEÑ é um subespaço vetorial sobre  tal que  então Š
!

não depende de se considerar  ou  como espaço ambiente, em particularI Iw

tB w
!
ÐEÑ § I .

Dem: a) O facto de se ter  resulta de  ser aderente a! − ÐEÑ ! −tB!
Š

Š ŠÏ Ö!× A − ÐEÑ > − >A − ÐEÑ. Sendo  e , para mostrar que t tB B! !
 podemos

já afastar o caso trivial em que  e então isso resulta de que> œ !

Ö= − Ï Ö!× ± B  =>A − E× œ Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E×
"

>
Š Š! ! ,

onde a homotetia Š ŠÄ = È = !, , é uma aplicação contínua que aplica  em"
>

! Ï Ö!× Ï Ö!× e  em .Š Š
b) Suponhamos que  é normado e  é um ponto isolado de . UmaI B E § I!

vez que, como se viu em a), , examinemos o que se passa com! − ÐEÑtB!

A − I Ï Ö!×  ! F ÐB Ñ. Sendo  tal que a bola aberta  não contenha& & !

nenhum elemento de , vemos que para cada  com E Ï ÖB × > − l>l ! mAmŠ &

vem

mB  >A  B m œ l>lmAm ! ! &

donde, no caso em que  e portanto ,  e> Á ! B  >A Á B B  >A Â E! ! !

portanto, em qualquer caso, . Ficou assim> Â Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E×Š !

provado que  não é aderente a  e portanto que! Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E×Š !

A Â ÐEÑtB!
.

c) t Seja  tal que . Uma vez que já sabemos que ,&  ! F ÐB Ñ § E ! − ÐEÑ& ! B!

consideremos  arbitrário. Para cada  com A − I Ï Ö!× = − Ï Ö!× l=l Š &
mAm

tem-se então

mB  =A  B m œ l=lmAm ! ! &

donde  pelo que , sendo aderente a  éB  =A − E ! − F Ð!Ñ Ï Ö!×! Š &
mAm

também aderente a  ou seja .Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E× A − ÐEÑŠ ! Bt !

d) Temos uma consequência de para cada  virA − I

Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E × § Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E×Š Š! !
w

e portanto  ser aderente ao segundo se for aderente ao primeiro.!
e) A primeira afirmação é uma consequência de para cada  o conjuntoA − I



470 Cap. 3. Cálculo diferencial em espaços normados

Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E  E ×Š !
w ww

ser igual à união dos conjuntos

Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E × Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E ×Š Š! !
w ww, ,

o que implica que  é aderente àquele se, e só se, for aderente a um destes. A!
segunda afirmação resulta de que podemos escrever

E œ Z  ÐE Ï Z Ñ  ÖB ×ˆ ‰! ,

com  ponto isolado de .B ÐE Ï Z Ñ  ÖB ×! !

f) t Já verificámos em b) que  no caso em que  é ponto isolado> !!
ÐEÑ œ Ö!× >

de . Suponhamos então que  não é um ponto isolado de , ou seja que E > E >! !

é aderente a . Tendo em conta a continuidade da translação ,E Ï Ö> × Ä! Š Š
> È >  > > ! !! !, que aplica  em , concluímos que  é aderente a

ÐE Ï Ö> ×Ñ  > œ Ö= − Ï Ö!× ± >  = − E×! ! !Š

ou seja . Concluímos daqui, tendo em conta a), que para cada" − ÐEÑt>!
> − > œ > † " − ÐEÑŠ tem-se .t>!
g) Basta atender a que para cada  tem-seA − I

B  >A − E Í ÐB  >AÑ − ÐEÑ Í ÐB Ñ  > ÐAÑ − ÐEÑ! ! !- - - - - .

h) Trata-se de uma consequência de, para cada  se terA − I Ï Iw

B  =A Â I = Á !!
w para cada , uma vez que se isso não acontecesse vinha

A œ ÐÐB  =AÑ  B Ñ − I
"

=
! !

w. 

Uma das razões pelas quais é importante considerar o cone de derivabili-
dade é o facto de os vetores deste serem precisamente aqueles segundo os
quais faz sentido considerar a possivel existência das derividades dirigidas
que definimos em seguida.

3.1.6 (Derivada dirigida segundo um vetor) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
sobre , Š, o segundo dos quais normado  e  umaB − E! § I 0ÀE Ä J
aplicação. Se , diz-se que é  em    seA − ÐEÑ § I B AtB !!

derivável segundo
existir o limite

H 0ÐB Ñ œ − J
0ÐB  =AÑ  0ÐB Ñ

=
A !

=Ä!

! !lim ,

limite a que se dá o nome de  de  em  segundo .derivada dirigida 0 B A!

Repare-se que a aplicação cujo limite se refere tem como domínio o conjunto
de escalares
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Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E×Š !

e que o facto de se ter  corresponde exatamente a afirmar que  éA − ÐEÑ !tB!

aderente a este conjunto.
Repare-se que qualquer aplicação  é trivialmente derivável em 0 ÀE Ä J B!

segundo  e com  (limite duma aplicação constante de valor ).! H 0ÐB Ñ œ ! !! !

3.1.7 (Comparação dos contextos  e )‘ ‚  Já fizémos várias vezas a observação
que se  é um espaço vetorial complexo podemos também encará-lo comoI
espaço vetorial real. Devemos no entanto notar que, tanto para a definição de
t>!ÐEÑ como para a da derivada segundo um vetor, não é indiferente qual o
corpo de escalares que se considera. Quando houver risco de confusão ou
quando se pretender relacionar os dois pontos de vista, usaremos, com o
significado natural, as notações  e  para os cones det t‘ ‚

> >! !
ÐEÑ ÐEÑ

derivabilidade nos dois contextos. Repare-se que se tem sempre

t t‘ ‚
> >! !
ÐEÑ § ÐEÑ

já que, para cada ,A − I

Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E× § Ö= − Ï Ö!× ± B  =A − E×‘ ‚! ! .

Temos aqui, de certo modo, uma inversão do paradigma “o que vale para ‚
vale também para ”. É, no entanto, evidente que dados um espaço vetorial‘
normado complexo  e uma aplicação , se  e existirJ 0ÀE Ä J A − ÐEÑt‘>!
H 0ÐB ÑA !  no sentido complexo, então essa derivada dirigida é também
derivada dirigida no sentido real (aqui já de acordo com o paradigma atrás
referido).

Mostra a experiência que, em geral, a noção de diferenciabilidade mais
importante para as aplicações (diferenciabilidade no sentido de Fréchet)
corresponde a pedir mais do que a existência de derivadas dirigidas. Ana-
logamente ao que fizémos para as derivadas dirigidas, começamos por
caracterizar quais os pontos do domínio de uma aplicação em que faz
sentido questionar a sua diferenciabilidade.

3.1.8 (Pontos de diferenciabilidade dum conjunto) Sejam  um espaçoI
vetorial sobre Š e  um subconjunto. Vamos dizer que  é umE § I B − E!

ponto de diferenciabilidade de  se o subespaço vetorial gerado pelo cone deE
derivabilidade  for igual a .tB!

ÐEÑ I
As seguintes propriedades são consequências diretas do que já conhecemos
sobre os cones de derivabilidade:
a) Se  é um ponto de diferenciabilidade  então qualquer vetor de B − E E I!

é soma finita de vetores de  (tendo em conta a alínea a) de , otB!
ÐEÑ 3.1.5

conjunto destas somas finitas já é um subespaço vetorial).
b) Se  é normado e  é um ponto de diferenciabilidade entãoI Á Ö!× B − E!
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B E! não é um ponto isolado de  (cf. a alínea b) de ).3.1.5
c) Se  é normado e  é um ponto interior de , então  é um pontoI B E § I B! !

de diferenciabilidade de  (cf. a alínea c) de ). Em particular, se E E § I3.1.5
for um conjunto aberto então cada  é um ponto de diferenciabilidade.B − E!

d) Se  e  for ponto de diferenciabilidade de  então B − E § E § I B E B! ! !
w w

também é ponto de diferenciabilidade de  (cf. a alínea d) de ).E 3.1.5
e) Se  é um ponto de diferenciabilidade,  é normado e  é umaB − E § I I Z!

vizinhança de  em  então  também é um ponto de diferenciabilidade deB E B! !

Z  (cf. a alínea e) de ).3.1.5
f) No caso em que , se  então  é ponto de diferen-I œ > − E § >Š Š! !

ciabilidade de  se, e só se,  não é ponto isolado de  (cf. a alínea f) deE > E!

3.1.5). Em particular, se  é um  (isto é, com maisN § ‘ intervalo não trivial
que um elemento) então qualquer  é um ponto de diferenciabilidade,> − N!

tanto de  como parte do espaço vetorial real  como de  como parte doN N‘
espaço vetorial complexo  .‚ 243

g) Se  é outro espaço vetorial sobre ,  é um isomorfismo eJ ÀI Ä JŠ -
B − E § I ÐB Ñ! ! é ponto de diferenciabilidade então  é um ponto de-
diferenciabilidade de  (cf. a alínea g) de ).-ÐEÑ 3.1.5
h) No caso em que  é um espaço vetorial complexo, se  for umI B − E § I!

ponto de diferenciabilidade de  no sentido real então é também um pontoE
de diferenciabilidade de  no sentido complexo (cf.  — tal como aí,E 3.1.7
temos uma inversão do paradigma usual).

3.1.9 (Pontos de diferenciabilidade e produtos cartesianos finitos) Sejam M
um conjunto finito não vazio de índices e  um espaço vetorial sobre I3 Š para
cada  e consideremos o espaço vetorial sobre  produto cartesiano3 − M Š#
3−M

3 3 3 3!I B − E § I 3 − I. Se  é um ponto de diferenciabilidade para cada 

então  é um ponto de diferenciabilidade de . ÐB Ñ E3 3−M 3!
3−M

# 244

Dem: Comecemos por mostrar que, se  então o vetor  deA − ÐE Ñ As4 B 4 4t
4!#

3−M
3 4I A 4 !, que associa  ao índice  e  aos restantes índices, pertence a

tÐB Ñ
3−M

3 4 4!3 3−M!
Ð E Ñ > − Ï Ö!× B  >A# . Ora, isso resulta de que se  é tal que Š

pertence a  então tambémE4

ÐB Ñ  >A − Es3 3−M 4 3!

3−M

$

243Mas não de  como parte do espaço vetorial real .N ‚
244Apesar deste resultado ter um espírito semelhante ao dos enunciados nas várias alíneas
de , enunciamo-lo separadamente uma vez que, ao contário daqueles, ele não resulta3.1.8
diretamente de nenhuma propriedade com o mesmo espírito dos cones de derivabilidade.
Com efeito, como se verifica facilmente, não se pode concluir que uma família ÐA Ñ3 3−M

tenha que pertencer ao cone de derivabilidade de  em  a partir do facto de se#
3−M

3 3 3−M!E ÐB Ñ

ter  para cada .A − > ÐE Ñ 33 B 33!
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pelo que se  é aderente ao conjunto dos  com a primeira proprie-! > − Ï Ö!×Š
dade então  é também aderente ao conjunto dos  com a segunda! > − Ï Ö!×Š
propriedade. Notemos agora  um subespaço vectorial arbitrário de Y #

3−M
3I

que contenha . Para cada  o conjunto  dos  taistÐB Ñ
3−M

3 4 4 4 43 3−M!
Ð E Ñ 4 J § I A − I#

que  é então um subespaço vetorial de  que, pelo que vimos noA − Is4 4Y

início, contém  e portanto o facto de  ser um ponto de diferen-tB 4 4!4!
ÐE Ñ B

ciabilidade de  implica que . Provámos assim que para cadaE J œ I4 4 4!

A − I A − Ð E Ñ § ÐA Ñs4 4 4 3 3 3−MÐB Ñ
3−M

 tem-se  e portanto para qualquer  emt
3 3−M!

# Y

#
3−M

3I  vem

ÐA Ñ œ A −s3 3−M 4

4−M

" Y .

Provámos assim que  pelo que o subespaço vetorial de Y œ I I# #
3−M 3−M

3 3

gerado por  é  ou seja  é um ponto de diferencia-tÐB Ñ
3−M 3−M

3 3 3 3−M!3 3−M!
Ð E Ñ I ÐB Ñ# #

bilidade de .#
3−M

3E 

3.1.10 (Exemplos) Relembrando os exemplos sugeridos graficamente em ,3.1.4
repare-se que no segundo todos os pontos de  são pontos de diferen-E
ciabilidade e que no primeiro são pontos de diferenciabilidade, além do
utilizado como origem dos vetores, os “vértices” da “poligonal”.

3.1.11 (Aplicações diferenciáveis no sentido de Fréchet) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š,  um ponto de diferenciabilidade eB − E § I!

0 ÀE Ä J  uma aplicação.
No caso em que , diz-se que  é  no ponto  se existirI Á Ö!× 0 Bdiferenciável !

uma aplicação linear contínua  tal que-À I Ä J

lim
BÄB

BÁB

! !

!!

!

0 ÐBÑ  0ÐB Ñ  ÐB  B Ñ

mB  B m
œ !

-
   (1)

(lembrar que, como referido na alínea b) de ,  não é um ponto isolado3.1.8 B!

de ), condição que, tendo em conta a caracterização dos limites num espaçoE
métrico em , é equivalente a1.2.29

lim
BÄB

BÁB

! !

!!

!

m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  ÐB  B Ñm

mB  B m
œ !Þ

-
   (1 )w

Quando isso acontecer, uma aplicação linear contínua  nas-À I Ä J
condições anteriores é necessariamente única e será chamada o  dediferencial
0 B H0ÐB Ñ H0 no ponto , sendo notada  ou, com mais frequência, . De! ! B!

facto, para cada  a aplicação  tem então derivada em  segundoA − ÐEÑ 0 BtB !!
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A dada por

H 0ÐB Ñ œ H0 ÐAÑA ! B!
.   245(2)

Será cómodo não afastar o caso trivial em que , caso em que temI œ Ö!×
que ser  e . Nesse caso consideraremos qualquer aplicaçãoE œ Ö!× B œ !!

0 À Ö!× Ä J ! H0 œ !À Ö!× Ä J como diferenciável em  e com  (a única!

aplicação linear), apesar de não fazer sentido considerar o limite em (1) ou
(1 ). A igualdade (2) continua a ser válida (necessariamente com ),w A œ !
tendo em conta a última observação em . Note-se que nas demons-3.1.6
trações dos resultados envolvendo a diferenciabilidade ignoraremos sem mais
aviso o caso em que algum dos espaços ambientes do domínio seja  desdeÖ!×
que a demonstração desse caso seja trivial.
Dem: O enunciado acima é, na sua maioria, constituído por definições. O
que fica por provar é, no caso em que , a unicidade de umaI Á Ö!×
aplicação linear contínua  verificando (1) e o facto de para uma tal-À I Ä J
aplicação linear contínua  vir  para cada .- -H 0ÐB Ñ œ ÐAÑ A − ÐEÑA ! Bt !

Comecemos por mostrar este último facto, afastando já o caso em que ,A œ !
caso em que a última observação em  garante a validade da igualdade.3.1.6
Considerando a aplicação

Ö> − Ï Ö!× ± B  >A − E× Ä E Ï ÖB × > È B  >AŠ ! ! !. ,

que tem limite  quando , deduzimos do resultado sobre o limite daB >p !!

aplicação composta que

! œ œ
m0ÐB  >AÑ  0ÐB Ñ  ÐB  >A  B Ñm

mB  >A  B m

œ œ
m0ÐB  >AÑ  0ÐB Ñ  > ÐAÑm

l>lmAm

œ
 ÐAÑ

mAm

lim

lim

lim

>Ä!

! ! ! !

! !

>Ä!

! !

>Ä!

0ÐB >AÑ0ÐB Ñ
>

-

-

-½ ½! !

e portanto

lim lim
>Ä! >Ä!

! !
0ÐB >AÑ0ÐB Ñ

>0 ÐB  >AÑ  0ÐB Ñ

> mAm
œ ÐAÑ  mAm œ

 ÐAÑ

œ ÐAÑ  mAm † ! œ ÐAÑ

-
-

- -

! !

,

por outras palavras, existe a derivada dirigida  e é igual a . OH 0ÐB Ñ ÐAÑA ! -

que acabamos de provar permite mostrar facilmente a unicidade: Se  e - -s

fossem duas aplicações lineares contínuas  verificando (1), vinha paraI Ä J

245O segundo membro desta igualdade explica porque usaremos a notação  comH0B!

mais frequência do que : Se estivéssemos a usar esta última teríamos que escreverH0ÐB Ñ!
H0ÐB ÑÐAÑ! , uma acumulação de parênteses que pode ser visualmente menos agradável e
não sublinhar convenientemente a diferença dos papéis de  e de .B A!
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cada A − ÐEÑtB!

- -ÐAÑ œ H 0ÐB Ñ œ ÐAÑs
A !

pelo que  e , coincidindo em , coincidem no subespaço vetorial de- -s ÐEÑtB!

I ÐEÑ B gerado por  que, pelo facto de  ser um ponto de diferenciabilidadetB !!

de , é igual a .E I 

3.1.12 (Formulação alternativa da condição de diferenciabilidade) No
contexto de , a condição (1 ) (e portanto a condição (13.1.11 w )) é equivalente à
existência para cada  de  tal que para cada  com$ & !  ! B − E
mB  B m ! & se tenha

m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  ÐB  B Ñm Ÿ mB  B m! ! !- $ .   (1 )ww

Dem: Basta atender a que a condição (1 ) é trivialmente verdadeira paraww

B œ B B Á B! ! e que para  ela é equivalente a

m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  ÐB  B Ñm

mB  B m
Ÿ

! !

!

-
$,

considerando então a caracterização dos limites que utiliza as bolas fechadas
no espaço de chegada e as bolas abertas no de partida. 

3.1.13 (Continuidade das aplicações diferenciáveis) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š,  um ponto de diferenciabilidade eB − E § I!

0 ÀE Ä J B 0 uma aplicação diferenciável em . Tem-se então que  é!

contínua em .B!

Dem: Trata-se de uma consequência das propriedades gerais sobre limites de
somas e de multiplicações e da continuidade da aplicação linear
H0 ÀI Ä JB!

 visto que podemos escrever

lim lim
BÄB BÄB

BÁB BÁB

! B !

!
! B !

!

! B !

! !

! !

!

!

!

0 ÐBÑ œ 0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñ 

 mB  B m œ
0ÐBÑ  0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñ

mB  B m

œ 0ÐB Ñ  H0 Ð!Ñ  ! † ! œ 0ÐB ÑÞ 

3.1.14 (O caso da variável escalar) Sejam  um espaço vetorial normado sobreJ
Š Š,  um ponto não isolado (ou, o que é o mesmo, um ponto de> − E §!

diferenciabilidade de  — cf. a alínea f) de ) e  uma apli-E 0ÀE Ä J3.1.8
cação. Tem-se então que  é derivável em , no sentido em , se, e só se,0 >! 3.1.1
0 > for diferenciável em , no sentido em , e, quando isso acontecer, a! 3.1.11
derivada e o diferencial estão relacionados por

0 Ð> Ñ œ H0 Ð"Ñ H0 Ð+Ñ œ +0 Ð> Ñw w
! > > !! !

, ,

por outras palavras  e  correspondem-se pelaH0 − Ð à JÑ 0 Ð> Ñ − J> !
w

!
_ Š
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isometria linear E ŠÀ Ð à J Ñ Ä J_  em .2.1.42
Uma observação trivial que decorre daqui é que no caso em que Š ‚œ  e
E § 0ÀE Ä J > − E‘ a diferenciabilidade de  num ponto não isolado  no!

sentido real é equivalente à sua diferenciabilidade no sentido complexo,
quando se considera  como parte de , o diferencial em  no sentido realE >‚ !

sendo então a restrição a  do seu diferencial em  no sentido complexo (cf.‘ >!
3.1.2).
Dem: Comecemos por supor que  é diferenciável em . Vem então0 >!

! œ œ
m0Ð>Ñ  0Ð> Ñ  H0 Ð>  > Ñm

l>  > l

œ  œ
0Ð>Ñ  0Ð> Ñ H0 Ð>  > Ñ

>  > >  >

œ H0 Ð"Ñ
0Ð>Ñ  0Ð> Ñ

>  >

lim

lim

lim

>Ä>

! > !

!

>Ä>

! > !

! !

>Ä>

!

!
>

!

!

!

!

!
!

½ ½
½ ½

donde

lim lim
>Ä> >Ä>

! !

! !
> >

> >

! !
! !

! !

0 Ð>Ñ  0Ð> Ñ 0Ð>Ñ  0Ð> Ñ

>  > >  >
œ H0 Ð"Ñ  H0 Ð"Ñ œ

œ ! H0 Ð"Ñ œ H0 Ð"Ñ,

o que mostra que  é derivável em  e com . Suponhamos,0 > 0 Ð> Ñ œ H0 Ð"Ñ! ! >
w

!

reciprocamente, que  é derivável em  e seja  a0 > œ Ð0 Ð> ÑÑ − Ð à JÑ! !
" w- E _ Š

aplicação linear contínua definida por . Tem-se então-Ð+Ñ œ +0 Ð> Ñw
!

lim

lim

lim

>Ä>

! !

!

>Ä>

! ! !

! !

w

>Ä>

w w
! !

!

!

!

m0Ð>Ñ  0Ð> Ñ  Ð>  > Ñm

l>  > l
œ

œ  œ
0Ð>Ñ  0Ð> Ñ Ð>  > Ñ0 Ð> Ñ

>  > >  >

œ 0 Ð> Ñ  0 Ð> Ñ œ !

-

¼ ¼
¼ ¼ ,

e portanto  é diferenciável em  e com diferencial .0 > H0 œ! >! - 

3.1.15 (Diferenciabilidade e restrições) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š,  um ponto de diferenciabilidade e B − E § I 0ÀE Ä J!

uma aplicação diferenciável em . Se  e  for ainda um pontoB B − E § E B! ! !
w

de diferenciabilidade de  então a restrição  é ainda diferen-E 0 ÀE Ä Jw w
ÎEw

ciável em  e com o mesmo diferencial em  que a aplicação .B B 0! !

Dem: Trata-se de um consequência direta do resultado correspondente sobre
o limite de uma restrição em .1.2.36 

3.1.16 (Carácter local da diferenciabilidade) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre , Š B − E! § I 0ÀE Ä J um ponto de diferenciabilidade e 
uma aplicação. Se  é uma vizinhança de  em  já referimos na alínea e)Z B E!

de  que  também é ponto de diferenciabilidade de  e tem-se então3.1.8 B Z!

que  é diferenciável em  se, e só se,  for0 ÀE Ä J B 0 À Z Ä J! ÎZ
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diferenciável e, quando isso acontecer, as duas aplicações têm o mesmo
diferencial em B Þ!
Dem: Trata-se de um consequência direta do resultado geral correspondente
sobre os limites de aplicações em .1.2.39 

3.1.17 (Alteração do espaço de chegada) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š,  um ponto de diferenciabilidade e B − E § I 0ÀE Ä J!

uma aplicação. Se  é um subespaço vetorial  tal queJ § Jw fechado
0ÐEÑ § J 0 B E Ä Jw

! então  é diferenciável em  como aplicação  se, e só se,
0 B E Ä J é diferenciável em  como aplicação  e, nesse caso, o diferencial!

w

H0 H0 ÐIÑ § JB B
w

! !
 é o mesmo nos dois contextos (em particular ).

Dem: Resulta imediatamente da definição que se  é diferenciável em 0 B!

como aplicação  então também o é como aplicação  e com oE Ä J E Ä Jw

mesmo diferencial (uma aplicação linear contínua  também é umaI Ä Jw

aplicação linear contínua ). A recíproca só não é tão imediata porque,I Ä J
0 B E Ä J sendo diferenciável em  como aplicação  poderia ! a priori
acontecer que o diferencial  não fosse uma aplicação linearH0 ÀI Ä JB!

com valores em . No entanto, se verificarmos que se tem necessariamenteJ w

H0 ÐIÑ § J 0B
w

!
, já será trivial concluir que  é diferenciável como aplicação

E Ä J H0w
B e com o mesmo diferencial . Comecemos por verificar o que se
!

passa quando . Nesse caso, tendo em conta , sabemos queA − ÐEÑtB!
3.1.11

se tem

H0 ÐAÑ œ H 0ÐB Ñ œ
0ÐB  >AÑ  0ÐB Ñ

>
B A !

>Ä!

! !
!

lim

pelo que, uma vez que para cada escalar  tal que  se tem> Á ! B  >A − E!

0ÐB  >AÑ  0ÐB Ñ

>
− J

! ! w

e que  é um subespaço vetorial fechado, concluímos que .J H0 ÐAÑ − Jw w
B!

Notamos, por fim, que o conjunto dos vetores  tais que A − I H0 ÐAÑ − JB
w

!

é um subespaço vetorial de  que verificámos conter  e portantoI ÐEÑtB!

contém o subespaço vetorial de  gerado por , o qual é, por hipótese,I ÐEÑtB!

igual a . Por outras palavras, ficou provado que para cada  tem-seI A − I
H0 ÐAÑ − JB

w
!

 o que é precisamente o que nos faltava provar. 

3.1.18 (Mudança de escalares) Sejam  e  espaços vetoriais normadosI J
complexos, E § I 0ÀE Ä J B − E,  uma aplicação e  um ponto de!

diferenciabilidade de  no sentido real, e portanto também no sentido0
complexo (cf. a alínea h) de ). Decorre imediatamente da definição que3.1.8
0 B 0 é diferenciável em  no sentido complexo se, e só se,  for diferenciável!

em  no sentido real e com  aplicação linear complexa, oB H0 ÀI Ä J! B!

diferencial no sentido real coincidindo então com o diferencial no sentido
complexo.
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3.1.19 (Exemplos triviais de diferenciabilidade) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š,  e  um ponto de diferenciabili-E § I B − E!

dade. Tem-se então:
a) Se  é uma aplicação de valor constante  então  é0 ÀE Ä J C 0!

diferenciável em  e com .B H0 œ !ÀI Ä J! B!

b) Se  é a restrição de uma aplicação linear contínua 0 ÀE Ä J ÀI Ä J-
então  é diferenciável em  e com 0 B H0 œ Þ! B!

-
Dem: a) Basta atender a que se tem

0ÐBÑ  0ÐB Ñ  !ÐB  B Ñ C  C  !

mB  B m mB  B m
œ œ !qqp!

! ! ! !

! !
BpB!

.

b) Basta atender a que se tem

0ÐBÑ  0ÐB Ñ  ÐB  B Ñ ÐBÑ  ÐB Ñ  ÐB  B Ñ

mB  B m mB  B m
œ œ !qqp!

! ! ! !

! !
BpB

- - - -

!

. 

3.1.20 (Propriedades de linearidade da diferenciabilidade) Sejam  e I J
espaços vetoriais normados sobre Š,  e  um ponto de diferen-E § I B − E!

ciabilidade. Tem-se então:
a) Se  são duas aplicações diferenciáveis em  então também é0 ß 1ÀE Ä J B!

diferenciável em  a aplicação  e tem-seB 0  1ÀE Ä J!

HÐ0  1Ñ œ H0 H1B B B! ! !
.

Repare-se que do que acabamos de referir deduz-se imediatamente por
indução um resultado análogo sobre a soma de um número finito de apli-
cações diferenciáveis em  e sobre o diferencial dessa soma no ponto .B B! !

b) Se  é diferenciável em  e  então é também diferenciável0 ÀE Ä J B + −! Š
em  a aplicação  e tem-seB +0 ÀE Ä J!

HÐ+0Ñ œ +H0B B! !
.

c) Mais geralmente, se  é diferenciável em  e  é uma0 ÀE Ä J B ÀJ Ä K! 0
aplicação linear contínua, onde  é outro espaço vetorial normado sobre ,K Š
então  é diferenciável em  e tem-se0 ‰ 0 ÀE Ä K B!

HÐ ‰ 0Ñ œ ‰ H00 0B B! !
.

Dem: a) Tem-se que  é uma aplicação linear contínuaH0 H1 ÀI Ä JB B! !

para a qual

lim

lim

BÄB

! B B !

!

BÄB

! B ! ! B !

! !

!

! !

!

! !

Ð0  1ÑÐBÑ  Ð0  1ÑÐB Ñ  ÐH0 H1 ÑÐB  B Ñ

mB  B m
œ

œ  œ
0ÐBÑ  0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñ 1ÐBÑ  1ÐB Ñ  H1 ÐB  B Ñ

mB  B m mB  B m

œ !  ! œ !Þ

Š ‹
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c) Tem-se que  é uma aplicação linear contínua para  a qual0 ‰ H0 ÀI Ä KB!

lim

lim

lim

BÄB

! B !

!

BÄB

! B !

!

BÄB

! B !

!

!

!

!

!

!

!

0 0 0

0

0 0

Ð0ÐBÑÑ  Ð0ÐB ÑÑ  ÐH0 ÐB  B ÑÑ

mB  B m
œ

œ œ
0ÐBÑ  0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñ

mB  B m

œ œ Ð!Ñ œ !
0ÐBÑ  0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñ

mB  B m

Š ‹
Š ‹ .

b) Trata-se do caso particular de c) em que consideramos a aplicação linear
contínua  definida por .0 0À J Ä J ÐCÑ œ +C 

3.1.21 (Diferenciabilidade da aplicação composta) Sejam  espaçosIßJ ßK
vetoriais normados sobre Š, ,  e  e  duasE § I F § J 0ÀE Ä J 1ÀF Ä K
aplicações tais que . Sejam  um ponto de diferenciabilidade0ÐEÑ § F B − E!

tal que  seja um ponto de diferenciabilidade, que  seja diferen-0ÐB Ñ − F 0!

ciável em  e que  seja diferenciável em . Tem-se então queB 1 0ÐB Ñ! !

1 ‰ 0 ÀE Ä K B é diferenciável em  e com!

HÐ1 ‰ 0Ñ œ H1 ‰ H0B B0ÐB Ñ! !!
.

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Com o objetivo de limitar a dimensão das expressões envolvidas, vamos
mostrar que será suficiente provar o caso particular em que , casoH1 œ !0ÐB Ñ!

em que deveremos provar que  é diferenciável em  e com diferencial1 ‰ 0 B!

HÐ1 ‰ 0Ñ œ !B!
.

Subdem: Supondo que se provou o caso particular, podemos, no caso geral,
considerar a aplicação  definida por  que1ÀF Ä K 1ÐCÑ œ 1ÐCÑ  H1 ÐCÑs s 0ÐB Ñ!

verifica, tendo em conta  e ,3.1.19 3.1.20

H1 œ H1 H1 œ !s0ÐB Ñ 0ÐB Ñ 0ÐB Ñ! ! !

e o facto de se ter  implica então, pela1Ð0ÐBÑÑ œ 1Ð0ÐBÑÑ  H1 Ð0ÐBÑÑs 0ÐB Ñ!

alínea c) de  e pelo caso particular que se supõe provado que3.1.20

HÐ1 ‰ 0Ñ œ HÐ1 ‰ 0Ñ  H1 ‰ H0 œ H1 ‰ H0sB B B B0ÐB Ñ 0ÐB Ñ! ! ! !! !
.

2) Vamos então supor que se tem , isto éH1 œ !0ÐB Ñ!

lim
CÄ0ÐB Ñ

!

!!

m1ÐCÑ  1Ð0ÐB ÑÑm

mC  0ÐB Ñm
œ !,   (1)

e o nosso objetivo é provar que  é diferenciável em  e com1 ‰ 0 B!

HÐ1 ‰ 0Ñ œ !B!
, isto é que

lim
BÄB

!

!!

m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

mB  B m
œ !.

Fá-lo-emos com o auxílio do resultado geral sobre limites em 1.2.37
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reparando que se pode escrever , ondeE Ï ÖB × œ E  E!
w ww

E œ ÖB − E Ï ÖB × ± 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ×

E œ ÖB − E Ï ÖB × ± 0ÐBÑ Á 0ÐB Ñ×

w
! !

ww
! !

,
.

Tendo em conta o resultado referido, o que teremos que verificar é o que
enunciamos nas duas alíneas a seguir:
3) Se  for aderente a  entãoB E!

w

lim
BÄB

B−E

!

!!
w

m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

mB  B m
œ !.

Subdem: Trata-se de uma consequência de para cada  ser mesmoB − Ew

m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

mB  B m
œ !

!

!
.

4) Se  for aderente a  entãoB E!
ww

lim
BÄB

B−E

!

!!
ww

m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

mB  B m
œ !.

Subdem: Uma vez que  é contínua em , donde    e que0 B 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ! !
BÄB
lim

!

para cada  tem-se , deduzimos de  pelo resultadoB − E 0ÐBÑ Á 0ÐB Ñ Ð"Ñww
!

sobre o limite da aplicação composta que

lim
BÄB

B−E

!

!!
ww

m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm
œ !.   (2)

Notamos agora que para cada  tem-seB − Eww

! Ÿ œ
m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

mB  B m

œ ‚ Ÿ
m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñ  H0 ÐB  B Ñm

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm mB  B m

Ÿ
m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm

!

!

! ! B ! B !

! !

!

!

! !

‚ 
m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñm

mB  B m

 ‚ mH0 m
m1Ð0ÐBÑÑ  1Ð0ÐB Ñm

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm

! B !

!

!

!
B

!

!
     

pelo que, tendo em conta (2) e o facto de se ter, pela diferenciabilidade de 0
em ,B!

lim
BÄB

B−E

! B !

!!
ww

!
m0 ÐBÑ  0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñm

mB  B m
œ !,
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concluímos por enquadramento (cf. ) que tem lugar o limite que1.2.34
pretendíamos justificar nesta alínea. 

3.1.22 (Diferenciabilidade e normas equivalentes) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre , Š E § I B − E,  um ponto de diferenciabilidade!

e  uma aplicação diferenciável em . Tem-se então:0 ÀE Ä J B!

a) Se substituirmos a norma de  por outra equivalente, a aplicação J 0
continua diferenciável em  e com o mesmo diferencial.B!

b) Se substituirmos a norma de  por outra equivalente então a aplicação I 0
continua diferenciável em  e com o mesmo diferencial.B!

Dem: a) Basta reparamos que a noção de limite é topológica e não se altera
assim quando se substitui a norma por outra equivalente.
b) Apesar de se poder dar uma demonstração mais direta, é formalmente
mais simples aplicar o resultado  sobre a diferenciabilidade da apli-3.1.21
cação composta, reparando que trocar a norma de  pode ser encarado comoI
compor a aplicação  com a identidade , onde consideramos o0 M. ÀE Ä EE

domínio como parte de  com a segunda norma e o codomínio como parteI
de  com a primeira norma, essa identidade sendo uma restrição daI
aplicação linear contínua .M. ÀI Ä II 

O teorema sobre a diferenciabilidade da aplicação composta admite
formulações alternativas quando algum dos espaços ambientes dos
domínios é o corpo dos escalares , formulações que fazem intervir aŠ
derivada em vez do diferencial. Essas formulações deduzem-se imediata-
mente do enunciado geral, se nos lembrarmos das relações entre a
derivada e o diferencial expressas nas identidades  e0 Ð> Ñ œ H0 Ð"Ñw

! >!

H0 Ð+Ñ œ +0 Ð> Ñ> !
w

!
 referidas em . A título de exemplo, detalhamos3.1.14

essas formulações:

3.1.23 a) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre J K Š,  e F § J 1ÀF Ä K
uma aplicação. Sejam  um ponto de diferenciabilidade e> − E §! Š
0 ÀE Ä J > 0ÐEÑ § F 0Ð> Ñ uma aplicação derivável em  tal que , que  seja! !

um ponto de diferenciabilidade de  e que  seja diferenciável em .F 1 0Ð> Ñ!
Tem-se então que  é derivável em  e1 ‰ 0 ÀE Ä K >!

Ð1 ‰ 0Ñ Ð> Ñ œ H1 Ð0 Ð> ÑÑw w
! !0Ð> Ñ! .

b) Sejam  um espaço vetorial normado sobre ,  e  umaK F § 1ÀF Ä KŠ Š
aplicação. Sejam  um espaço vetorial normado,  um ponto deI B − E § I!

diferenciabilidade e  uma aplicação diferenciável em  tal que0 ÀE Ä BŠ !

0 ÐEÑ § F 0ÐB Ñ F 1, que  seja um ponto de diferenciabilidade de  e que  seja!

derivável em . Tem-se então que  é diferenciável em , e0ÐB Ñ 1 ‰ 0 ÀE Ä K B! !

para cada ,A − I

HÐ1 ‰ 0Ñ ÐAÑ œ H0 ÐAÑ 1 Ð0ÐB ÑÑB B !
w

! !
.

c) Sejam  um espaço vetorial normado sobre ,  e  umaK F § 1ÀF Ä KŠ Š
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aplicação. Sejam  um ponto de diferenciabilidade e > − E § 0ÀE Ä! Š Š
uma aplicação derivável em  tal que , que  seja um ponto de> 0ÐEÑ § F 0Ð> Ñ! !

diferenciabilidade de  e que  seja derivável em . Tem-se então queF 1 0Ð> Ñ!
1 ‰ 0 ÀE Ä K > é derivável em  e!

Ð1 ‰ 0Ñ Ð> Ñ œ 0 Ð> Ñ 1 Ð0Ð> ÑÑw w w
! ! ! .

3.1.24 (Aplicações com valores num produto cartesiano finito) Sejam  umM
conjunto finito não vazio de índices e, para cada ,  um espaço vetorial3 − M J3

normado sobre Š e consideremos sobre o produto cartesiano  uma das#
3−M

3J

normas que define a topologia produto, por exemplo a norma do máximo,
definida por

mÐ@ Ñ m œ m@ m3 3−M 3
3−M

max

(cf. ). Sejam  um espaço vetorial normado sobre ,  um2.1.12 I B − E § IŠ !

ponto de diferenciabilidade e, para cada ,  uma aplicação e3 − M 0 ÀE Ä J3 3

consideremos a correspondente aplicação , definida por0 ÀE Ä J#
3−M

3

0 ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑÑ3 3−M .

Tem-se então que  é diferenciável  se, e só se, cada  é0 B 0 ÀE Ä J! 3 3

diferenciável em  e então, para cada ,B A − I!

H0 ÐAÑ œ ÐH0 ÐAÑÑB 3 3−MB! !
.

Dem: Consideremos para cada  a projeção canónica ,4 − M À J Ä J14 3 4
3−M

#
definida por , que sabemos ser uma aplicação linear14 3 3−M 4ÐÐ@ Ñ Ñ œ @
contínua, em particular diferenciável em cada ponto de  e com#

3−M
3J

diferencial nesse ponto igual a  (cf. a alínea b) de ). Se  for14 3.1.19 0
diferenciável em  deduzimos de 3.1.21 que, para cada , é tambémB 4 − M!

diferenciável em  a composta , que não é mais do que , e comB ‰ 0 0! 4 41

H0 ÐAÑ œ H ÐH0 ÐAÑÑ œ ÐH0 ÐAÑÑ4 4 B 4 BB 0ÐB Ñ! ! ! !
1 1 ,

condição que significa precisamente que se tem

H0 ÐAÑ œ ÐH0 ÐAÑÑB 3 3−MB! !
.

Suponhamos, reciprocamente, que cada  é diferenciável em .0 ÀE Ä J B4 4 !

Considerando, para cada , a injeção canónica , que a cada4 − M À J Ä J+4 4 3
3−M

#
@ Ð@ Ñ @ œ ! 3 Á 44 3 3−M 3 associa a família  com  para cada , que é uma aplicação
linear contínua, deduzimos, mais uma vez de , que é diferenciável em3.1.21
B ‰ 0 ÀE Ä J B − E! 4 4 3

3−M

 a aplicação . Reparando agora que, para cada ,+ #
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0ÐBÑ œ ‰ 0 ÐBÑ"
4−M

4 4+ ,

deduzimos da versão para várias parcelas da alínea a) de  que  é3.1.20 0
diferenciável em .B! 

3.1.25 (Diferenciabilidade das aplicações bilineares contínuas) Sejam ,  eJ K
L  espaços vetoriais normados sobre Š # e  uma aplicaçãoÀ J ‚ K Ä L
bilinear contínua. Considerando em  qualquer das normas que define aJ ‚K
topologia produto, por exemplo a norma do máximo definida por

mÐ?ß @Ñm œ Öm?mß m@m×max ,

tem-se então que  é diferenciável em cada  e com# ÐC ß D Ñ − J ‚ K! !

H Ð?ß @Ñ œ Ð?ß D Ñ  ÐC ß @Ñ# # #ÐC ßD Ñ ! !! !
.

Dem: Comecemos por reparar que o facto de  ser bilinear garante a#
linearidade da aplicação  definida por-À J ‚ K Ä L

- # #Ð?ß @Ñ œ Ð?ß D Ñ  ÐC ß @Ñ! !

e esta aplicação linear é contínua uma vez que

m Ð?ß @Ñm Ÿ m Ð?ß D Ñm  m ÐC ß @Ñm Ÿ m mm?mmD m  m mmC mm@m Ÿ

Ÿ m mmÐC ß D ÑmÐm?m  m@mÑ Ÿ #m mmÐC ß D ÑmmÐ?ß @Ñm

- # # # #

# #
! ! ! !

! ! ! ! .

Reparando agora que

# #

# # # #

ÐCß DÑ œ ÐC  C  C ß D  D  D Ñ œ

œ ÐC ß D Ñ  ÐC  C ß D Ñ  ÐC ß D  D Ñ  ÐC  C ß D  D Ñ
! ! ! !

! ! ! ! ! ! ! ! ,

vemos que

! Ÿ œ Ÿ
m ÐCß DÑ  ÐC ß D Ñ  ÐC  C ß D  D Ñm m ÐC  C ß D  D Ñm

mÐC  C ß D  D Ñm mÐC  C ß D  D Ñm

Ÿ Ÿ m mmD  D m
m mmC  C mmD  D m

mÐC  C ß D  D Ñm

# # - #

#
#

! ! ! ! ! !

! ! ! !

! !

! !
!

e portanto, uma vez que  quando , deduzi-m mmD  D mp! ÐCß DÑp ÐC ß D Ñ# ! ! !

mos por enquandramento que, quando ,ÐCß DÑp ÐC ß D Ñ! !

m ÐCß DÑ  ÐC ß D Ñ  ÐC  C ß D  D Ñm

mÐC  C ß D  D Ñm
qp!

# # -! ! ! !

! !
,

o que mostra que  é diferenciável em  e com  como diferencial# -ÐC ß D Ñ! !

nesse ponto. 

3.1.26 (Regra de Leibnitz) Sejam ,  e  espaços vetoriais normados sobreJ K L
Š # e  uma aplicação bilinear contínua. Sejam  um espaçoÀ J ‚ K Ä L I
vetorial normado sobre ,  um ponto de diferenciabilidade eŠ B − E § I!
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0 ÀE Ä J 1ÀE Ä K B e  duas aplicações diferenciáveis em . É então!

também diferenciável em  a aplicação  definida porB 2ÀE Ä L!

2ÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ#

e tem-se

H2 ÐAÑ œ ÐH0 ÐAÑß 1ÐB ÑÑ  Ð0ÐB ÑßH1 ÐAÑÑB B ! ! B! ! !
# # .

Dem: Temos uma consequência do resultado sobre o diferencial da aplicação
composta uma vez que se tem , onde  é a aplicação2 œ ‰ 2 2ÀE Ä J ‚Ks s#
definida por , que, como verificámos em , é2ÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ 3.1.24
diferenciável em  e com . Com efeito,B H2 ÐAÑ œ ÐH0 ÐAÑßH1 ÐAÑÑs

! B B B! ! !

vem então

H2 ÐAÑ œ H ÐH2 ÐAÑ œs

œ H ÐH0 ÐAÑßH1 ÐAÑÑ œ

œ ÐH0 ÐAÑß 1ÐB ÑÑ  Ð0ÐB ÑßH1 ÐAÑÑ

B BÐ0ÐB Ñß1ÐB ÑÑ

Ð0ÐB Ñß1ÐB ÑÑ B B

B ! ! B

! !! !

! ! ! !

! !

#

#

# # . 

3.1.27 (Nota) O resultado precedente é a generalização natural da regra de
Leibniz usual sobre a derivação do produto de funções com valores reais.
Esse facto fica mais evidente se usarmos a notação multiplicativa C ‚ D, para
C − J D − K ÐCß DÑ e , como sinónimo de .  Com essa notação podemos# 246

escrever  pelo que a aplicação  pode ser notada ,2ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ 2 0 ‚ 1
sem risco de confusão, e a fórmula obtida para a derivada por ser reescrita
com os aspeto mais familiar

HÐ0 ‚ 1Ñ ÐAÑ œ H0 ÐAÑ ‚ 1ÐB Ñ  0ÐB Ñ ‚ H1 ÐAÑB B ! ! B! ! !
.

Do mesmo modo que a regra de Leibnitz nos apareceu como uma conse-
quência da fórmula para o diferencial duma aplicação bilinear contínua,
através do resultado sobre a diferenciabilidade da aplicação composta,
outras “regras de derivação” podem ser obtidas a partir do conhecimento
dos diferenciais de aplicações convenientes, que incluem por exemplo
várias funções reais de variável real estudadas em cursos básicos de
Análise Real (inversão, raízes, exponencial, logaritmo, funções trigono-
métricas, etc…). No contexto das aplicações com valores em , para além‚
de aplicações da regra de Leibnitz e do referido na alínea c) de  (por3.1.20
exemplo com a aplicação linear real de conjugação , ),‚ ‚Ä D È D
importa examinar a diferenciabilidade da inversão ,‚ ‚Ï Ö!× Ä
D È D". Essa diferenciabilidade poderia ser obtida de forma análoga à
utilizada no contexto de , mas pode ser interessante encará-la como um‘
caso particular da inversão numa álgebra de Banach que examinamos no
próximo resultado e que admite outras aplicações importantes.

246Convirá ter o cuidado de só utilizar esta notação multiplicativa no contexto de uma
aplicação bilinear.
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3.1.28 (Diferenciabilidade da inversão numa álgebra de Banach) Seja  umaX
álgebra de Banach sobre  (cf. ) e consideremos o aberto  de Š 2.3.29 X X38@

constituído pelos elementos invertíveis e a aplicação contínua inv ,À ÄX X38@

definida por inv  (cf. ). Tem-se então que inv é diferenciávelÐBÑ œ B"  2.3.34
em cada  e comB −! 38@X

H Ð?Ñ œ BinvB !!

" "
!?B .

Dem: Comecemos por notar que tem lugar uma aplicação linear - X XÀ Ä
definida por , a qual é contínua uma vez que se tem-Ð?Ñ œ ?BB!

" "
!

m Ð?Ñm Ÿ mB mm?mmB m œ mB m m?m- ! ! !
" " " # .

Vemos agora que

¼ ¼ ¼ ¼
¼ ¼
¼

inv invÐBÑ  ÐB Ñ  ÐB  B Ñ œ B  B  B ÐB  B ÑB œ

œ B B B B B  B BB B B  B ÐB  B ÑB œ

œ B ÐB  BÑB B B  B ÐB

! ! !
" " " "

! ! !

! ! ! ! ! !
" " " " " " " "

! ! ! !

! ! !
" " " "

! !

-

 B ÑB œ

œ B ÐB  BÑÐB B  "ÑB Ÿ mB mmB  BmmB B  "mmB m

! !
"

! ! ! !
" " " " " "

! ! ! !

¼
¼ ¼

e portanto

! Ÿ Ÿ mB m mB B  "m
ÐBÑ  ÐB Ñ  ÐB  B Ñ

mB  B m

¼ ¼inv inv ! !

!
!
" # "

!

-

onde, tendo em conta a continuidade de invÀ ÄX X38@ ,

mB m mB B  "mqpmB m mB B  "m œ !! ! !
" # " " # "

! !

quando . Podemos assim concluir, por enquadramento, que se temBpB!

também

¼ ¼inv invÐBÑ  ÐB Ñ  ÐB  B Ñ

mB  B m
qp!

! !

!

-

quando , o que prova que inv é diferenciável no ponto  e comBpB B! !

diferencial -. 

3.1.29 (Casos particulares) a) Sendo Š ‘ ‚ igual a  ou , é diferenciável em cada
> − Ï Ö!× À Ï Ö!× Ä Ð>Ñ œ!

"
>Š Š Š a aplicação inv  definida por inv , tendo-se

H Ð+Ñ œ  Ð> Ñ œ inv , e portanto inv .> !
+ "
> >

w
!

! !
# #

b) Se  é um espaço de Banach então o conjunto  dosI ÐIàIÑ § ÐIàIÑ_ _3=9

isomorfismos topológicos é aberto e a aplicação invÀ ÐIàIÑ Ä ÐIàIÑ_ _3=9

definida por inv  é diferenciável em cada  e comÐ Ñ œ0 0 0"
!

H Ð Ñ œ  ‰ ‰inv .0! ( 0 ( 0! !
" "
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O resultado , que esteve na base da justificação da regra de Leibnitz3.1.25
da derivação de um produto admite a seguinte generalização com apli-
cações multilineares a substituir as aplicações bilineares.

3.1.30 (Diferenciabilidade das aplicações multilineares contínuas) Sejam
8   # J, "ßá ßJ L8 espaços vetoriais normados sobre  e  um espaçoŠ
vetorial normado sobre . SejaŠ

#À J ‚â‚ J Ä L" 8

uma aplicação multilinear contínua. Considerando em J ‚â‚ J" 8

qualquer das normas que define a topologia produto, por exemplo a norma
do máximo definida por

mÐ? ß ? ßá ß ? Ñm œ Öm? m ß m? m ßá ß m? m ×" # 8 " " # # 8 8max ,

(cf. ), tem-se então que  é diferenciável em cada  e2.1.12 # ÐC ß C ßá ß C Ñ" # 8! ! !

com

H Ð? ß ? ßá ß ? ÑÑ œ Ð? ß C ßá ß C Ñ 

 ÐC Þ? ßá ß C Ñ â ÐC ß C ßá ß ? Ñ

# #

# #
ÐC ßC ßáßC Ñ " # 8 " # 8! !

" # 8 " # 8! ! ! !

" # 8! ! !

.

Dem: Vamos demonstrar o resultado por indução no número  de variáveis8
da aplicação multilinear, começando por reparar que o caso em que  é8 œ #
precisamente o resultado  que pretendemos generalizar. Suponhamos3.1.25
então que o resultado é válido no caso em que temos  variáveis e8
consideremos uma aplicação multilinear contínua

#À J ‚â‚ J ‚ J Ä L" 8 8"

com  variáveis. Para cada , podemos8  " ÐC ßá ß C Ñ − J ‚â‚ J" 8 " 8

considerar a aplicação linear

#

# #

sÐC ßá ß C ÑÀ J Ä L

sÐC ßá ß C ÑÐC Ñ œ ÐC ßá ß C ß C Ñ
" 8 8"

" 8 8" " 8 8"

,
,

a qual é contínua e com

m ÐC ßá ß C Ñm Ÿ m mmC mâmC ms# #" 8 " 8 ,   (1)

uma vez que se tem

m ÐC ßá ß C ÑÐC Ñm œ m ÐC ßá ß C ß C Ñm Ÿ m mmC mâmC mmC ms# # #" 8 8" " 8 8" " 8 8" .

Podemos assim considerar uma aplicação

# _sÀ J ‚â‚ J Ä ÐJ àLÑ" 8 8"

que é naturalmente multilinear (com  variáveis) e é contínua tendo em conta8
a desigualdade (1). Considerando a aplicação bilinear contínua de avaliação
F _À ÐJ àLÑ ‚ J Ä L8" 8"  (cf. ) vemos agora a partir da identidade2.1.34
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# F #ÐC ßá ß C ß C Ñ œ ÐC ßá ß C Ñß Cs" 8 8" " 8 8"ˆ ‰,

tendo em conta a hipótese de indução, a regra de Leibnitz e o facto de termos
aplicações lineares contínua (projeções) que a  associamÐC ßá ß C ß C Ñ" 8 8"

ÐC ßá ß C Ñ C" 8 8" e  respetivamente, que  é efetivamente diferenciável em#
ÐC ßá ß C ß C Ñ" 8 8"! ! !  e com

H Ð? ßá ß ? ß ? ÑÑ œ

œ H Ð? ßá ß ? Ñß C  ÐC ßá ß C Ñß ? Ñ œs s

œ Ð? ßá ß C Ñ â ÐC ßá ß ? Ñ ß Cs s

#

F # F #

F # #

ÐC ßáßC ßC Ñ " 8 8"

" 8 8" " 8 8"! ! !

" 8 " 8 8"! ! !

" 8 8"! ! !

ÐC ßáßC Ñ" !! 8
Š ‹ ˆ
Š ‹  ÐC ßá ß C Ñß ? œs

œ Ð? ßá ß C ß C Ñ â ÐC ßá ß ? ß C Ñ  ÐC ßá ß C ß ? Ñ

F #

# # #

ˆ ‰" 8 8"! !

" 8 8" " 8 8" " 8 8"! ! ! !! ! ,

o que termina a demonstração por indução. 

Exercícios

Ex. 3.1.1 a) Sejam  e  a aplicação definida por . VerificarE œ § 0ÀE Ä 0ÐBÑ œ B‘ ‚ ‚
que a unidade imaginária  pertence ao cone de derivabilidade de  em  no sentido3 E !
complexo e que existe a derivada dirigida de  em  segundo  no sentido complexo,0 ! 3
e é igual a . Mostrar, no entanto, que  não pertence ao cone de derivabilidade de 3 3 E
em  no sentido real pelo que não existe derivada dirigida de  em  segundo  no! 0 ! 3
sentido real.
b) Seja  a aplicação de conjugação, definida por . Verificar que 1À Ä 1ÐDÑ œ D 0‚ ‚
não tem derivada dirigida em  segundo  no sentido complexo mas que  já tem! " 0
derivada dirigida em  segundo  no sentido real, igual a .! " "

Ex. 3.1.2 (Homogeneidade da derivada dirigida) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre ,  e  uma aplicação derivável em  segundoŠ B − E § I 0ÀE Ä J B! !

um vetor . Mostrar que para cada  a aplicação  é também derivávelA − ÐEÑ > − 0tB!
Š

em  segundo o vetor  e que se tem .B >A H 0ÐB Ñ œ >H 0ÐB Ñ! >A ! A !

Ex. 3.1.3 Sejam  um espaço vetorial normado sobre ,  um ponto nãoJ > − E §Š Š!

isolado e  uma aplicação. Mostrar que  é derivável no ponto , no sentido0 ÀE Ä J 0 >!
referido em , se, e só se,  for derivável em  segundo  e que, nesse caso,3.1.1 0 B " −! Š
tem-se .0 ÐB Ñ œ H 0ÐB Ñw

! " !

Ex. 3.1.4 Seja  a aplicação definida por0 À Ä‘ ‘#

0ÐBß CÑ œ
ÐBß CÑ Á Ð!ß !Ñ

! ÐBß CÑ œ Ð!ß !Ñ
 B

B C

$

# # , se 

, se 
.

a) Sugestão: Mostrar que a aplicação  é contínua.  Mostrar que .0 l0ÐBß CÑl Ÿ mÐBß CÑm
b) Verificar que  é derivável em  segundo qualquer vetor  e com0 Ð!ß !Ñ Ð+ß ,Ñ − ‘#

H 0Ð!ß !Ñ œ
Ð+ß ,Ñ Á Ð!ß !Ñ

! Ð+ß ,Ñ œ Ð!ß !Ñ
Ð+ß,Ñ

+
+ ,œ $

# # , se 
, se 

,



488 Cap. 3. Cálculo diferencial em espaços normados

por outras palavras .H 0Ð!ß !Ñ œ 0Ð+ß ,ÑÐ+ß,Ñ

c) Sugestão: Mostrar que  não é diferenciável em .  Reparar que, por exemplo,0 Ð!ß !Ñ

H 0Ð!ß !Ñ Á H 0Ð!ß !Ñ  H 0Ð!ß !ÑÐ"ß"Ñ Ð"ß!Ñ Ð!ß"Ñ .

Ex. 3.1.5 a) Sejam  e  espaços vetoriais normados complexos, ,  umaI J E § I 0ÀE Ä J
aplicação e  um ponto de diferenciabilidade de  no sentido real, e portantoB − E 0!

também no sentido complexo (cf. a alínea g) de ). Mostrar que  é diferenciável3.1.8 0
em  no sentido complexo se, e só se,  for diferenciável em  no sentido real eB 0 B! !

com  para cada .H0 Ð3AÑ œ 3H0 ÐAÑ A − IB B! !

b) No caso particular em que  e em que  é um conjunto aberto, verificarI œ J œ E‚
que a conclusão de a) constitui uma reformulação das “condições de Cauchy-Rie-
mann” para a holomorfia.

Ex. 3.1.6 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre  e :  umaI J I ‚I Ä JŠ 0
aplicação bilinear contínua. Seja :  a aplicação definida por .0 I Ä J 0ÐBÑ œ ÐBß BÑ0
Mostrar que  é diferenciável em todos os pontos e que0

H0 ÐAÑ œ ÐAß BÑ  ÐBß AÑB 0 0 .

Ex. 3.1.7 Sejam  um intervalo não trivial e  um espaço vetorial normado sobreN § I‘
Š F _. Verificar que se :  e :  são duas aplicações diferenciáveisN Ä ÐIàIÑ 0 N Ä I
em  então é diferenciável em  a aplicação :  definida por> − N > 1 N Ä I! !

1Ð>Ñ œ Ð>ÑÐ0Ð>ÑÑ 1 Ð> ÑF  e apresentar uma caracterização de .w
!

Ex. 3.1.8 Seja  um espaço pre-hilbertiano real. Mostrar que é diferenciável em todos osI
pontos a aplicação :  definida por  e calcular .2 I Ï Ö!× Ä 2ÐBÑ œ mBm H2 ÐAÑ‘ B

Ex. 3.1.9 Seja  um espaço vetorial normado distinto de . Mostrar que a aplicaçãoI Ö!×
0ÀI Ä 0ÐBÑ œ mBm !‘, definida por , não é diferenciável em .
Sugestão: Determinar as respectivas derivadas dirigidas.

Ex. 3.1.10 Sejam  um espaço vetorial normado real,  um espaço pre-hilbertiano real,I J
B − E § I 0ÀE Ä J!  um ponto de diferenciabilidade e  uma aplicação diferenciável
em  e tal que a função  seja constante. Mostrar que, para cada ,B m0ÐBÑm A − I!

H0 ÐAÑ 0ÐB ÑB !!
 é ortogonal a .

Ex. 3.1.11 Sejam  um espaço vetorial real,  e .I E § I B − E!

a) t Tendo em conta a alínea d) de , mostrar que  é a união de dois1.2.10 B!
ÐEÑ

subconjuntos, não necessariamente disjuntos,

t t tB B B! ! !
ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ  ,

onde  é constituído pelos  tais que  é aderente ao conjuntotB!
ÐEÑ A − I !

Ö= − Ó!ß_Ò ± B  =A − E×!

e  pelos  tais que  é aderente ao conjuntotB!
ÐEÑ A − I !

Ö= − Ó_ß !Ò ± B  =A − E×! .

b) Nos exemplos ilustrados em  verificar quais os vetores representados que3.1.4
pertencem a  e a .t t 

B B! !
ÐEÑ ÐEÑ

c) t t Verificar que se tem  se, e só se, .A − ÐEÑ A − ÐEÑ 
B B! !
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d) Adaptar as propriedades elementares examinadas em  de modo a obter3.1.5
resultados análogos envolvendo  e .t t 

B B! !
ÐEÑ ÐEÑ

Ex. 3.1.12 a) Sejam  um espaço vetorial normado real,  um ponto deI B − E § I!

diferenciabilidade e  uma aplicação diferenciável no ponto  e atingindo0 ÀE Ä B‘ !

nesse ponto um máximo relativo (isto é, tal que existe uma vizinhança aberta  de Z B!

em  tal que , para cada ). Mostrar que se tem entãoE 0ÐBÑ Ÿ 0ÐB Ñ B − Z!

H0 ÐAÑ Ÿ ! ÐEÑ H0 ÐAÑ œ !B BB! !!
 para cada  e deduzir que se tem  para cadat

A − ÐEÑ  ÐEÑt t 
B B! !

.
b) Enunciar e justificar a conclusão correspondente para pontos onde uma função
atinja um mínimo relativo.
c) Concluir que no caso em  é interior a  e  é diferenciável em  eB E § I 0ÀE Ä B! !‘
atinge nesse ponto um máximo relativo ou um mínimo relativo então tem-se
H0 œ !B!

.

Ex. 3.1.13 Sejam  um espaço de Hilbert sobre ,  um subespaço vetorial fechado,I JŠ
B − I C − J mB  C m œ .ÐBß J Ñ mB  Cm   mB  C m e  tais que , isto é, tal que ,! ! !

para todo o . Utilizar o exercício anterior para reobter o resultado que  éC − J B  C!
ortogonal a , e portanto que  é a projecção ortogonal de  sobre . Reparar que seJ C B J!

trata de apresentar uma justificação distinta, e porventura mais natural do que a que
foi feita na demonstração de .  Começar por examinar o caso mais2.5.24 Sugestão:
simples em que .Š ‘œ

Ex. 3.1.14 Sejam  um espaço vetorial normado real,  um espaço de Hilbert real,I J
B − E § I 0ÀE Ä ÐJ à J Ñ!  um ponto de diferenciabilidade e  uma aplicação_
diferenciável em  tal que, para cada , o elemento  de  seja aB B − E 0 ÐJ à J Ñ! B _
projecção ortogonal de  sobre um subespaço vetorial fechado . Reparar que issoJ JB

implica, em particular, que para cada  a aplicação linear  é autoadjunta (cf. oB − E 0B
exercício ) e verifica .2.5.12 0 ‰ 0 œ 0B B B

a) Mostrar que, para cada , a derivada direccional  é umaA − I H0 ÐAÑ − ÐJ à J ÑB!
_

aplicação linear autoadjunta que verifica .H0 ÐAÑ ‰ 0 œ ÐM  0 Ñ ‰ H0 ÐAÑB B J B B! ! ! !

b) Mostrar, mais geralmente, que, se  é uma aplicação linear tal que( _− ÐJ à J Ñ
( ( (‰ 0 œ ÐM  0 Ñ ‰ J JB J B B B

¼
! ! ! !

, então a aplicação linear  aplica o subespaço  em  e
aplica o subespaço  em .J JB

¼
B! !

§2. Diferenciais de ordem superior.

Vamos estudar nesta secção aplicações que são diferenciáveis em todos os
pontos do seu domínio, condição que naturalmente só faz sentido quando
todos os pontos do domínio são pontos de diferenciabilidade. É assim
natural apresentar a seguinte definição.

3.2.1 Se  é um espaço vetorial sobre I Š, dizemos que um conjunto  é umE § I
domínio de diferenciabilidade se cada  for um ponto de diferenciabi-B − E!

lidade. Repare-se que os domínios de diferenciabilidade incluem muitos dos
domínios de aplicações que nos aparecem na prática, nomeadamente:
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a) Se  então  é domínio de diferenciabilidade se, e só se,  não temE § E EŠ
pontos isolados (cf. a alínea f) de ). Em particular, se  é um3.1.8 N § ‘
intervalo não trivial então  é um domínio de diferenciabilidade, tanto comoN
parte do espaço vetorial real  como como parte do espaço vetorial‘
complexo  .‚ 247

b) Se  é um espaço vetorial normado sobre  e  é um conjuntoI Y § IŠ
aberto então  é um domínio de diferenciabilidade (cf. a alínea c) de ).Y 3.1.8
c) Se  é um espaço vetorial normado sobre ,  é um domínio deI E § IŠ
diferenciabilidade e  é aberto em  então  é um domínio deY § E E Y
diferenciabilidade(cf. a alínea e) de ).3.1.8
d) Se  é um conjunto finito não vazio de índices e, para cada ,  é umM 3 − M I3

espaço vetorial sobre  e  é um domínio de diferenciabilidade entãoŠ E § I3 3

o produto cartesiano  é um domínio de diferenciabilidade (cf.# #
3−M 3−M

3 3E § I

3.1.9).
e) Se  e  são espaços vetoriais sobre I J Š -,  é um isomorfismo eÀ I Ä J
E § I ÐEÑ § J é um domínio de diferenciabilidade então  é também um-
domínio de diferenciabilidade (cf. a alínea g) de )3.1.8
A figura a seguir sugere um exemplo de domínio de diferenciabilidade em
‘# que não se insere no contexto das alíneas precedentes.

3.2.2 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre ,  um domínio deI J E IŠ §
diferenciabilidade e  uma aplicação. Vamos dizer que  é0 ÀE Ä J 0
diferenciável se for diferenciável em todos os pontos . Quando issoB − E
acontecer notamos  a aplicação que a cada  associaH0ÀE Ä ÐIàJÑ B − E_
o diferencial  de  em .H0 0 BB

Quando quisermos sublinhar qual o corpo dos escalares que estamos a
considerar falamos de aplicações diferenciáveis no sentido real no caso em
que Š ‘œ  e de aplicações diferenciáveis no sentido complexo no caso em
que . Note-se que às aplicações diferenciáveis no sentido complexo éŠ ‚œ
usual dar também o nome de  no caso em que oaplicações holomorfas
domínio é um conjunto aberto mas preferimos não utilizar por agora esta
última designação para sublinhar que as propriedades mais profundas das
aplicações holomorfas, sobre as quais nos debruçaremos adiante na secção
3.7, não serão em geral válidas no contexto dos domínios mais gerais que
estamos a considerar (lembrar, por exemplo, que, tendo em conta o referido
em , toda a aplicação diferenciável no sentido real  é3.1.2 0 À Ò+ß ,Ó Ä ‚

247Mas não, evidentemente, como parte do espaço vetorial real .‚
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também diferenciável no sentido complexo quando se considera  comoÒ+ß ,Ó
parte de )‚ .

3.2.3 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š,  um domínio deE § I
diferenciabilidade e  uma aplicação. 0 ÀE Ä J Vamos definir recursivamente
quando é que a aplicação  é  e, para cada aplicação nessas0 de classe G5

condições, o seu , , que vai ser uma aplicaçãodiferencial de ordem 5 H 05

contínua de  no espaço vetorial normado  (cf. ), do seguinteE ÐIàJÑ_5 2.1.37
modo:
a) Diz-se que  é de classe  se  é uma aplicação contínua. Para0 ÀE Ä J G 0!

uma tal aplicação considera-se  como sinónimo de  (relembrar o que seH 0 0!

disse na nota de pé de página  na página 282).160
b) Diz-se que  é de classe  se  é diferenciável e a aplicação0 ÀE Ä J G 0"

H0ÀE Ä ÐIàJÑ H 0_  é contínua. Toma-se, neste caso,  como sinónimo de"

H0 .248

c) Diz-se que  é de classe , onde , se  é diferenciável e a0 G 5   " 05"

aplicação  é de classe . Podemos considerar, nesseH0ÀE Ä ÐIàJÑ G_ 5

caso, uma aplicação contínua

H ÐH0ÑÀE Ä ÐIà ÐIà JÑÑ5 5_ _

e definimos a aplicação contínua  como sendo aH 0ÀE Ä ÐIàJÑ5" 5"_
composição daquela com a isometria linear canónica

E5
" 5 5"À ÐIà ÐIà JÑÑ Ä ÐIàJÑ_ _ _

referida em . Por outras palavras, tem-se2.1.43

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ5" 5
B " 5" B " 5 5" .

Observe-se desde já que, tendo em conta a continuidade de qualquer
aplicação diferenciável, verifica-se imediatamente por indução que se
0 ÀE Ä J G 0 G é de classe  então  é também de classe  para todo o5 4

! Ÿ 4 Ÿ 5.

3.2.4 Dados os espaços vetoriais normados  e  sobre , o domínio de dife-I J Š
renciabilidade  e a aplicação , dizemos que  é E § I 0ÀE Ä J 0 de classe
G 5 −_, ou que é , se for de classe  para todo o .suave G5 

Examinamos em seguida alguns exemplos de aplicações de classe ,G_

assim como uma caracterização das respetivas derivadas.

248Formalmente, este passo b) é desnecessário, por poder ser considerado como um caso
particular do passo recursivo descrito em c). Apresentamo-lo por razões pedagógicas e
para permitir àqueles que não gostaram muito do que dissémos em a) começar a recursão
com .5 œ "
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3.2.5 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š,  um domínio deE § I
diferenciabilidade e  é uma aplicação constante. Então  é de0 ÀE Ä J 0
classe  e tem-se , para cada .G H 0 œ ! 5   "_ 5

Dem: Já sabemos que  é diferenciável e com  para cada 0 H0 œ ! B − EB

pelo que, em particular,  é constante e daqui decorre, porH0ÀE Ä ÐIàJÑ_
indução em , que  é de classe  para todo o  e com .5 0 G 5   " H 0 œ !5 5 

3.2.6 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre  e  umaI J ÀI Ä JŠ -
aplicação linear contínua. Tem-se então que  é uma aplicação de classe - G_

e , para cada .H œ ! 5   #5-
Dem: Sabemos que  é diferenciável em todos os pontos  e com- B − I
H œ H ÀI Ä ÐIàJÑ- - - _B , pelo que a aplicação  é constante. 

3.2.7 Sejam ,  e  espaços vetoriais normados sobre  e J K L ÀJ ‚ K Ä LŠ #
uma aplicação bilinear contínua. Tem-se então que  é uma aplicação de#
classe  e , para cada 3.G H œ ! 5  _ 5#
Dem: Já vimos que  é diferenciável e com#

H Ð?ß @Ñ œ Ð?ß DÑ  ÐCß @Ñ# # #ÐCßDÑ .

Resulta daqui facilmente que  é uma aplicaçãoH ÀJ ‚ K Ä ÐJ ‚KßLÑ# _
linear pelo que tudo o que temos que ver é que esta aplicação linear é
contínua. Ora, tem-se

mH Ð?ß @Ñm Ÿ m Ð?ß DÑm  m ÐCß @Ñm Ÿ

Ÿ m mm?mmDm  m mmCmm@m Ÿ

Ÿ #m mmÐCß DÑmmÐ?ß @Ñm

# # #

# #

#

ÐCßDÑ

,

o que mostra que  e portanto que a aplicação linearmH m Ÿ #m mmÐCß DÑm# #ÐCßDÑ

H# é contínua. 

Analogamente ao que sucedia no estudo da diferenciabilidade, para além
dos resultados precedentes que apontam exemplos de aplicações de classe
G5 , será cómodo dispormos de resultados que garantam que certas
aplicações são de classe  a partir do facto de outras o serem.G5

3.2.8 (Propriedades de linearidade das aplicações de classe )G5  Sejam  e I J
espaços vetoriais normados sobre  e  um domínio de diferen-Š E § I
ciabilidade. Tem-se então:
a) Se  são duas aplicações de classe  então a aplicação0 ß 1ÀE Ä J G5

0  1ÀE Ä J G B − E é também de classe  e para cada 5

H Ð0  1Ñ œ H 0 H 05 5 5
B B B.

Como habitualmente deduz-se naturalmente, por indução, um resultado
análogo sobre a soma de um número finito de aplicações de classe  eG5

sobre o respetivo diferencial de ordem .5
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b) Se 0 ÀE Ä J G + − é uma aplicação de classe  e  então é também de5 Š
classe  a aplicação  e para cada G +0ÀE Ä J B − E5

H Ð+0Ñ œ +H 05 5
B B.

c) Mais geralmente, se  é uma aplicação de classe  e  é0 ÀE Ä J G ÀJ Ä K5 0
uma aplicação linear contínua, onde  é outro espaço vetorial normado sobreK
Š 0, então  é uma aplicação de classe  e para cada ‰ 0 ÀE Ä K G B − E5

H Ð ‰ 0Ñ œ ‰ H 05 5
B B0 0 .

Dem: a) O caso em que  resulta de que a soma de aplicações contínuas5 œ !
é contínua e o caso em que  resulta deste mesmo facto e da propriedade5 œ "
na alínea a) de . Supondo o resultado verdadeiro para um certo  e3.1.20 5   "
que 0 ß 1ÀE Ä J G H0ßH1ÀE Ä ÐIàJÑ são de classe  então  são de5" _
classe  e o facto de  ser diferenciável e comG 0  1ÀE Ä J5

HÐ0  1Ñ œ H0 H1B B B

implica pela hipótese de indução que  é de classeHÐ0  1ÑÀE Ä ÐIàJÑ_
G 0  1 G5 5", isto é, que  é de classe  e que

H Ð0  1Ñ Ð? ßá ß ? ß ? Ñ œ H ÐHÐ0  1ÑÑ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ

œ H ÐH0 H1Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ

œ H ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? Ñ  H ÐH1Ñ Ð? ßá ß ? Ñ Ð? Ñ œ

œ H 0

5" 5
B " 5 5" B " 5 5"

5
B " 5 5"

5 5
B " 5 B " 5 5"

5"

ˆ ‰
B " 5 5" B " 5 5"

5"Ð? ßá ß ? ß ? Ñ  H 1 Ð? ßá ß ? ß ? Ñ.

c) Consideremos agora para cada  a aplicação linear contínua5   "

0 _ 0 _ _‡ I
5 5 5œ ÐM. à ÑÀ ÐIà JÑ Ä ÐIàKÑ

definida por  (cf. ). Para  tudo o que há a ter em conta é- 0 -È ‰ 5 œ !2.1.44
o facto de a soma de a composta de aplicações contínuas ser contínua. O caso
em que  resulta do mesmo facto e da propriedade na alínea c) de5 œ "
3.1.20Þ 5   " 0 Supondo o resultado verdadeiro para um certo  e que À E Ä J
é de classe G5" atendemos a que para cada B − E

HÐ0 0 0‰ 0Ñ œ ‰ H0 œ ÐH0 ÑB B ‡ B

para, aplicando a hipótese de indução, deduzir que HÐ0 _‰ 0ÑÀE Ä ÐIàKÑ é
de classe , ou seja,  é de classe , e queG ‰ 0ÀE Ä J G5 5"0

H Ð ‰ 0Ñ Ð? ßá ß ? ß ? Ñ œ H ÐHÐ ‰ 0ÑÑ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ

œ H Ð ‰ H0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ H ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? Ñ Ð? Ñ œ

œ ÐH ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ?

5" 5
B " 5 5" B " 5 5"

5 5
‡ B " 5 5" ‡ B " 5 5"

5
B " 5 5

0 0

0 0

0

ˆ ‰
" B " 5 5"

5"ÑÑ œ ÐH 0 Ð? ßá ß ? ß ? ÑÑ0 .

b) Trata-se do caso particular de c) em que consideramos a aplicação linear
contínua  definida por .0 0À J Ä J ÐCÑ œ +C 
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3.2.9 (Alteração do espaço de chegada) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š,  um domínio de diferenciabilidade e E § I 0ÀE Ä J
uma aplicação. Se  é um subespaço vetorial  tal queJ § Jw fechado
0ÐEÑ § J 0 G E Ä Jw 5 então  é de classe  como aplicação  se, e só se, for de
classe  como aplicação  e, nesse caso, o diferencial  é oG E Ä J H 05 w 5

mesmo nos dois contextos (em particular  toma valores emH 0 ÀI Ä J5 5
B

J w).
Dem: O facto de, no caso em que  é de classe  como aplicação 0 G E Ä J5 w

também o ser como aplicação  e, nesse caso, com o diferencial  aE Ä J H 05

ser o mesmo nos dois contextos, é uma consequência de aplicar a alínea c) de
3.2.8 à aplicação linear contínua inclusão . Fazemos a+À J Ä Jw

demonstração da recíproca por indução em , o caso em que  resul-5 5 œ !
tando de , mesmo sem a hipótese de  ser fechado. Admitindo o1.4.14 J w

resultado verdadeiro para um certo  e que  é de classe  como5 0 G5"

aplicação , resulta de  que  é diferenciável como aplicaçãoE Ä J 03.1.17
E Ä J G H0ÀE Ä ÐIàJÑw 5 e que a aplicação de classe , , que é a mesma_
nos dois contextos, toma valores no subespaço vetorial fechado  de_ÐIà J Ñw

_ÐIà JÑ (cf. a alínea b) de ) e portanto, pela hipótese de indução, é2.1.35
também de classe  como aplicação , o que mostra que  éG E Ä ÐIàJ Ñ 05 w_
de classe  como aplicação .G E Ä J5 

3.2.10 (Mudança de escalares) Sejam  e  espaços vetoriais normadosI J
complexos E § I I um domínio de diferenciabilidade de  enquanto espaço
vetorial real (e portanto também enquanto espaço vetorial complexo) e
0 ÀE Ä J G 0 uma aplicação de classe . Tem-se então que  é também de5

classe  quando se consideram  e  como espaços vetoriais normadosG I J5

reais e cada  é a mesma aplicação multilinear nos dois sentidos.H 05 B

Dem: O caso em que  é trivial e o caso em que  decorre de 5 œ ! 5 œ " 3.1.18
e do facto de a continuidade de  implicar a continuidadeH0ÀE Ä ÐIàJÑ_‚
de . Suponhamos, por indução, que o resultado é válidoH0ÀE Ä ÐIàJÑ_‘
para um certo  e que  é de classe . Tem-se então que  é5   " 0 ÀE Ä J G 05"

diferenciável em cada  no sentido complexo, e portanto no sentido real,B − E
e a aplicação  é de classe  no sentido complexo eH0ÀE Ä ÐIàJÑ G_‚

5

portanto, pela hipótese de indução, também no sentido real e com o dife-
rencial  sendo o mesmo nos dois sentidos.H ÐH0ÑÀE Ä ÐIà ÐIà JÑÑ5 5_ _‚ ‚

Tendo em conta , lembrando que  é um subespaço vetorial3.2.9 _‚ÐIà JÑ
fechado de  (cf. a alínea a) de ), concluímos que_‘ÐIà JÑ 2.1.35
H0ÀE Ä ÐIàJÑ G_‘  é também de classe  no sentido real e com o5

diferencial de ordem  igual ao diferencial de ordem  de5 5
H0ÀE Ä ÐIàJÑ 0 ÀE Ä J G_‚  e portanto que  é de classe  no sentido5"

real. Por fim lembrando que, por definição

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ5" 5
B " 5" B " 5 5" ,

concluímos que a aplicação multilinear  é a mesma no sentidoH 05"
B

complexo e no sentido real. 
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Veremos em breve que a composta de aplicações de classe  é ainda deG5

classe  mas o resultado  já inclui o caso particular em que aG5 3.2.8
aplicação que opera em segundo lugar é linear contínua. Antes de obter o
resultado geral será conveniente examinar também o caso particular em
que a aplicação que opera em primeiro lugar é linear contínua, sendo
conveniente generalizar um pouco e considerar o caso em que esta é afim
e contínua. Este segundo caso particular, tal como sucedia com o
primeiro, apresenta sobre o caso geral da composição de aplicações de
classe  arbitrárias a vantagem de podermos explicitar facilmenteG5

fórmulas para os diferenciais de ordem .5

3.2.11 (Aplicações afins) Lembremos que, se  e  são espaços vetoriais sobreI J
Š, diz-se que uma aplicação  é  se existe uma aplicação linear-̃À I Ä J afim
- - - -À I Ä J C − J ÐBÑ œ ÐBÑ  C e um elemento  tais que  (  é a composta˜ ˜

! !

de uma aplicação linear com uma translação). Note-se que tanto o vetor C!
como a aplicação linear  ficam bem determinadas por , visto que se tem˜- -
C œ Ð!Ñ ÐBÑ œ ÐBÑ  C! !- - - -˜ ˜ e ; diz-se que  é a  àaplicação linear associada
aplicação afim .-̃
Repare-se que, no caso em que  e  são espaços vetoriais normados sobreI J
Š, as fórmulas - - - -˜ ˜ e  mostram que umaÐBÑ œ ÐBÑ  C ÐBÑ œ ÐBÑ  C! !

aplicação afim é contínua se, e só se, a aplicação linear associada for
contínua e que, quando isso suceder, a aplicação afim é diferenciável em
cada  e com B − I H- -˜ .B œ

3.2.12 (Composição com uma aplicação afim) Sejam ,  e  espaçosI J K
vetoriais normados sobre ,  uma aplicação afim contínua, de˜Š -À I Ä J
aplicação linear associada ,  e  domínios de-À I Ä J E § I F § J
diferenciabilidade tais que  e  uma aplicação de classe-̃ÐEÑ § F 0ÀF Ä K

G 0 ‰ ÀE Ä K G 5   "5 5
E. Tem-se então que  é de classe  e, se ,-̃/

H Ð0 ‰ Ñ Ð? ßá ß ? Ñ œ H 0 Ð Ð? Ñßá ß Ð? ÑÑ5 5
E B " 5 " 5ÐBÑ- - -˜ ./ -̃

Dem: Mais uma vez, fazemos uma prova por indução em , o caso em que5
5 œ ! sendo trivial. Notemos

- _ - _ _‡
Jœ Ð à M. ÑÀ ÐJ àKÑ Ä ÐIàKÑ,

que sabemos ser uma aplicação linear contínua. Supondo que  é0
diferenciável, o teorema da diferenciação da aplicação composta garante que
0 ‰ ÀE Ä K B − E-̃  é diferenciável em cada  e com/E

HÐ0 ‰ Ñ œ H0-̃   (1) /E B - - -˜ ˜ ˜ÐBÑ ÐBÑ ÐBÑB
‡‰ H œ H0 ‰ œ ÐH0 Ñ- - -˜ ,

em particular

HÐ0 ‰ Ñ Ð?Ñ œ-̃/E B H0 Ð Ð?ÑÑ-̃ÐBÑ - .

No caso em que , a continuidade de ˜5 œ " HÐ0 ‰ Ñ-/E ÀE Ä ÐIàKÑ_  resulta
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de que, por (1), temos a composta das três aplicações continuas ,-̃ÎEÀE Ä F

H0ÀF Ä ÐJàKÑ À ÐJ àKÑ Ä ÐIàKÑ_ - _ _ e .‡  Suponhamos que o resultado
é verdadeiro para um certo  e que  é de classe . Como já5   " 0 ÀF Ä K G5"

referimos,  é diferenciável em cada  e com ˜ ˜0 ‰ ÀE Ä K B HÐ0 ‰ Ñ- -/ /E E B

dado por (1). O facto de H0ÀF Ä ÐJàKÑ G_  ser de classe  implica pela5

hipótese de indução que é de classe  a aplicaçãoG5

ÐH0Ñ ‰ ÀE Ä ÐJàKÑ-̃/E _

e portanto, pela alínea c) de , o mesmo acontece a3.2.8

HÐ0 ‰ Ñ œ- -˜ ˜
/ /E E- _‡ ‰ ÐH0Ñ ‰ ÀE Ä ÐIàKÑ,

o que mostra que  é de classe . Vemos enfim que0 ‰ -̃/EÀE Ä K G5"

H Ð0 ‰ Ñ Ð? ßá ß ? Ñ œ

œ H ÐHÐ0 ‰ ÑÑ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ

œ H Ð ‰ H0 ‰ Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ

œ ÐH ÐH0 ‰ Ñ Ð? ßá ß ? ÑÑÐ? Ñ œ

œ H ÐH0 ‰

5"
Y B " 5"

5
Y B " 5 5"

5 ‡
Y B " 5 5"

‡ 5
Y B " 5 5"

5

-

-

- -

- -

˜

˜

˜

˜

/

/

/

/

- -

- - -

- -

˜

.

/

˜

˜

Y B " 5 5"

5
ÐBÑ " 5 5"

5"
ÐBÑ " 5"

Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ Ð? ÑÑ œ

œ H ÐH0Ñ Ð Ð? Ñßá ß Ð? ÑÑÐ Ð? ÑÑ œ

œ H 0 Ð Ð? Ñßá ß Ð? ÑÑ

-

- 

3.2.13 (Corolário) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre ,I J Š
E § F § I 0ÀF Ä J domínios de diferenciabilidade e  uma aplicação de
classe . Tem-se então que  é também de classe  eG 0 ÀE Ä J G5 5

E/

H Ð0 Ñ œ ÐH 0Ñ5 5
E E/ / .

Dem: Embora este resultado tenha uma demonstração directa muito simples,
por indução em , é também interessante reparar que ele pode ser5
considerado como o caso particular de , em que tomamos para  a˜3.2.12 -
aplicação identidade de .I 

3.2.14 (A noção de aplicação de classe  é local)G5  Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre ,  um domínio de diferenciabilidade eŠ E § I
0ÀE Ä J B − E Z E uma aplicação tal que, para cada , exista um aberto  de !

tal que  e que  seja de classe  (lembrar que B − Z 0 À Z Ä J G! Z
5

/ Z  é
também domínio de diferenciabilidade pela alínea c) de )3.2.1 . Tem-se então
que  é de classe .0 ÀE Ä J G5

Dem: Mais uma vez a demonstração é feita por indução em , o caso em que5
5 œ ! sendo uma consequência de . Supondo o resultado verdadeiro1.4.27
para um certo  e que a aplicação  verifica a condição do enunciado5 0
relativamente à classe , vemos, tendo em conta o carácter local daG5"

diferenciabilidade (cf. ), que  é diferenciável em todos os pontos e3.1.16 0
que a aplicação  verifica a condição do enunciado para a classe , oH0 G5
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que, pela hipótese de indução, implica que  é de classe , ou seja, que H0 G 05

é de classe .G5" 

3.2.15 (Aplicações com valores num produto cartesiano finito) Sejam  umM
conjunto finito não vazio de índices e, para cada ,  um espaço vetorial3 − M J3

normado sobre Š e consideremos sobre o produto cartesiano  uma das#
3−M

3J

normas que define a topologia produto, por exemplo a norma do máximo,
definida por

mÐ@ Ñ m œ m@ m3 3−M 3
3−M

max .

Sejam  um espaço vetorial normado, I E § I um domínio de
diferenciabilidade para cada ,  uma aplicação e conside- e, 3 − M 0 ÀE Ä J3 3

remos a correspondente aplicação , definida por0 ÀE Ä J#
3−M

3

0 ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑÑ3 3−M .

Tem-se então que  é de classe  se, e só se, cada  é de classe0 G 0 ÀE Ä J5
3 3

G 5   " ? ßá ß ? − I5
" 5 e nesse caso se  e  vem

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ ÐH 0 Ð? ßá ß ? ÑÑ5 5
B " 5 3 " 5 3−MB! !

.

Dem: Tal como fizémos em , temos uma consequência das alíneas a) e3.1.24
c) de  se considerarmos  e a3.2.8 para cada  a projeção 4 − M À J Ä J14 3 4

3−M

#
injeção  que são aplicações lineares contínuas para as quais+4 4 3

3−M

À J Ä J#
vem

0 œ4 1 +4 4 4

4

‰ 0 0 œ ‰ 0, " . 

3.2.16 (Mudança de normas) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobreI J
Š,  um domínio de diferenciabilidade e  uma aplicação deE § I 0ÀE Ä J
classe . Tem-se então que  continua a ser de classe  se se trocarem asG 0 G5 5

normas de  e de  por normas equivalentes, o valor da derivada de ordemI J
5 H 0,  continuando ainda a ser o mesmo.5

Dem: Embora este resultado admita uma demonstração directa sem
dificuldade, também podemos reparar que ele é uma consequência de  e3.2.8
de , já que substituir uma norma por outra equivalente pode ser3.2.12
encarado como compor com a identidade do espaço vetorial, considerada
como aplicação linear contínua com uma das normas no domínio e a outro no
codomínio. 

O resultado que apresentamos em seguida, e que poderá ser considerado
como não prioritário numa primeira leitura, é uma generalização para as
aplicações multilineares do resultado obtido em  para as aplicações3.2.7
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bilineares. Repare-se que na demonstração que apresentamos aplicamos
os resultados parciais sobre a diferenciação da aplicação composta obtidos
na alínea c) de  e em .3.2.8 3.2.12

3.2.17 (Suavidade das aplicações multilineares contínuas) Sejam J"ßá ßJ8 e
L 8   "Ñ espaços vetoriais normados sobre  (onde  eŠ

#À J ‚â‚ J Ä L" 8

uma aplicação multilinear contínua. Considerando em J ‚â‚ J" 8

qualquer das normas que define a topologia produto, por exemplo a norma
do máximo, tem-se então que  é uma aplicação de classe  e com# G_

H œ ! 5   8  "5#  para cada .
Dem: Comecemos por reparar que os casos particulares em que  e em8 œ "
que  já foram estabelecidos em  e  respetivamente. Demons-8 œ # 3.2.6 3.2.7
tramos o caso geral por indução, supondo que o resultado vale para
aplicações multilineares com  variáveis e examinando um aplicação multi-8
linear contínua

#À J ‚â‚ J ‚ J Ä L" 8 8" .

Este exame será dividido em várias alíneas para uma melhor sistematização.
1) Para cada  tem lugar uma aplicação multilinear contínua," Ÿ 4 Ÿ 8  "
com  variáveis,8

# _4 " 4" 4" 8" 4À J ‚â‚ J ‚ J ‚â‚J Ä ÐJ àLÑ

definida por

# #4 " 4" 4" 8" 4 " 4" 4 4" 8"ÐB ßá ß B ß B ßá ß B ÑÐB Ñ œ ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ.

Subdem: É imediato constatar que, dados  aB ßá ß B ß B ßá ß B" 4" 4" 8"

aplicação  definida por#4 " 4" 4" 8"ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ

B È ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ4 " 4" 4 4" 8"#

é linear e a desigualdade

m ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñm Ÿ m mmB mâmB mâmB m# #" 4" 4 4" 8" " 4 8"

mostra que ela é contínua e com norma

m ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñm Ÿ m mmB mâmB mmB mâmB m# #4 " 4" 4" 8" " 4" 4" 8" .

Uma vez que a aplicação

# _4 " 4" 4" 8" 4À J ‚â‚ J ‚ J ‚â‚J Ä ÐJ àLÑ

assim definida é trivialmente multilinear, a desigualdade precedente mostra
que ela é contínua.
2) Para cada , notemos" Ÿ 4 Ÿ 8  "
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1

1
4 " 8" 4

4 " 8" " 4" 4" 8"

À J ‚â‚ J Ä J

s ÀJ ‚â‚ J Ä J ‚â‚J ‚ J ‚â‚J

,

as aplicações lineares contínuas naturais, a primeira uma projeção e a
segunda com as restantes  projeções como coordenadas. Notemos ainda8

1 _ _‡
4 4 " 8"À ÐJ àLÑ Ä ÐJ ‚â‚ J àLÑ

a aplicação linear contínua  (cf. )._ 1Ð à M. Ñ4 L 2.1.44
3) Notando  e , sabemos por B ?œ ÐB ßá ß B Ñ œ Ð? ßá ß ? Ñ" 8" " 8" 3.1.30
que  é diferenciável em cada  e com# B − J ‚â‚ J" 8"

H Ð Ñ œ ÐB ßá ß B ß ? ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð Ð ÑÑÐ Ð ÑÑ œ Ð Ð ÑÑ Ð Ñs s

# #

# 1 1 1 # 1

B ?

B ? B ?

"
" " ˆ ‰"Ÿ4Ÿ8"

" 4" 4 4" 8"

"Ÿ4Ÿ8" "Ÿ4Ÿ8"

4 4 4 4 44
‡ ,

por outras palavras

H œ Ð Ð ÑÑ − ÐJ ‚â‚ J àLÑs# 1 # 1 _B " ˆ ‰
"Ÿ4Ÿ8"

4
‡

4 4 " 8"B .

Uma vez que, pela hipótese de indução, cada  é de classe  para todo o ,#4
5G 5

concluímos das alíneas a) e c) de  e de  que3.2.8 3.2.12

H ÀJ ‚â‚ J Ä ÐJ ‚â‚ J àLÑ# _" 8" " 8"

é de classe  para todo o , portanto que  é deG 5 À J ‚â‚ J Ä L5
" 8"#

classe  para todo o  e portanto é de classe . Além disso, pelosG 5 G5" _

mesmo resultados, podemos garantir que se , e portanto5   8  #
5  "   8  " 5 ßá ß, vem, para cada sistema de  elementos  de? ?" 5

J ‚â‚ J" 8",

H Ð ßá ß Ñ œ H ÐH Ñ Ð ßá ß ÑÐ Ñ œ

œ H Ð Ð Ñßá ß Ð Ñ Ð Ñ œ !ßs s

5 " 5 5" " 5" 5

"Ÿ4Ÿ8"

‡ 5" " 5" 5
4 4 4 4s Ð Ñ

# #

1 # 1 1

B B

B

? ? ? ? ?

? ? ?" ˆ ‰
14

o que termina a prova por indução. 

3.2.18 (Aplicações com valores num espaço ) _ÐJ ßáßJ àKÑ" : Sejam ,:   "
J"ßá ßJ I K: espaços vetoriais normados de dimensão finita sobre ,  e Š
espaços vetoriais normados sobre ,  e  umaŠ _E § I 0ÀE Ä ÐJ ßá ßJ àKÑ" :

aplicação. Tem-se então:249

a) Se  é um ponto de diferenciabilidade então  é diferenciável em B − E 0 B! !

se, e só se, quaisquer que sejam  a aplicação@ − J ßá ß @ − J" " : :

249Comparar com .2.1.57
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0 ÀE Ä K 0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ@ ßá ß @ Ñ@ ßáß@ @ ßáß@ " :" : " :
, ,

for diferenciável em  tendo-se, nesse caso, para cada B ? − I!

H0 Ð?ÑÐ@ ßá ß @ Ñ œ H0 Ð?ÑB " : @ ßáß@ B! " : !
.   (1)

b) Se  for um domínio de diferenciabilidade então  é de classe  ( )E 0 G 4   "4

se, e só se, quaisquer que sejam  a aplicação@ − J ßá ß @ − J" " : :

0 ÀE Ä K 0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ@ ßá ß @ Ñ@ ßáß@ @ ßáß@ " :" : " :
, ,

for de classe , tendo-se entãoG4

H 0 Ð? ßá ß ? ÑÐ@ ßá ß @ Ñ œ H0 Ð? ßá ß ? Ñ4
B " 4 " : @ ßáß@ " 4B" :

.   250(2)

Dem: Comecemos por notar que quaisquer que sejam @ − J ßá ß @ − J" " : :

tem lugar uma aplicação linear  definida por0 _À ÐJ ßá ßJ àKÑ Ä K" :

0 - -Ð Ñ œ Ð@ ßá ß @ Ñ" : , a qual é contínua tendo em conta a desigualdade

m Ð Ñm œ m Ð@ ßá ß @ Ñm Ÿ m@ mâm@ mm m0 - - -" : " : .

Uma vez que  concluímos das alíneas c) de  e de ,0 œ ‰ 0@ ßáß@" :
0 3.1.20 3.2.8

respetivamente, que se  é derivável em  então cada  é diferen-0 B 0! @ ßáß@" :

ciável em  e com derivada dada por (1) e que se  é de classe  entãoB 0 G!
4

cada  é de classe  e com derivada de ordem  dada por (2). Vamos0 G 4@ ßáß@
4

" :

agora demonstrar as implicações recíprocas em a) e em b) por indução em .:
Comecemos por supor que . Consideremos uma base  de : œ " A ßá ßA J" 8 "

e lembremos que, como se viu na alínea a) de , tem lugar um2.1.56
isomorfismo topológico

@ _ @ - - -À ÐJ àKÑ Ä K Ð Ñ œ Ð ÐA Ñßá ß ÐA ÑÑ" " 8
8, .

Supondo que para cada  a aplicação  é diferenciável em @ − J 0 ÀE Ä K B" @ !

(respetivamente é de classe ) concluímos de  (respetivamenteG4 3.1.24
3.2.15) que é diferenciável em  (respetivamente é de classe ) a aplicaçãoB G!

4

E Ä K8 definida por

B È 0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐA Ñßá ß 0ÐBÑÐA Ñ œ Ð0ÐBÑÑˆ ‰ ˆ ‰A A " 8" 8
@

pelo que  é diferenciável em  (respetivamente é de0 œ ‰ Ð ‰ 0Ñ B@ @"
!

classe ), o que termina a prova do caso em que . Suponhamos que oG : œ "4

resultado é verdadeiro para um certo . Consideremos uma aplicação:   "
0 ÀE Ä ÐJ ßá ßJ ß J àKÑ_ " : :"  tal que quaisquer que sejam

@ − J ßá ß @ − J ß @ − J" " : : :" :"

250Note-se que, como a demonstração a seguir mostra, para uma das implicações tanto em
b) como em c) é desnecessária a hipótese de os  terem dimensão finita.J4
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venha diferenciável em  (respetivamente de classe ) a aplicaçãoB G!
4

0 ÀE Ä K 0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ@ ßá ß @ ß @ Ñ@ ßáß@ @ ßáß@ " : :"" :ß@ " :ß@:" :"
, .

Por composição com a isometria linear, em particular isomorfismo topoló-
gico,

E _ _ _: " : :" " : :"À ÐJ ßá ßJ ß J àKÑ Ä ÐJ ßá ßJ à ÐJ àKÑÑ

referido em , obtemos uma aplicação2.1.43

E _ _: " : :"‰ 0 ÀE Ä ÐJ ßá ßJ à ÐJ àKÑÑ

que, pela hipótese de indução e pelo caso  já provado, vai ser diferen-: œ "
ciável em  (respetivamente de classe ) visto que quaisquer que sejamB G!

4

@ − J ßá ß @ − J" " : : isso acontece à aplicação

Ð ‰ 0Ñ ÀE Ä ÐJ àKÑE _: @ ßáß@ :"" :
,

isto porque para cada  o mesmo acontece à aplicação@ − J:" :"

ˆ ‰Ð ‰ 0Ñ ÀE Ä KE: @ ßáß@ @" : :"
,

que não é mais do que a aplicação . A continuidade da aplicação0@ ßáß@" :ß@:"

linear  implica por fim que é diferenciável em  (respetivamente é deE:
"

!B

classe ) a aplicação , o que termina a demonstraçãoG 0 œ ‰ Ð ‰ 0Ñ4 "
: :E E

por indução. 

3.2.19 (Resultado geral sobre a composta de aplicações de classe )G5  Sejam
I J K E § I F § J,  e  espaços vetoriais normados sobre ,  e  domínios deŠ
diferenciabilidade e  e  duas aplicações de classe 0 ÀE Ä J 1ÀF Ä K G5

com . Tem-se então que  é também uma aplicação de0ÐEÑ 1 ‰ 0 ÀE Ä K§ F
classe .G5 251

Dem: Vamos fazer a demonstração por indução em , reparando que o caso5
5 œ !  é simplesmente a asserção de que a composta de duas aplicações
contínuas é ainda uma aplicação contínua. Reparemos que quando  e  são0 1
diferenciáveis o teorema da diferenciação da aplicação composta diz-nos que
1 ‰ 0 ÀE Ä K B − E é diferenciável em cada  e com

HÐ1 ‰ 0Ñ œ H1 ‰ H0B B0ÐBÑ

Suponhamos então que o resultado é verdadeiro para um certo  e que  e 5 0 1
são aplicações de classe . Pelo teorema da derivação da funçãoG5"

composta,  é diferenciável em todos os pontos , e com1 ‰ 0 ÀE Ä K B − E
HÐ1 ‰ 0Ñ œ H1 ‰ H0 H1 H0B B0ÐBÑ . Uma vez que  e  são aplicações de classe
G 0 G5 5 e que  é uma aplicação de classe , podemos usar a hipótese de

251Não explicitamos, no entanto, nenhuma fórmula para a derivada de ordem  de ,5 1 ‰ 0
ao contrário do que sucedia no caso em que  é linear contínua ou  é afim contínua.1 0
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indução e  para concluir que é de classe  a aplicação de  em3.2.15 G E5

_ _ÐJ àKÑ ‚ ÐIà JÑ B ÐH1 ßH0 Ñ, que a  associa . Compondo esta última0ÐBÑ B

aplicação com a aplicação bilinear contínua de  em_ _ÐJ àKÑ ‚ ÐIà JÑ
_ÐIàKÑ Ð ß Ñ ‰ G, que a  associa , a qual é, em particular, de classe ," ! " ! 5

obtemos, mais uma vez pela hipótese de indução, uma aplicação de classe G5

de  em , que a  associa , o que provaE ÐIàKÑ B H1 ‰ H0 œ HÐ1 ‰ 0Ñ_ 0ÐBÑ B B

que  é uma aplicação de classe .1 ‰ 0 G5" 

3.2.20 (Suavidade da inversão numa álgebra de Banach) Consideremos uma
álgebra de Banach  sobre , o aberto X XŠ X38@ §  constituído pelos elementos
invertíveis e a aplicação diferenciável inv  definida porÀ ÄX X38@

inv  que, como se verificou em , verificaÐBÑ œ B" 3.1.28

H Ð?Ñ œ B ?Binv .B
" "

Tem-se então que esta aplicação é mesmo de classe .G_

Dem: Comecemos por notar que, dados , podemos considerar umaCß D − X
aplicação linear  definida por , a qual é# X X #ÐCß DÑÀ Ä ÐCß DÑÐ?Ñ œ C?D
contínua e com

m ÐCß DÑm Ÿ mCmmDm#   (1)

tendo em conta a desigualdade

m ÐCß DÑÐ?Ñm œ mC?Dm Ÿ mCmm?mmDm# .

A desigualdade (1) mostra também que a aplicação , que# X X _ X XÀ ‚ Ä Ð à Ñ
a  associa , que é trivialmente bilinear, é contínua. PassemosÐCß DÑ ÐCß DÑ#
agora à prova, por indução, que inv  é de classe  para todo oÀ Ä GX X38@

5

5   ! G. Que esta aplicação é contínua, e portanto de classe , já foi provado!

em 2.3.34. Supondo que a aplicação é de classe  para um certo ,G 5   !5

sabemos, por 3.1.28 que ela é diferenciável e com

H œ  Ð ÐBÑß ÐBÑÑinv inv invB #

pelo que, tendo em conta o facto de  ser de classe  e a hipótese de# G5

indução, concluímos por  e  que inv  é de3.2.19 3.2.15 H À Ä Ð à ÑX _ X X38@

classe , e portanto inv  é de classe .G À Ä G5 5"
38@X X 

3.2.21 (Corolário) Sejam  e  espaços de Banach sobre  e lembremos que,I J Š
como referido em , o subconjunto  do espaço de Banach2.3.35 _3=9ÐIà JÑ
_ÐIà JÑ é aberto e tem lugar uma aplicação contínua

invÀ ÐIà JÑ Ä ÐJ àIÑ_ _3=9

definida por inv . Podemos agora acrescentar que essa aplicação éÐ Ñ œ0 0"

mesmo de classe  e comG_

H Ð Ñ œ  ‰ ‰inv .0 ! 0 ! 0" "
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Dem: No caso em que  temos uma consequência de aplicar  àI œ J 3.2.20
álgebra de Banach . No caso geral podemos já afastar o caso trivial_ÐIàIÑ
em que  é vazio e então escolhemos  e atendemos_ 0 _3=9 ! 3=9ÐIà JÑ − ÐIà JÑ
a que se tem

inv invÐ Ñ œ œ Ð ‰ Ñ ‰0 0 0 0 0" " "
! !

onde a aplicação inv no segundo membro é a correspondente à álgebra de
Banach , o que mostra que a aplicação inv no primeiro membro é a_ÐIàIÑ
composta de aplicações de classe  e que se temG_

H Ð Ñ œ H Ð ‰ Ñ ‰ œ

œ Ð ‰ Ñ ‰ Ð ‰ Ñ ‰ Ð ‰ Ñ ‰ œ

œ  ‰ ‰ ‰ ‰ ‰ ‰ œ

œ ‰ ‰

inv inv

.

0 0 0! 0 ! 0

0 0 0 ! 0 0 0

0 0 0 ! 0 0 0

0 ! 0

!
"‰ ! !

" "

! ! ! !
" " " " " "

" " " "
! !! !

" " 

Os dois resultados a seguir mostram que outros modos que se poderiam
considerar como naturais para definir recursivamente as aplicações de
classe  são de facto equivalentes àquele que escolhemos.G5

3.2.22 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre ,  um domínio deI J E § IŠ
diferenciabilidade e  uma aplicação de classe . Para cada0 ÀE Ä J G5

!  4  5 H 0ÀE Ä ÐIàJÑ G tem-se então que  é de classe  e4 4 54_

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H ÐH 0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? ßá ß ? Ñ5 54 4
B " 5 B " 54 54" 5 ,

por outras palavras, , onde   é o isomor-H ÐH 0Ñ œ ÐH 0 Ñ54 4 5
B 54 B 54E E

fismo topológico referido em .2.1.43 252

Dem: Comecemos por notar que o caso  não é mais do que a definição.4 œ "
Vamos fazer a prova por indução em . O caso em que , e portanto5 5 œ #
4 œ ", resulta da observação precedente. Suponhamos então o resultado
verdadeiro para um certo  e que  é de classe . Sabemos5   # 0 ÀE Ä J G5"

que  é uma aplicação de classe  pelo que, pela hipóteseH0ÀE Ä ÐIàJÑ G_ 5

de indução, para cada  vem  de classe  e com!  4  5 H ÐH0Ñ G4 54

H ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? Ñ œ

œ H ÐH ÐH0ÑÑ Ð? ßá ß ? ÑÐ? ßá ß ? Ñ

5
B " 5

54 4
B " 54 54" 5 .

Uma vez que, por definição, , com  aplicaçãoH 0 œ ÐH ÐH0Ñ Ñ4" " 4 "
B B4 4E E

linear contínua, concluimos de  que  é de classe , ou seja,3.2.8 H 0 G4" 54

GÐ5"ÑÐ4"Ñ, e que

252Quem tiver gosto por casos limites, que podem ser delicados do ponto de vista lógico,
verificará que o resultado é ainda válido, e trivial, nos casos em que  e ,4 œ ! 4 œ 5
através da identificação de  com ._!ÐIà J Ñ J
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H ÐH 0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? ßá ß ? Ñ œ

œ Ð H ÐH ÐH0ÑÑ Ð? ßá ß ? ÑÑÐ? ßá ß ? Ñ œ

œ H ÐH ÐH0ÑÑ Ð? ßá ß ? ÑÐ? ß

Ð5"ÑÐ4"Ñ 4"
B " 54 54" 5"

4
" 54 4

B " 54 54" 5"

54 4
B " 54 54"

E  

áß? ÑÐ? Ñ œ

œ H ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ H 0 Ð? ßá ß ? Ñ

5 5"

5 5"
B " 5 5" B " 5" ,

pelo que a prova por indução está terminada. 

3.2.23 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre ,  um domínio deI J E § IŠ
diferenciabilidade e  uma aplicação de classe  ( ), tal que a0 ÀE Ä J G 5   "5

aplicação  seja de classe  ( ). Tem-se então queH 0ÀE Ä ÐIàJÑ G 4   "5 5 4_
0 G é de classe  e45

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H ÐH 0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? ßá ß ? Ñ45 4 5
B " 54 B " 4 4" 45 .

Dem: Mais uma vez a prova será feita por indução em . O caso  é5 5 œ "
simplemente a definição. Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo
5   " 0 ÀE Ä J G H 0ÀE Ä ÐIàJÑ e que  é de classe  e com  de5" 5" 5"_
classe . Tem-se então que  é de classe  e o facto deG H0ÀE Ä ÐIàJÑ G4 5_
se ter  implica, por , que  é de classeH ÐH0Ñ œ ‰ H 0 H ÐH0Ñ5 5" 5

5E 3.2.8
G H0 G4 45, donde, pela hipótese de indução, que  é de classe , ou seja, por
definição, que  é de classe . O resultado está assim demonstrado,0 G45"

visto que a igualdade do enunciado não é mais do que a obtida no resultado
precedente. 

Repare-se que a utilização da definição ou, por exemplo, de  para a3.2.23
determinação de diferenciais de ordem superior passa pelo cálculo de
diferenciais de aplicações com valores num espaço  ou, mais_ÐIà J Ñ
geralmente, num espaço . Apresentamos a seguir uma caracteri-_5ÐIà J Ñ
zação alternativa frequentemente utilizada que tem a vantagem de as
funções cujo diferencial se calcula tomarem valores no espaço .J

3.2.24 (Método alternativo para calcular diferenciais de ordem superior)
Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š,  um domínio deE § I
diferenciabilidade e  uma aplicação de classe  ( ) tal que a0 ÀE Ä J G 5   "5

aplicação  seja de classe  ( ), e portantoH 0ÀE Ä ÐIàJÑ G 4   "5 5 4_
0 ÀE Ä J G seja de classe . Quaisquer que sejam os vetores54

? ßá ß ? ß ? ßá ß ? − I G" 4 4" 45
4 é então de classe  a aplicação

1ÀE Ä J 1ÐBÑ œ H 0 Ð? ßá ß ? Ñ, ,5
B 4" 45

e vem

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H 1 Ð?45 4
B " 54 B "ß ? ß ? ßá ßá ß ? Ñ4 4" 4 .

Dem: Considerando os vetores  fixados, podemos considerar? ßá ß ?4" 45

uma aplicação linear
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0 _ 0 - -À ÐIà JÑ Ä J Ð Ñ œ Ð? ßá ß ? Ñ5
4" 45, ,

a qual é contínua, tendo em conta a desigualdade

m Ð Ñm Ÿ m? mâm? mm m0 - -4" 45 .

Uma vez que , concluímos, tendo em conta  e a alínea1ÐBÑ œ ÐH 0 Ñ0 5
B 3.2.23

c) de , que  é de classe  e3.2.8 1ÀE Ä J G4

H 1 ßá ß ? Ñ œ ÐH ÐH 0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÑ œ

œ

œ ß ? ß ? ßá

4 4 5
B 4 B " 4

4 4"

Ð?

H ÐH 0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? ßá ß ? Ñ œ

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ

"

4 5
B " 4 4" 45

45
B " 54

0

. 

Note-se que no resultado precedente não afirmamos que do facto de
0 ÀE Ä J G ? ßá ß ? − I ser de classe  e de quaisquer que sejam 5

4" 45

ser de classe  a aplicação ,  se possaG E Ä J B È H 0 Ð? ßá ß ? Ñ4 5
B 4" 45

inferir que  seja de classe  (e portanto que  sejaH 0ÀE Ä ÐIà JÑ G 05 5 4_
de classe ). Como referimos em seguida, essa inferência já é possívelG54

no caso em que  tem dimensão finita.I

3.2.25 (O caso em que o domínio tem dimensão finita) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š, o primeiro dos quais de dimensão finita, E § I
um domínio de diferenciabilidade e  uma aplicação de classe 0 ÀE Ä J G5

( ) tal que5   "  quaisquer que sejam  ( ) a aplicação? ßá ß ? − I 4   "4" 45

1ÀE Ä J , 1ÐBÑ œ H 0 Ð? ßá ß ? Ñ5
B 4" 45 ,

seja de classe . Tem-se então que G4 H 0ÀE Ä ÐIàJÑ G5 5 4_  é de classe , e
portanto  é de classe  e com0 ÀE Ä J G54

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H 1 Ð?45 4
B " 54 B "ß ? ß ? ßá ßá ß ? Ñ4 4" 4 .

Dem: Temos simplesmente um caso particular do resultado  que3.2.18
examinámos atrás. 

Um caso particular importante da situação em que o espaço vetorial
normado ambiente do domínio tem dimensão finita é aquele em que esse
espaço é o próprio corpo  dos escalares. Nesse caso e analogamente aoŠ
facto de, como referido em , as derivadas  constituirem uma3.1.14 0 Ð> Ñw

!

forma mais elementar de caracterizar os diferenciais , vamos ver queH0>!
se podem definir derivadas de ordem superior que caracterizam os dife-
renciais de ordem superior.

3.2.26 (Derivadas de ordem superior de funções de variável escalar) Sejam
J  um espaço vetorial normado sobre Š Š,  um domínio de diferencia-E §
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bilidade (ou, o que é o mesmo, um conjunto sem pontos isolados, cf. a alínea
a) de ). Se  é uma aplicação de classe  ( ) define-se a3.2.1 0 ÀE Ä J G 5   "5

sua   como sendo a aplicação  definida porderivada de ordem 5 0 ÀE Ä JÐ5Ñ

0 Ð>Ñ œ H 0 Ð"ßá ß "ÑÐ5Ñ 5
> ,

aplicação que é contínua tendo em conta o facto de a igualdade anterior
poder ser reescrita na forma

0 Ð>Ñ œ ÐH 0 ÑÐ5Ñ 5
>E ,

onde E ŠÀ Ð à J Ñ Ä J_5  é a isometria linear definida em . Por2.1.42
extensão, se 0 ÀE Ä J G é uma aplicação de classe , isto é contínua,!

define-se  como sinónimo de .0 0Ð!Ñ

Repare-se que, tendo em conta , vemos que  é de classe 3.1.14 0 ÀE Ä J G"

se, e só se for derivável em cada  e com a aplicação  contínua e> 0 À E Ä Jw

que, nesse caso,  (o resultado referido garante que se tem0 Ð>Ñ œ 0 Ð>ÑÐ"Ñ w

0 Ð>Ñ œ ÐH0 Ñ H0 œ Ð0 Ð>ÑÑw " w
> >E E e ).

3.2.27 (Visão alternativa de  e ) 3.2.22 3.2.23 Sejam  um espaço vetorialJ
normado sobre Š Š,  um domínio de diferenciabilidade. Dados  eE § 4  "
5  " 0ÀE Ä J G, uma aplicação  é de classe  se, e só se, for de classe45

G 0 ÀE Ä J G5 Ð5Ñ 4 e com  de classe  tendo-se nesse caso

0 Ð>Ñ œ 0 Ð>ÑÐ45Ñ Ð5Ñ Ð4Ñˆ ‰ .

Dem: Suponhamos que  é de classe . Sabemos que  é de classe  e,0 G 0 G45 5

tendo em conta , que  é de classe , donde,3.2.22 H 0ÀE Ä ÐIàJÑ G5 5 4_
tendo em conta a igualdade  com 0 Ð>Ñ œ ÐH 0 Ñ À ÐIà JÑ Ä JÐ5Ñ 5 5

>E E _
aplicação linear contínua,  é de classe  e, além disso,0 ÀE Ä J GÐ5Ñ 4

lembrando a alínea c) de ,3.2.8

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰0 Ð>Ñ œ H 0 Ð"ßá ß "Ñ œ H ÐH 0Ñ Ð"ßá ß "Ñ œ

œ H ÐH 0Ñ Ð"ßá ß "ÑÐ"ßá ß "Ñ œ

œ H 0 Ð"ßá ß "Ñ œ 0 Ð>Ñ

Ð5Ñ 4 Ð5Ñ 4 5Ð4Ñ

> >

4 5
>

45 Ð45Ñ
>

E

.

Suponhamos reciprocamente que  é de classe  e que  é de0 G 0 ÀE Ä J5 Ð5Ñ

classe . A igualdade , com G H 0 œ Ð0 Ð>ÑÑ À J Ä ÐIàJÑ4 5 " Ð5Ñ " 5
> E E _

linear contínua, implica, pela alínea c) de , que  é3.2.8 H 0ÀE Ä ÐIàJÑ5 5_
de classe  e portanto, por , que  é de classe .G 0 G4 453.2.23 

3.2.28 (Corolário — complemento da observação em ) 3.1.2 Sejam  umJ
espaço vetorial normado complexo, E § ‘ um conjunto sem pontos isolados
(condição equivalente tanto à de  ser domínio de diferenciabilidade comoE
parte do espaço vetorial real  como à de  ser domínio de diferenciabi-‘ E
lidade como parte do espaço vetorial complexo ) e  uma‚ 0 ÀE Ä J
aplicação. Tem-se então que  é de classe  no sentido real se, e só se, for0 G5
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de classe  no sentido complexo (no segundo caso considerando  comoG E5

parte de ), as derivadas  sendo então as mesmas nos dois‚ 0 ÀE Ä JÐ5Ñ

sentidos.
Dem: Já referimos em  que  é diferenciável num ponto  no sentido3.1.14 0 >!
real se, e só se o for no sentido complexo por ambas as condições serem
equivalentes à derivabilidade de  em  e, como referido em , a0 >! 3.1.2
derivada  é então a mesma nos dois sentidos. O facto de  ser de classe0 Ð> Ñ 0w

!

G" no sentido real se, e só se, o for no sentido complexo resulta de, em
ambos os casos isso ser equivalente a termos uma aplicação contínua
0 ÀE Ä J G 5w 5. A mesma equivalência para a classe  com  finito (e portanto
também para a classe ) resulta agora por indução, se nos atendermos aG_

que  é de classe  se, e só se for de classe  e com  de0 G G 0 ÀE Ä J5" " w

classe , tendo-se então .G 0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ5 Ð5"Ñ wÐ5Ñ 

Exercícios

Ex. 3.2.1 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre . Diz-se que uma aplicaçãoI J Š
0 I Ä J 8   !:  é  (onde  é um inteiro) se, para cadapositivamente -homogénea8
B − I >  ! e , tem-se

0Ð>BÑ œ > 0ÐBÑ8 .

a) Mostrar que, se  e se :  é uma aplicação de classe  positivamente8   " 0 I Ä J G"

8 H0 I Ä ÐIà JÑ Ð8  "Ñ-homogénea, então a aplicação :  é positivamente -homo-_
génea.
b) Mostrar que, se  e  é uma aplicação de classe  positivamente8   " 0ÀI Ä J G"

8-homogénea, então

H0 ÐBÑ œ 80ÐBÑB

( ).identidade de Euler
c) Mostrar que, se :  é de classe  e positivamente -homogénea, então  é0 I Ä J G ! 0!

constante.
d) Mostrar que, se :  é de classe  e positivamente -homogénea, então  é0 I Ä J G " 0"

uma aplicação linear.
e) Mostrar, por indução, que, se  e  é de classe  e positivamente8   " 0ÀI Ä J G8

8 ÀI Ä J-homogénea, então existe uma aplicação multilinear contínua  tal que0 8

0ÐBÑ œ ÐBßá ß BÑ0 .

Ex. 3.2.2 Sejam    e  espaços vetoriais normados sobre  e  umaI ß J K ÀI ‚ J Ä KŠ 0
aplicação bilinear contínua. Determinar uma caracterização da derivada de segunda
ordem

H À ÐI ‚ JÑ ‚ ÐI ‚ JÑ Ä K#
ÐBßCÑ0

e reparar que se trata de uma aplicação bilinear simétrica, a mesma para todos os
ÐBß CÑ − I ‚ J .
Sugestão: Poderá ser cómodo utilizar .3.2.24
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Ex. 3.2.3 Sejam , ,  e  espaços vetoriais normados sobre   e I J K L ÀI ‚ J ‚K Ä LŠ 0
uma aplicação trilinear contínua. Caracterizar a derivada de terceira ordem .H30ÐBßCßDÑ

Ex. 3.2.4 Sejam  um espaço pre-hilbertiano sobre  e  a aplicação definidaI 0ÀI Ä IŠ
por . Determinar .  Este exercício, com o seu0ÐBÑ œ ØBß BÙB H 0 ÐBß BÑ#

B Atenção:
aspecto inocente casca de banana, pode conter uma . Determinar, mais geralmente,
H 0 Ð?ß @Ñ ? @ B#

B , substituir no resultado  e  por  e, no caso de o resultado obtido não
coincidir com a primeira resposta, tentar descobrir qual o erro que foi feito.

Ex. 3.2.5 Dada uma álgebra de Banach , e considerando a aplicação suaveX
inv , definida por inv  (cf. ), determinar inv .À Ä ÐBÑ œ B H Ð?ß @ÑX X38@ "

" #3.2.20

Ex. 3.2.6 Notemos  o espaço vetorial das matrizes do tipo , com entradas no`8 8 ‚ 8
corpo  e seja  o subconjunto constituído pelas matrizes invertíveis. Mostrar queŠ KP8

KP8 8 é um subconjunto aberto de  e que tem lugar uma aplicação suave`
inv , que a cada matriz invertível associa a respectiva matriz inversa.À KP Ä8 8`
Sugestão: Considerar um isomorfismo entre  e a álgebra de Banach .` _ Š Š8

8 8Ð à Ñ

Ex. 3.2.7 Notemos  o espaço vetorial das matrizes do tipo , com entradas no`8 8 ‚ 8
corpo . Sejam  e Tr  as aplicações que a cada matrizŠ ` Š ` ŠdetÀ Ä À Ä8 8

associam respectivamente o seu determinante e o seu traço.
a) Mostrar que  é uma aplicação de classe  e que, sendo  a matriz identidade,det G M_

tem-se

H ÐEÑ œ EÑdetM Tr .

Sugestão: Considerar o isomorfismo , que a cada sistema de 0 Š `À Ð Ñ Ä 88 8
8

vetores de  associa a matriz que tem aqueles vetores como colunas, e reparar que aŠ8

composição  é multilinear contínua.det ‰ 0
b) Deduzir de a) que, para cada matriz invertível , tem-se\

H ÐEÑ œ ÐE ‚\ Ñ Ð\Ñdet det\
"Tr .

Sugestão: Fixado  atender a que, para cada , tem-se\ ]

det det detÐ] Ñ œ Ð] ‚\ Ñ Ð\Ñ" .

c) Mostrar que se tem

H ÐEßFÑ œ ÐFÑ ÐEÑ  ÐF ‚ EÑ#
Mdet Tr Tr Tr .

d) Se ainda restarem algumas forças, mostrar que

H ÐEßFßGÑ œ

ÐG ‚ E‚FÑ  ÐG ‚ F ‚EÑ  ÐG ‚ FÑX<ÐEÑ 

 ÐG ‚ EÑ ÐFÑ  ÐF ‚ EÑ ÐGÑ  ÐGÑ ÐFÑ ÐEÑ

3detM
Tr Tr Tr

Tr Tr Tr Tr Tr Tr Tr .

Ex. 3.2.8 Sejam os espaços vetoriais normados ,  e  sobre , os domínios deI J K Š
diferenciabilidade  e  e as aplicações de classe   eE § I F § J G 0ÀE Ä J#

1ÀF Ä K 0ÐEÑ § F, com . Mostrar que

H Ð1 ‰ 0Ñ Ð?ß @Ñ œ H 1 ÐH0 Ð?ÑßH0 Ð@ÑÑ  H1 ÐH 0 Ð?ß @ÑÑ# # #
B B B B0ÐBÑ 0ÐBÑ .

No caso em que  e  são de classe , obter uma fórmula análoga para0 1 G3

H Ð1 ‰ 0Ñ Ð?ß @ß AÑ3
B .
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Ex. 3.2.9 Seja  um espaço vetorial normado sobre  e seja  aI À ÐIàIÑ ‚ I Ä IŠ G _#

aplicação definida por . Mostrar que  é uma aplicação de classeG 0 0 GÐ ß BÑ œ ÐBß BÑ
G H Ð ß ?Ñ_

Ð ßBÑ e determinar .G (0

Ex. 3.2.10 Seja  um espaço pre-hilbertiano real e notemos, para cada ,  oI 8   " ÐIÑH8

subconjunto de  constituído pelos sistemas linearmente independentesI8

ÐB ßá ß B Ñ 8" 8 . Mostrar, por indução em , que a aplicação ortogonalizadora de
Gram-Schmidt  (cf.  e ) é de classe . Porque razão0 À ÐIÑ Ä I G8 8

_H 2.5.49 2.5.50
impusémos que o corpo dos escalares fosse o dos reais?

Ex. 3.2.11 (Diferenciabilidade e complexificado) Seja  um espaço vetorial normadoI
real e consideremos o respetivo espaço vetorial normado complexo ,  complexifi-I‚

cado do primeiro, e a aplicação linear real , definidos no exercício .+À I Ä I‚ 2.1.33
a) t Sendo  com o respetivo cone de derivabilidade  (cf. ),B − E § I ÐEÑ! B!

3.1.3
mostrar que o cone de derivabilidade de  no ponto  é  e deduzir+ + +ÐEÑ ÐB Ñ Ð ÐEÑÑ! Bt !

que  é um ponto de diferenciabilidade de  (cf. ) se, e só se  for umB − E E ÐB Ñ! !3.1.8 +
ponto de diferenciabilidade de .+ÐEÑ
b) Sendo  um ponto de diferenciabilidade de ,  um espaço vetorialB E § I J!

normado complexo e  uma aplicação, mostrar que  é diferenciável em0 À ÐEÑ Ä J 0+
+ +ÐB Ñ 0 ‰ ÀE Ä J E!  no sentido complexo se, e só se,  for diferenciável em  no
sentido real e que, quando isso acontecer  (comparar com oHÐ0 ‰ Ñ œ H0 ‰+ +B ÐB Ñ! !+

referido em  no caso particular em que ).3.1.14 I œ ‘
c) Tendo em conta o referido em b), um conjunto  é um domínio deE § I
diferenciabilidade se, e só se,  for um domínio de diferenciabilidade.+ +ÐEÑ § ÐIÑ
Mostrar que, se  é um espaço vetorial normado complexo e  é umaJ 0À ÐEÑ Ä J+
aplicação então  é de classe  no sentido complexo (cf. ) se, e só se,0 G5 3.2.3
0 ‰ ÀE Ä J G+  for de classe  no sentido real e que, quando isso acontecer tem-se5

H Ð0 ‰ Ñ Ð? ßá ß ? Ñ œ H 0 Ð Ð? Ñßá ß Ð? ÑÑ5 5
B " 5 " 5ÐB Ñ+ + +
! !+ .

Ex. 3.2.12 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre ,  um domínio deI J E § IŠ
diferenciabilidade e  uma aplicação de classe , onde . Vamos0 ÀE Ä J G 5   "5"

dizer que  tem num ponto  um   se, para0 B − E 5! zero de ordem maior ou igual a
cada ,  (em particular, ). Por extensão,4 Ÿ 5  " H 0 œ ! 0ÐB Ñ œ H 0 œ !4 !

B ! B! !

consideramos que qualquer aplicação tem, em qualquer ponto, um zero de ordem
maior ou igual a .!
a) Mostrar que, se , uma aplicação  de classe  tem em  um zero5   " 0ÀE Ä J G B5

!

de ordem maior ou igual a  se, e só se,  e  tem em5  " 0ÐB Ñ œ ! H0À Y Ä ÐIà J Ñ! _
B 5! um zero de ordem maior ou igual a .
b) Mostrar que, se  tem no ponto  um zero de ordem maior ou igual a  e0 ÀE Ä J B 5!

se  é uma aplicação linear contínua, então  tem em  um zero0 0À J Ä K ‰ 0ÀE Ä K B!

de ordem maior ou igual a . Do mesmo modo, verificar que, se  têm em5 0 ß 1À E Ä J
B 5 0  1ÀE Ä J - −! um zero de ordem maior ou igual a , então  e, para cada ,Š
-0 À E Ä J B 5 têm em  um zero de ordem maior ou igual a .!

c) Sejam  um domínio de diferenciabilidade e  uma aplicaçãoE § I 0ÀE Ä ÐJ àKÑ_
de classe , onde . Mostrar que  tem em  um zero de ordem maior ouG 5   " 0 B5"

!

igual a  se, e só se, para cada , a aplicação , definida por5 ? − J 0 ÀE Ä K?

0 ÐBÑ œ 0ÐBÑÐ?Ñ B 5? !, tem em  um zero de ordem maior ou igual a .
d) Sejam  um domínio de diferenciabilidade,  umaE § I ÀJ ‚â‚ J Ä K# " 8

aplicação multilinear contínua e, para cada ,  uma aplicação de" Ÿ 4 Ÿ 8 0 ÀE Ä J4 4

classe , tendo no ponto  um zero de ordem maior ou igual a . MostrarG B − E :_
! 4
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que a aplicação de classe  , definida porG 1ÀE Ä K_

1ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑÑ# " 8 ,

tem em  um zero de ordem maior ou igual a .  Fazer aB : â :! " 8 Sugestão:
demonstração por indução em  e atender a uma generalização da regra: â :" 8

de Leibnitz para aplicações multilineares baseada em .  Nesta alínea,3.1.30 Nota:
como nas seguintes, pedimos que as aplicações sejam de classe , a fim de simpli-G_

ficar o enunciado. É fácil de ver que bastaria pedir que ambas as aplicações fossem de
classe , com .G 5 œ : â :  "5

" 8

e) Sejam ,  e  espaços vetoriais normados,  e  domínios deI J K E § I F § J
diferenciabilidade e  e  aplicações de classe , com 0 ÀE Ä J 1ÀF Ä K G 0ÐEÑ § F_

tais que  tem em  um zero de ordem maior ou igual a . Mostrar que1 0ÐB Ñ 5!

1 ‰ 0 À Y Ä K B 5 tem em  um zero de ordem maior ou igual a .!

f) Mais geralmente, sejam ,  e  espaços vetoriais normados,  e I J K E § I F § J
domínios de diferenciabilidade e  e  aplicações de classe ,0 ÀE Ä J 1ÀF Ä K G_

com  tais que  tem em  um zero de ordem maior ou igual a  e que0ÐEÑ § F 1 0ÐB Ñ ;!

0  0ÐB Ñ B :! ! tem em  um zero de ordem maior ou igual a . Mostrar que
1 ‰ 0 ÀE Ä K B :; tem em  um zero de ordem maior ou igual a .  Fazer a! Sugestão:
demonstração por indução em , reparando que o caso  é trivial.; ; œ !

§3. As fórmulas da média e aplicações. Domínios localmente
convexos.

3.3.1 (Primeiro teorema da média) Sejam  dois números reais,  um+  , I
espaço vetorial normado sobre ,  e  uma aplicaçãoŠ Q   ! 0À Ò+ß ,Ó Ä I
contínua que seja derivável em todos os pontos  e com> − Ó+ß ,Ò
m0 Ð>Ñm Ÿ Qw . Tem-se então

m0Ð,Ñ  0Ð+Ñm Ÿ QÐ,  +Ñ. 253

Dem: Seja  arbitrário. Fixemos  arbitrário. Notemos  o+ − Ó+ß ,Ò <  ! Nw

conjunto dos elementos  tais que> − Ò+ ß ,Ów

m0Ð>Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ ÐQ  <ÑÐ>  + Ñw w .

Trata-se de um subconjunto fechado de , tendo em conta a continuidadeÒ+ ß ,Ów

de , que não é vazio, uma vez que . Podemos assim considerar o0 + − Nw

supremo  de , o qual vai ser mesmo um máximo, por  ser fechado.- N N
Vamos provar que se tem , supondo, por absurdo, que se tinha .- œ , -  ,
Tinha-se portanto

253No caso em que  lembramos que, como referido em , é indiferenteŠ ‚œ 3.1.2
considerar  como espaço vetorial real e  como parte de  ou  como espaçoI Ò+ß ,Ó I‘
vetorial complexo e  como parte de . Análoga observação se pode fazer noÒ+ß ,Ó ‚
contexto dos resultados a seguir.
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m0Ð-Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ ÐQ  <ÑÐ-  + Ñw w

e o facto de se ter

lim
> -

w

p
m m œ m0 Ð-Ñm Ÿ Q  Q  <
0Ð>Ñ  0Ð-Ñ

>  -

implicava a existência de , tal que  e que> -  >  ,

m m  Q  <
0Ð>Ñ  0Ð-Ñ

>  -
,

donde

m0Ð>Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ m0Ð>Ñ  0Ð-Ñm  m0Ð-Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ

Ÿ ÐQ  <ÑÐ>  -Ñ  ÐQ  <ÑÐ-  + Ñ œ ÐQ  <ÑÐ>  + Ñ

w w

w w ,

ou seja, , o que era absurdo por termos suposto que  era o supremo de> − N -
N . Concluímos assim que se tem

m0Ð,Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ ÐQ  <ÑÐ,  + Ñw w .

Podemos agora substituir  pelos termos de uma sucessão de elementos+w

+ − Ó+ß ,Ò + <8 , a convergir para , e  pelos termos de uma sucessão de números
reais , a convergir para , e passar ao limite a desigualdade<  ! !8

m0Ð,Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ ÐQ  < ÑÐ,  + Ñ8 8 8

para obter .m0Ð,Ñ  0Ð+Ñm Ÿ QÐ,  +Ñ 

3.3.2 (Corolário) Sejam  dois números reais,  um espaço vetorial+  , I
normado e  uma aplicação contínua que seja derivável em todos0 À Ò+ß ,Ó Ä I
os pontos  e com . Tem-se então que  é uma aplicação> − Ó+ß ,Ò 0 Ð>Ñ œ ! 0w

constante.
Dem: Tomando  no resultado anterior, deduzimos que .Q œ ! 0Ð+Ñ œ 0Ð,Ñ
Quaisquer que sejam , com , a restrição de  a  está=ß > − Ò+ß ,Ó =  > 0 Ò=ß >Ó
ainda nas mesmas condições que , pelo que .0 0Ð=Ñ œ 0Ð>Ñ 

3.3.3 (Primeiro teorema da média — versão mais geral ) 254 Sejam  dois+  ,
números reais,  um espaço vetorial normado sobre , , I A − IŠ $   ! e
0 À Ò+ß ,Ó Ä I > − Ó+ß ,Ò uma aplicação contínua que seja derivável em cada  e
com

m0 Ð>Ñ  Am Ÿw $.

254Repare-se que a versão do primeiro teorema da média em  não é mais do que o3.3.1
caso particilar deste resultado em que . A razão porque utilizamos  onde então seA œ ! $
usava  reside nas aplicações típicas de cada um destes resultado: Neste  é típicamenteQ $
um real estritamente positivo “tão pequeno quanto se queira” e naquele  é umaQ
constante conveniente.
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Tem-se então

m0Ð,Ñ  1Ð+Ñ  Ð,  +ÑAm Ÿ Ð,  +Ñ$ .

Dem: Podemos considerar uma nova aplicação  definida por1À Ò+ß ,Ó Ä I

1Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ  >A,

a qual é contínua diferenciável em cada  e com> − Ó+ß ,Ò

m1 Ð>Ñm œ m0 Ð>Ñ  Am Ÿw w $.

Aplicando o primeiro teorema da média em  à aplicação , deduzimos3.1.1 1
então que

m0Ð,Ñ  1Ð+Ñ  Ð,  +ÑAm œ m1Ð,Ñ  1Ð+Ñm Ÿ Ð,  +Ñ$ . 

3.3.4 (Segundo teorema da média) Sejam  e  espaços vetoriais normadosI J
sobre ,  um domínio de diferenciabilidade e  umaŠ E § I 0ÀE Ä J
aplicação. Sejam  um conjunto estrelado relativamente a um certoG § E
B − G − ÐIàJÑ   ! 0! ÎG,  e  tais que  seja contínua e que, para cada0 _ $

B − G Ï ÖB × 0 B mH0  m Ÿ! B,  seja diferenciável em  e com . Qualquer0 $
que seja , tem-se entãoB − G

m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  m Ÿ mB  B m! !0 $ÐB  B Ñ! .

Em particular, se  é tal que Q   ! mH0 m Ÿ Q B − G Ï ÖB ×B ! para cada 
então, qualquer que seja ,B − G

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm Ÿ QmB  B mÞ! !

Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que . Seja  aB œ B À Ò!ß "Ó Ä G! :
aplicação derivável definida por

:Ð>Ñ œ Ð"  >ÑB  >B œ B  >ÐB  B Ñ! ! ! ,

aplicação que é soma de uma constante com a restrição de uma aplicação
linear contínua , pelo que é uma aplicação contínua, diferenciável em‘ Ä I
todos os pontos  e com . Concluímos> − Ó!ß "Ò Ð>Ñ œ H Ð"Ñ œ B  B: :w

> !

daqui que  é contínua, diferenciável em todos os pontos0 ‰ À Ò!ß "Ó Ä J:
> − Ó!ß "Ò e com

mÐ0 ‰ Ñ Ð>Ñ  m œ mH0 ÐB  B Ñ  m Ÿ

Ÿ mH0  mmB  B m Ÿ mB  B m

: 0 0

0 $

w
Ð">ÑB >B !

Ð">ÑB >B ! !

ÐB  B Ñ ÐB  B Ñ! !!

!
,

pelo que, por ,3.3.3

m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  m œ m0 ‰ Ð"Ñ  0 ‰ Ð!Ñ  m Ÿ

Ÿ mB  B mÐ"  !Ñ œ mB  B m
!

! !

0 : : 0

$ $

ÐB  B Ñ ÐB  B Ñ! !

.
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A segunda afirmação é o caso particular da primeira em que tomamos 0 œ !
e, por conveniência para as aplicações, usamos  no lugar de .Q $ 

3.3.5 (Corolário) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre ,  umI J E § IŠ
domínio de diferenciabilidade,  uma aplicação e  um0 ÀE Ä J G § E
conjunto estrelado relativamente a um certo  tal que  seja contínuaB − G 0! ÎG

e que, para cada ,  seja diferenciável em  e com .B − G Ï ÖB × 0 B H0 œ !! B

Tem-se então que a restrição de  a  é constante.0 G
Dem: Basta tomar  no resultado precedente para deduzir queQ œ !
0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ B − G!  para cada . 

Os teoremas da média que examinámos atrás vão ser um instrumento
básico para estabelecer algumas propriedades mais profundas da diferen-
ciabilidade que vamos estudar nesta secção. Para possibilitar a aplicação
destes teorema seremos obrigados a fazer uma restrição sobre os domínios
das aplicações que consideramos.

3.3.6 (Domínios de diferenciabilidade localmente convexos) Se  é umI
espaço vetorial normado sobre Š vamos dizer que um domínio de
diferenciabilidade  é  se para cada  existirE § I B − Elocalmente convexo !

uma vizinhança  de  em  que seja um conjunto convexo.Z B E!

Repare-se que quando o domínio de diferenciabilidade  é localmenteE
convexo então para cada  podemos considerar  tal que, paraB − E  !! !&
uma certa vizinhança convexa  de  em , a bola aberta  verifiqueZ B E F ÐB Ñ! !&!

F ÐB Ñ  E § Z&! !

e então para cada  a interseção  é uma vizinhança!  Ÿ F ÐB Ñ  E& &! !&

convexa de  em  (por ser a interseção dos convexos  e ), o queB E F ÐB Ñ Z! !&

mostra que  tem mesmo um sistema fundamental de vizinhanças convexasB!

em .E

3.3.7 (Propriedade de uniformidade sobre os compactos) Sejam  um espaçoI
vetorial normado sobre Š e  um domínio de diferenciabilidadeE § I
localmente convexo. Para cada compacto  existe então  tal queO § E  !&!
F ÐBÑ  E B − O !  Ÿ&  seja convexo para cada  e .& &!
Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que . O que referimos emO œ g
3.3.6 garante-nos que para cada  existe  tal que  sejaB − O  ! F ÐBÑ  E&B &

convexo sempre que . Tendo em conta a propriedade das!  Ÿ& &B
coberturas em , podemos considerar pontos  em  tais que1.6.36 B ßá ß B O" 8

O § F ÐB Ñ âF ÐB Ñ& &"
#

8
#

" 8 .

Seja  o menor dos  números . Sempre que  e & & &! !# #8 ßá ß B − O !  Ÿ& &" 8

vai existir  tal que  e então, por ser ," Ÿ 4 Ÿ 8 B − F ÐB Ñ  Ÿ&4
#

4
4 4#& &

&
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F ÐBÑ § F ÐB Ñ& &4 4 ,

o que implica que

F ÐBÑ  E œ F ÐBÑ  F ÐB Ñ  E& & &ˆ ‰
4 4

é convexo 

Os próximos resultados exibem exemplos de domínios de diferenciabili-
dade localmente convexos bem como modos de construir tais domínios de
diferenciabilidade a partir de outros.

3.3.8 Se  é um espaço vetorial normado sobre I Š e  é um domínio deE § I
diferenciabilidade convexo, então  é um domínio de diferenciabilidadeE
localmente convexo. Em particular, se  é um intervalo não trivial entãoN § ‘
N  é um domínio de diferenciabilidade localmente convexo, tanto como parte
do espaço vetorial real  como como parte do espaço vetorial complexo .‘ ‚
Dem: Para a afirmação geral basta atender a que para cada , oB − E!

conjunto  é uma vizinhança convexa de  em . Quanto ao caso particularE B E!

dos intervalos basta lembrar o referido na alínea a) de .3.2.1 

3.3.9 (Conjuntos totais) Se  é um espaço vetorial sobre I Š vamos dizer que
um conjunto  é  (ou ) se o subespaço vetorialE § I total afinmente gerador
gerado pelo conjunto  dos vetores da forma  com  for .EE C  B Bß C − E I
Se  é um conjunto total então para cada  o subespaço vetorialE § I B − I!

gerado pelo conjunto  dos vetores da forma  com  é .E B C  B C − E I! !

Em particular, fazendo , vemos que o subespaço vetorial gerado por B œ ! E!

é  IÞ 255

Dem: Uma vez que se tem

C  B œ ÐC  B Ñ  ÐB  B Ñ! !

sempre que , podemos concluir que qualquer subespaço vetorial queBß C − E
contenha  contem também  sendo assim igual a .E B E E I! 

3.3.10 (Exemplo) Se  é um espaço vetorial sobre I Š e  possuir um pontoE § I
de diferenciabilidade , então  é um conjunto total. Em particular, seB − E E!

E § I E tiver interior não vazio então  é um conjunto total.
Dem: a) Seja  um subespaço vetorial contendo  e consideremosJ § I E Ï E
um ponto de diferenciabilidade . Para cada  existeB − E A − ÐEÑ! Bt !

= − Ï Ö!× B  =A − E ! =Š  tal que  (  é aderente ao conjunto desses ) e então!

=A œ ÐB  =AÑ  B − E E § J! !

e portanto também . Provámos assim que  o que,A œ Ð=AÑ − J ÐEÑ § J"
= Bt !

255Pelo contrário, um conjunto  pode ter  como subespaço vetorial gerado semE § I I
ser total (cf. o exercício  adiante).3.3.5
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por  ser um ponto de diferenciabilidade, implica que . Ficou assimB J œ I!

provado que o subespaço vetorial gerado por  é , o que mostra que EE I E
é efetivamente um conjunto total. 

3.3.11 (Lema geométrico) Sejam  um espaço vetorial, I E § I um conjunto
convexo e . Tem-se então:B − E!

a) Se  é tal que  então tem-se também  paraA − I B  A − E B  >A − E! !

cada .> − Ò!ß "Ó
b) Se  são tais que  então quaisquer que sejam?ß @ − I B  ?ß B  @ − E! !

=ß > − Ò!ß Ó B  =?  >@ − E"
# ! tem-se .

Dem: a) Temos uma consequência de que se pode escrever

B  >A œ Ð"  >ÑB  >ÐB  AÑ! ! ! .

b) Podemos já afastar o caso trivial em que . Reparamos agora que,= œ > œ !
por ser , a conclusão de a) implica que  e=  > − Ò!ß "Ó B  Ð=  >Ñ? − E!

B  Ð=  >Ñ@ − E!  e temos então uma consequência da igualdade

B  =?  >@ œ ÐB  Ð=  >Ñ?Ñ  ÐB  Ð=  >Ñ@Ñ
= >

=  > =  >
! ! ! ,

onde .= >
=> => œ " 

3.3.12 (Conjuntos convexos totais) Se  é um espaço vetorial normado sobreI
Š e  é um conjunto convexo total então  é um domínio de diferen-E § I E
ciabilidade localmente convexo. Em particular o próprio  e, para cadaI
B − I <  ! F ÐB Ñ F ÐB Ñ! < ! < ! e , a bola aberta  e a bola fechada , sendo
conjuntos convexos totais (têm interior não vazio), são domínios de diferen-
ciabilidade localmente convexos.
Dem: Se , portanto  então o lema 3.3.11 implica queA − E  B B  A − E! !

para cada  vem  pelo que  é aderente ao conjunto dos> − Ò!ß "Ó B  >A − E !!

> − Ï Ö!× B  >A − E A − ÐEÑŠ  tais que  e portanto . Resulta daqui que! Bt !

o subespaço vetorial gerado por cada  é , o que mostra que  é umtB!
ÐEÑ I E

domínio de diferenciabilidade. O facto de, no caso em que  é normado, I E
ser localmente convexo já foi referido em .3.3.8 

3.3.13 Sejam  um espaço vetorial normado sobre I Š,  um domínio deE § I
diferenciabilidade localmente convexo e  um conjunto aberto em .Y § E E
Tem-se então que  é também um domínio de diferenciabilidade localmenteY
convexo. Em particular, se  é um conjunto aberto ou, mais geral-Y § I
mente,  é aberto nalgum convexo total , então  é um domínio deY E § I Y
diferenciabilidade localmente convexo.256

Dem: Já vimos na alínea c) de  que  é um domínio de3.2.1 Y

256Foi com dificuldade que resistimos à tentação de propor a designação de  paraabexos
os conjuntos que são abertos num convexo total. Note-se, a propósito, que este tipo de
conjuntos não esgota os domínios de diferenciabilidade localmente convexos; como con-
traexemplo pensar em .‘ ‘Ï Ó!ß "Ò œ Ó_ß !Ó  Ò"ß_Ò §
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diferenciabilidade. Se  já referimos em  a existência de  talB − E  !! !3.3.6 &
que  seja convexo para cada , sendo  tal queE F ÐB Ñ !  Ÿ  !& ! ! "& & &
F ÐB Ñ § Y œ Ö ß × E  F ÐB Ñ& &" ! ! " ! vemos que, tomando , o conjunto & & &min
é uma vizinhança convexa de  em , e portanto em .B E Y! 

3.3.14 (Exemplo) A figura a seguir sugere um exemplo de um domínio de
diferenciabilidade localmente convexo em ‘# que foi construído a partir do
resultado precedente.

3.3.15 (Produtos cartesianos finitos) Se  é um conjunto finito não vazio deM
índices e, para cada ,  é um espaço vetorial normado sobre  e3 − M I3 Š
E § I3 3 é um domínio de diferenciabilidade localmente convexo então o
produto cartesiano  é também um domínio de diferenciabilidade# #

3−M 3−M
3 3E § I

localmente convexo.
Dem: Tendo em conta a alínea d) de  sabemos  é um domínio de3.2.1 #

3−M
3E

diferenciabilidade. Sendo agora , podemos considerar paraÐB Ñ − E3 3−M 3!
3−M

#
cada  uma vizinhança convexa  de  em  é uma3 − M Z B E Z3 3 3

3−M
! 3!  e então #

vizinhança de  em  que se verifica imediatamente ser umÐB Ñ E3 3−M 3!
3−M

#
conjunto convexo. 

3.3.16 (Invariância por isomorfismo topológico) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š - e  um isomorfismo topológico. SeÀ I Ä J
E § I é um domínio de diferenciabilidade localmente convexo então
-ÐEÑ § J  é também um domínio de diferenciabilidade localmente convexo.
Dem: Já referimos na alínea e) de  que  é um domínio de3.2.1 -ÐEÑ
diferenciabilidade. Basta agora notarmos que para cada ,C œ ÐB Ñ − ÐEÑ! !- -
sendo  uma vizinhança convexa de  em , o facto de  ser um homeo-Z B E! -
morfismo implica que  é uma vizinhança de  em , sendo também- -ÐZ Ñ C ÐEÑ!

um conjunto convexo. 

Como referimos vamos agora examinar algumas propriedades no contexto
da diferenciabilidade que pressupôem que os domínios envolvidos são
domínios de diferenciabilidade localmente convexos.



§3. As fórmulas da média e aplicações. Domínios localmente convexos 517

3.3.17 (Aplicações de diferencial nulo) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre ,  um domínio de diferenciabilidade localmenteŠ E § I
convexo e conexo e  uma aplicação diferenciável e com 0 ÀE Ä J H0 œ !B

para cada . Tem-se então que  é constante.B − E 0
Dem: Afastando já o caso trivial em que , fixemos  eE œ g B − E!

consideremos o conjunto

F œ ÖB − E ± 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ×! ,

conjunto que é fechado, por  ser contínua e é não vazio por conter . Se0 B!

mostrarmos que  também é aberto em  o facto de  ser conexo implicaráF E E
que , ou seja  para cada , o que implica que  éF œ E 0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ B − E 0!

constante. Consideremos então  arbitrário. Sendo  uma vizinhançaB − F Z"

convexa de  em , resulta de  que a restrição de  a  é constante eB E 0 Z" 3.3.5
portanto para cada B − Z

0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ œ 0ÐB Ñ" ! .

Concluímos que , o que mostra que  é efetivamente aberto em .Z § F F E 

3.3.18 (Limite de diferencial ainda é diferencial) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre ,  um domínio de diferenciabilidadeŠ E § I
localmente convexo e  uma aplicação contínua. Sejam  e0 ÀE Ä J B − E!

0 − ÐIà JÑ 0_  tais que a aplicação  seja diferenciável em todos os pontos de
E B H0 œ 0 distintos de  e que se tenha   . Então  é também! B

BpB
lim

!

0

diferenciável em  e com .B H0 œ! B!
0

Dem: Seja  arbitrário. Consideremos  tal que  seja$ & !  ! F ÐB Ñ  E& !

convexo e que para cada  nesta interseção se tenha . TendoB mH0  m ŸB 0 $
em conta o segundo teorema da média em  tem-se para cada  naquela3.3.4 B
interseção

m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  m Ÿ mB  B m! !0 $ÐB  B Ñ! ,

o que implica que  é efetivamente diferenciável em  e com diferencial0 B!

igual a 0 (cf. ).3.1.12 

3.3.19 (Simetria do diferencial de segunda ordem) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š,  um domínio de diferenciabilidadeE § I
localmente convexo,  uma aplicação diferenciável e tal que a0 ÀE Ä J
aplicação  seja diferenciável num ponto . Tem-se entãoH0ÀE Ä ÐIàJÑ B_ !

HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ œ HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?ÑB B! !

quaisquer que sejam . Em particular, no caso em que  é de classe?ß @ − I 0
G# podemos dizer que se tem

H 0 Ð?ß @Ñ œ H 0 Ð@ß ?Ñ# #
B B! !

quaisquer que sejam  e , por outras palavras que as apli-B − E ?ß @ − I!
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cações bilineares  são simétricas.H 0 ÀI ‚ I Ä J#
B!

257

Dem:258 Vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
a) Seja  tal que  seja convexo, e portanto também&! ! ! F ÐB Ñ  E&!

F ÐB Ñ  E !  Ÿ& ! ! seja convexo para cada . Até observação em& &
contrário, vamos fixar  tais que  e  pertençam a?ß @ − I B  ? B  @! !

F ÐB Ñ  E m?m  m@m &! ! ! !, em particular  e .& &
b) Vamos mostrar que, para os vetores  que considerámos em a), tem-se?ß @

HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ œ HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?ÑB B! !
.

Subdem: Seja  arbitrário. Seja  tal que para cada $ & & ! !  Ÿ A − I!

com  se tenhaB  A − F ÐB Ñ  E! !&

mH0 H0 HÐH0Ñ ÐAÑm Ÿ mAmB A B B! ! !
$ .   (1)

Notemos , e notemos que, pelo lema geométrico em + œ Î − Ó!ß "Ó& &! 3.3.11
B  +? B  +@ F ÐB Ñ  E =ß > − Ò!ß Ó! ! !

"
# e  pertencem a  e, para  também&

B  =+?  >+@ − F ÐB Ñ  E! !& .

Reparemos agora que, como casos particulares de (1), temos, para cada
= − Ò!ß Ó"# ,

mH0 H0 HÐH0Ñ Ð=+?  +@Ñm Ÿ m=+?  +@m
" "

# #
mH0 H0 HÐH0Ñ Ð=+?Ñm Ÿ m=+?m

B =+? +@ B B

B =+? B B

!
"
# ! !

! ! !

$

$

,

donde deduzimos que

¼ ¼
½Š ‹

Š ‹½

H0 H0 HÐH0Ñ Ð +@Ñ œ
"

#

œ H0 H0 HÐH0Ñ Ð=+?  +@Ñ 
"

#

 H0 H0 HÐH0Ñ Ð=+?Ñ Ÿ

Ÿ m=+?  +@m  m=+
"

#

B =+? +@ B =+? B

B =+? +@ B B

B =+? B B

!
"
# ! !

!
"
# ! !

! ! !

$ $ ?m Ÿ +Ðm?m  m@mÑ$ .

   (2)

Reparando agora que para a aplicação diferenciável  definida1À Ò!ß Ó Ä J"
#

por

1Ð=Ñ œ 0ÐB  =+?  +@Ñ  0ÐB  =+?Ñ
"

#
! !

se tem

257Neste caso particular a exigência de  ser de classe  resulta apenas de que, por0 G#

comodidade, apenas definimos o diferencial de segunda ordem como aplicação bilinear
contínua no caso das aplicações de classe  (a comodidade acaba sempre por ter o seuG#

preço…).
258Esta demonstração é uma adaptação simples da que se encontra em .Dieudonné [6]
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1 Ð=Ñ œ H0 Ð+?Ñ  H0 Ð+?Ñw
B =+? +@ B =+?!

"
# !

donde, por (2),

¼ ¼1 Ð=Ñ  HÐH0Ñ Ð +@ÑÐ+?Ñ Ÿ + Ðm?m  m@mÑm?m
"

#
w #

B!
$ ,

deduzimos da versão do primeiro teorema da média em  que3.3.3

¾
¾

½ ½

0ÐB  +?  +@Ñ  0ÐB  +?Ñ  0ÐB  +@Ñ  0ÐB Ñ 
" " " "

# # # #

 HÐH0Ñ Ð +@ÑÐ+?Ñ œ
" "

# #

œ 1Ð Ñ  1Ð!Ñ  HÐH0Ñ Ð +@ÑÐ+?Ñ Ÿ
" " "

# # #

Ÿ + Ðm?m  m@mÑm?m
"

#

! ! ! !

B

B

#

!

!

$ .

Trocando os papéis de  e  deduzimos que se tem também? @

¾
¾

0ÐB  +?  +@Ñ  0ÐB  +?Ñ  0ÐB  +@Ñ  0ÐB Ñ 
" " " "

# # # #

 HÐH0Ñ Ð +?ÑÐ+@Ñ Ÿ + Ðm?m  m@mÑm@m
" " "

# # #

! ! ! !

B
#

!
$

e destas duas fórmulas decorre que

"

%
+ HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ  HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?Ñ œ

œ 0ÐB  +?  +@Ñ  0ÐB  +?Ñ  0ÐB  +@Ñ  0ÐB Ñ 
" " " "

# # # #

 HÐH0Ñ Ð +@ÑÐ+?Ñ  0ÐB  +?  +@Ñ  0ÐB  +
" " " " "

# # # # #

#
B B

! ! ! !

B ! !

½ ½
¾Š

‹ Š

! !

!
?Ñ 

 0ÐB  +@Ñ  0ÐB Ñ  HÐH0Ñ Ð +?ÑÐ+@Ñ Ÿ
" " "

# # #

Ÿ + Ðm?m  m@mÑm?m  + Ðm?m  m@mÑm@m œ + Ðm?m  m@mÑ
" " "

# # #

! ! B

# # # #

! ‹¾
$ $ $ ,

donde

½ ½HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ  HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?Ñ Ÿ # Ðm?m  m@mÑB B
#

! !
$ ,

o que implica, tendo em conta a arbitrariedade de , que$  !

½ ½HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ  HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?Ñ œ !B B! !
,

o que implica a igualdade pretendida.
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c) Consideremos agora  fixado tal que . O que? − I B  ? − F ÐB Ñ  E! !&!

provámos em b) mostra que o conjunto dos vetores  tais que@ − I

HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ œ HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?ÑB B! !
,   (3)

que é trivialmente um subespaço vetorial de , contém o conjunto dosI
@ − I B  @ − F ÐB Ñ  E tais que . Uma vez que o subespaço vetorial! !&!

gerado por este último conjunto é  (cf. ,  e a alínea c) de ),I 3.3.9 3.3.10 3.2.1
concluímos que o subespaço vetorial referido é . Por outras palavras,I
provámos que se  é tal que  e se  é? − I B  ? − F ÐB Ñ  E @ − I! !&!

arbitrário então verifica-se a igualdade (3).
d) Repetimos agora, de certo modo, o raciocínio em c). Fixamos @ − I
arbitrário e notamos que o que mostrámos em c) implica que o conjunto dos
? − I tais que se verifica a igualdade (3), que é trivialmente um subespaço
vetorial de , contém o conjunto dos  tais que .I ? − I B  ? − F ÐB Ñ  E! !&!

Uma vez que o subespaço vetorial gerado por este último conjunto é ,I
concluímos que o subespaço vetorial referido é . Ficou assim provado queI
a igualdade (3) é verificada quaisquer que sejam .?ß @ − I 

Como primeira aplicação da simetria do diferencial de segunda ordem
obtemos em seguida uma generalização envolvendo a simetria dos
diferenciais de ordem . Começamos por lembrar que, do mesmo5   #
modo que uma aplicação bilinear  se diz simétrica quando0À I ‚ I Ä J
se tem  quaisquer que sejam , isto é cujo valor0 0Ð@ß ?Ñ œ Ð?ß @Ñ ?ß @ − I
não se altera quando se trocam as duas variáveis, diz-se, mais geralmente,
para , que uma aplicação multilinear  é  se o5   # ÀI Ä J0 5 simétrica
seu valor não se altera quando se trocam duas variáveis quaisquer, por
outras palavras, se, fixando arbitrariamente os valores de  das5  #
variáveis, a aplicação bilinear  que se obtém é simétrica.I ‚I Ä J

3.3.20 (Simetria do diferencial de ordem )5  Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š,  um domínio de diferenciabilidade localmenteE § I
convexo,  uma aplicação de classe  ( ) e . Tem-se0 ÀE Ä J G 5   # B − E5

!

então que a derivada de ordem ,  é uma aplicação5 H 0 ÀI Ä J5 5
B!

multilinear simétrica.
Dem: Vamos fazer a demonstração por indução em , começando por notar5
que o caso em que  não é mais do que a conclusão de .5 œ # 3.3.19
Suponhamos então que a conclusão é válida para um certo  e que5   #
0 ÀE Ä J G é uma aplicação de classe . Vamos dividir a prova da5"

simetria do diferencial de ordem ,  em três partes.5  " H 0 ÀI Ä J5" 5"
B!

1) Vamos começar por verificar que o diferencial  é simétrico nasH 05"
B!

primeiras  variáveis, isto é que quando se fixa o valor da última variável a5
aplicação multilinear  que se obtém é simétrica.I Ä J5

Subdem: Pela definição recursiva na alínea c) de , sabemos que a3.2.3
aplicação  é de classe  e que se temH0ÀE Ä ÐIàJÑ G_ 5
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H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H ÐH0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ5" 5
B " 5" B " 5 5"! !

.

A nossa asserção é então uma consequência de que, pela hipótese de indução,
a aplicação multilinear H ÐH0Ñ5

B!
À I Ä J5  é simétrica.

2) Vamos agora verificar que o diferencial  é simétrico nas últimas H 0 55"
B!

variáveis, isto é que quando se fixa o valor da primeira variável a aplicação
multilinear  que se obtém é simétrica.I Ä J5

Dem: Pela hipótese de indução, sabemos que para cada  a derivada deB − E
ordem , , é uma aplicação multilinear simétrica, isto é5 H 0 ÀI Ä J5 5

B

pertence ao subconjunto  de  constituídos pelas aplica-_ _5 5
simÐIà JÑ ÐIà JÑ

ções multilineares simétricas, subconjunto que é um subespaço vetorial
fechado por ser a interseção de  subespaços vetoriais fechados, nomea-5Ð5"Ñ

#

damente os que se obtêm considerando para cada  entre  e  o kernel3  4 " 5

da aplicação linear contínua de  para  que a  associa _ _ 0 05 5ÐIà JÑ ÐIà JÑ s

definido por

0 0 0sÐ? ßá ß ? Ñ œ Ð? ßá ß ? Ñ  Ð? ßá ß ? ß ? ß ? ßá ß ? ß ? ßá ß ? Ñ" 5 " 5 " 3" 4 3" 4" 3 5

(verifica-se facilmente que  ou, alternativamente, que temos am m Ÿ #m ms0 0
diferença entre a identidade e uma isometria linear). Tendo em conta  a3.2.22
aplicação  é de classe  eH 0ÀE Ä ÐIàJÑ G5 5 "_

H 0 Ð? ß ? ßá ß ? Ñ œ HÐH 0Ñ Ð? ÑÐ? ßá ß ? Ñ5" 5
B " # 5" B " # 5"! !

pelo que a simetria de  nas últimas  variáveis resulta de que, porH 0 55"
B!

3.2.9,  pertence a .HÐH 0Ñ Ð? Ñ ÐIà JÑ5 5
B "!

_sim
3) Tendo em conta o que vimos nas duas alíneas precedentes, para mostrar
que a aplicação multilinear  é simétrica falta-nos apenas mostrar queH 05"

B!

o seu valor fica inalterado quando se troca a primeira com a última variável.
Ora, isso resulta de que, aplicando sucessivamente o que verificámos em 2),
em 1) e de novo em 2), pode-se escrever

H 0 Ð? ß ? ßá ß ? ß ? Ñ œ H 0 Ð? ß ? ß ? ßá ß ? Ñ œ

œ H 0 Ð? ß ? ß ? ßá ß ? Ñ œ H 0 Ð? ß ? ßá ß ? ß ? Ñ

5" 5"
B 5" # 5 " B 5" " # 5

5" 5"
B " 5" # 5 B " # 5 5"

! !

! !
. 

Como segunda aplicação da simetria do diferencial de ordem , temos o#
seguinte resultado que exibe uma condição suficiente, porventura mais
fraca do que se estaria à espera para que uma aplicação de classe  noG5

sentido real seja mesmo de classe  no sentido complexo. Esse resultadoG5

pode ser comparado com a implicação de certo modo recíproca que
examinámos em .3.2.10

3.3.21 (Condição para a classe  no sentido complexo)G5  Sejam  e I J
espaços vetoriais normado complexos, E § I um domínio de



522 Cap. 3. Cálculo diferencial em espaços normados

diferenciabilidade localmente convexo de  enquanto espaço vetorialI
normado real (e portanto também enquanto espaço vetorial normado
complexo) e  uma aplicação de classe  no sentido real tal que0 ÀE Ä J G5

para cada  a aplicação linear real  seja uma aplicaçãoB − E H0 ÀI Ä JB

linear complexa. Tem-se então que  é mesmo uma aplicação de classe 0 G5

no sentido complexo, para cada  a derivada de ordem ,  sendoB − E 5 H 05 B

então, por , a mesma nos dois sentidos.3.2.10
Dem: O caso em que  não tem nada a demonstrar, uma vez que a classe5 œ !
G 5 œ "! corresponde simplesmente à continuidade e o caso em que  decorre
de . Suponhamos, por indução, que o resultado é válido para um certo3.1.18
5   " 0 ÀE Ä J G e que  é de classe  no sentido real e com cada5"

H0 ÀI Ä JB  aplicação linear complexa. Sabemos então que
H0ÀE Ä ÐIàJÑ G_‘  é uma aplicação de classe  no sentido real que toma5

valores no subespaço vetorial fechado  de  (cf. a alínea a)_ _‚ ‘ÐIà JÑ ÐIà JÑ
de ) pelo que é também de classe  no sentido real como aplicação2.1.35 G5

E Ä ÐIàJÑ_‚  (cf. ). Tendo em conta a hipótese de indução, a3.2.9
aplicação  será também de classe  no sentido complexoH0ÀE Ä ÐIàJÑ G_ 5

(e portanto  será de classe  nesse sentido) se verificarmos que cada0 G5"

aplicação linear real  é mesmo uma aplicação linearHÐH0Ñ ÀI Ä ÐIàJÑB _
complexa. Ora, isso resulta da simetria da derivada de segunda ordem
H 0 ÀI ‚ I Ä J ?ß @ − I + −#

B  visto que, para  e , vem‚

HÐH0Ñ Ð+?ÑÐ@Ñ œ H 0 Ð+?ß @Ñ œ H 0 Ð@ß +?Ñ œ HÐH0Ñ Ð@ÑÐ+?Ñ œ

œ +HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?Ñ œ +H 0 Ð@ß ?Ñ œ

œ +H 0 Ð?ß @Ñ œ +HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ

B B B B
# #

B B
#

#
B B

portanto também .HÐH0Ñ Ð+?Ñ œ +HÐH0Ñ Ð?ÑB B 

Vamos agora examinar a diferenciabilidade de aplicações definidas num
produto cartesiano, nomeadamente a sua relação com a diferenciabilidade
em cada variável separadamente. Repare-se que só para o resultado menos
trivial , que deduz a diferenciabilidade a partir da diferenciabilidade3.3.25
parcial, é que teremos necessidade de assumir que os domínios de diferen-
ciabilidade envolvidos são localmente convexos.

3.3.22 (Diferenciais parciais) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobreI K
Š,  um domínio de diferenciabilidade e  um conjunto.  Diz-se queE § I F
uma aplicação  é  num ponto0 ÀE ‚ F Ä K parcialmente diferenciável
ÐB ß C Ñ − E ‚ F! !  relativamente à primeira variável se for diferenciável em
B E Ä K B È 0ÐBß C Ñ! ! a aplicação  definida por  e então ao diferencial desta
aplicação no ponto  dá-se o nome de  de  no pontoB 0! diferencial parcial
ÐB ß C Ñ H 0! ! " ÐB ßC Ñ relativamente à primeira variável, sendo notado , um

! !

elemento de . A definição anterior estende-se naturalmente a_ÐIàKÑ
diferenciais de ordem superior: Se a aplicação  definida porE Ä K
B È 0ÐBß C Ñ G H 0!

5 5
" ÐB ßC Ñ for de classe  usaremos a notação  para designar o

! !
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diferencial de ordem  no ponto  desta aplicação, um elemento de5 B!

_5ÐIàKÑ.
Analogamente, sendo  e  espaços vetoriais normados sobre ,  umJ K EŠ
conjunto e  um domínio de diferenciabilidade, diz-se que uma apli-F § J
cação  é  num ponto0 ÀE ‚ F Ä K parcialmente diferenciável
ÐB ß C Ñ − E ‚ F C! ! ! relativamente à segunda variável se for diferenciável em 
a aplicação  definida por  e então ao diferencial destaF Ä K C È 0ÐB ß CÑ!

aplicação no ponto  dá-se o nome de  de  no pontoC 0! diferencial parcial
ÐB ß C Ñ H 0! ! # ÐB ßC Ñ relativamente à segunda variável, sendo notado , um

! !

elemento de . Como antes, esta definição estende-se naturalmente a_ÐJ àKÑ
diferenciais de ordem superior: Se a aplicação  definida porF Ä K
C È 0ÐB ß CÑ G H 0!

5 5
# ÐB ßC Ñ for de classe  usaremos a notação  para designar o

! !

diferencial de ordem  no ponto  desta aplicação, um elemento de5 C!
_5ÐJ àKÑ.

Apesar de a definição precedente admitir uma maior generalidade, que
nos será útil na próxima secção, nos resultados que vamos estabelecer em
seguida, examinaremos aplicações  onde tanto  como 0 ÀE ‚ F Ä K E F
são domínios de diferenciabilidade em espaços vetoriais normados.

3.3.23 (Da diferenciabilidade para a diferenciabilidade parcial)  Sejam , I J
e  espaços vetoriais normados sobre K Š,  e  dois domínios deE § I F § J
diferenciabilidade e  uma aplicação diferenciável num ponto0 ÀE ‚ F Ä K
ÐB ß C Ñ I ‚ J! ! , onde consideramos implicitamente no produto cartesiano 
uma das normas que define a topologia produto, para fixar ideias a norma do
máximo, definida por

mÐBß CÑm œ ÖmBmß mCm×max .

Tem-se então que  é parcialmente diferenciável em  relativamente a0 ÐB ß C Ñ! !

ambas as variáveis e têm lugar as seguintes relações entre o diferencial e os
diferenciais parciais:

H 0 Ð?Ñ œ H0 Ð?ß !Ñ

H 0 Ð@Ñ œ H0 Ð!ß @Ñ

H0 Ð?ß @Ñ œ H 0 Ð?Ñ  H 0 Ð@Ñ

" ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ

# ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ

ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ" #

! ! ! !

! ! ! !

! ! ! ! ! !

,

,

.

No caso em que  é de classe , onde , então para cada  é de0 G 5   " C − F5
!

classe  a aplicação ,  e comG E Ä K B È 0ÐBß C Ñ5
!

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H 0 ÐÐ? ß !Ñßá ß Ð? ß !ÑÑ"
5 5

ÐBßC Ñ ÐBßC Ñ" 5 " 5! !

e para cada  é de classe  a aplicação ,  e comB − E G F Ä K C È 0ÐB ß CÑ! !
5

H 0 Ð@ ßá ß @ Ñ œ H 0 ÐÐ!ß @ Ñßá ß Ð!ß @ ÑÑ#
5 5

ÐB ßCÑ ÐB ßCÑ" 5 " 5! !
.

Dem: O facto de  ser parcialmente diferenciável em relação a ambas as0



524 Cap. 3. Cálculo diferencial em espaços normados

variáveis e as caracterizações de  e  no enunciadoH 0 Ð?Ñ H 0 Ð@Ñ" #ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ! ! ! !

são consequências do teorema de diferenciação da aplicação composta (cf.
3.1.21), tendo em conta o facto de ser afim e contínua, em particular
diferenciável em , a aplicação ,B I Ä I ‚ J!

B È ÐBß C Ñ œ ÐBß !Ñ  Ð!ß C Ñ! ! ,

com diferencial definido por  e de ser afim e contínua, em? È Ð?ß !Ñ
particular diferenciável em , a aplicação ,C J Ä I ‚ J!

C È ÐB ß CÑ œ Ð!ß CÑ  ÐB ß !Ñ! ! ,

com diferencial definido por . A terceira fórmula destacada resulta@ È Ð!ß @Ñ
das duas primeiras, tendo em conta a linearidade de  e o facto de seH0ÐB ßC Ñ! !

ter . As afirmações para o caso em que  é de classeÐ?ß @Ñ œ Ð?ß !Ñ  Ð!ß @Ñ 0
G5 resultam pelo mesmo argumento, tendo em conta .3.2.12 

3.3.24 Nas condições anteriores, se a aplicação 0 ÀE ‚ F Ä K for de classe
G 5   !5" (onde ) então as aplicações

H 0ÀE ‚ F Ä ÐIàKÑ H 0ÀE ‚ F Ä ÐJàKÑ" #_ _,

são de classe .G5

Dem: Por definição a aplicação  é de classe H0ÀE ‚ F Ä ÐI ‚ JàKÑ G_ 5

pelo que tudo o que temos que notar é que, sendo  e+"À I Ä I ‚ J
+ +# "À J Ä I ‚ J Ð?Ñ œ Ð?ß !Ñ as aplicações lineares contínuas definidas por 
e  e considerando as correspondentes aplicações lineares+#Ð@Ñ œ Ð!ß @Ñ
contínuas

+ _ + _ _

+ _ + _ _
"
‡

"

#
‡

#

œ Ð à M.ÑÀ ÐI ‚ JàKÑ Ä ÐIàKÑ

œ Ð à M.À ÐI ‚ JàKÑ Ä ÐJ àKÑ

,
,

as fórmulas obtidas no resultado precedente garantem que se tem

H 0 œ ÐH0 Ñ H 0 œ ÐH0 Ñ" #ÐBßCÑ ÐBßCÑ ÐBßCÑ ÐBßCÑ" #
‡ ‡+ +, . 

3.3.25 (Da diferenciabilidade parcial para a diferenciabilidade) Sejam , I J
e  espaços vetoriais normados sobre K Š,  e  dois domínios deE § I F § J
diferenciabilidade localmente convexos e  uma aplicação0 ÀE ‚ F Ä K
admitindo em cada  diferenciais parciais  e  eÐBß CÑ − E ‚ F H 0 H 0" #ÐBßCÑ ÐBßCÑ

tal que as aplicações

H 0ÀE ‚ F Ä ÐIàKÑ H 0ÀE ‚ F Ä ÐJàKÑ" #_ _,   (1)

sejam contínuas. Tem-se então que a aplicação  é de classe0 ÀE ‚ F Ä K
G". Mais geralmente, se suposermos que as aplicações em (1) são de classe
G 0 G5 5" então a aplicação  é mesmo de classe . 259

259A mesma conclusão pode ser tirada com hipóteses ligeiramente mais fracas (ver o
exercício  no fim da secção). Sacrificámos assim a generalidade à concisão.3.3.10
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Dem: Vamos provar a diferenciabilidade de  num ponto  arbitrário.0 ÐB ß C Ñ! !

Seja  a aplicação linear contínua definida por-À I ‚ J Ä K

-Ð?ß @Ñ œ H 0 Ð?Ñ  H 0 Ð@Ñ" #ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ! ! ! !
,

reparando desde já que, sendo  e  as1 1" #À I ‚ J Ä I ÀI ‚ J Ä J
projeções canónicas e considerando as correspondentes aplicações lineares
contínuas

1 _ 1 _ _

1 _ 1 _ _
"
‡

"

#
‡

#

œ Ð à M.ÑÀ ÐIàKÑ Ä ÐI ‚ JàKÑ

œ Ð à M.À ÐJ àKÑ Ä ÐI ‚ JàKÑ

,
,

tem-se

- 1 1œ ÐH 0 Ñ  ÐH 0 Ñ" #
‡ ‡

" #ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ! ! ! !
.

Seja  arbitrário. Tendo em conta a diferenciabilidade em  da$  ! B!

aplicação , , podemos considerar  tal que sempreE Ä K B È 0ÐBß C Ñ  !! "&
que  venhamB  B m ! "&

m0ÐBß C Ñ  0ÐB ß C Ñ  H 0 ÐB  B Ñm Ÿ mB  B m
#

! ! ! " ! !ÐB ßC Ñ! !

$

(cf. ). Tendo em conta a continuidade de  e o3.1.12 H 0ÀE ‚ F Ä ÐJàKÑ# _
facto de o domínio de diferenciabilidade  ser localmente convexo, podemosF
escolher  tal que  seja convexo e que sempre que&# ! ! F ÐC Ñ  F&#

ÐBß CÑ − E ‚ F mB  B m  mC  C m  verifica  e  venha! # ! #& &

mH 0 H 0 m Ÿ
#

# #ÐBßCÑ ÐB ßC Ñ! !

$

e portanto, tendo em conta o segundo teorema da média em ,3.3.4

m0ÐBß CÑ  0ÐBß C Ñ  H 0 ÐC  C Ñm Ÿ mC  C m
#

! # ! !ÐB ßC Ñ! !

$
.

Sendo  vemos agora que, sempre que & & &œ Ö ß × ÐBß CÑ − E ‚ Fmin " #

verifica  tem-semÐBß CÑ  ÐB ß C Ñm ! ! &

m0ÐBß CÑ  0ÐB ß C Ñ  ÐB  B ß C  C Ñm œ

Ÿ m0ÐBß CÑ  0ÐBß C Ñ  H 0 Ð

! ! ! !

! # ÐB ßC Ñ

-
œ m0ÐBß CÑ  0ÐBß C Ñ  0ÐBß C Ñ  0ÐB ß C Ñ  H 0 ÐB  B Ñ  H 0 ÐC  C Ñm Ÿ! ! ! ! " ! # !ÐB ßC Ñ ÐB ßC Ñ! ! ! !

! !
C  C Ñm 

 m0ÐBß C Ñ  0ÐB ß C Ñ  H 0 ÐB  B Ñm Ÿ

Ÿ
#

!

! ! ! " !ÐB ßC Ñ! !

$ $
$mC  C m  mB  B m Ÿ mÐBß CÑ  ÐB ß C Ñm

#
! ! ! !

o que, tendo em conta a observação em 3.1.12, implica que  é diferenciável0
em  e com . Uma vez que o ponto  é arbitrário, oÐB ß C Ñ H0 œ ÐB ß C Ñ! ! ! !ÐB ßC Ñ! !

-

que verificámos mostra que  é diferenciável e, como observámos no início,0
com
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H0 œ ÐH 0 Ñ  ÐH 0 ÑÐBßCÑ ÐBßCÑ ÐBßCÑ" #
‡ ‡

" #1 1

para cada . Tendo em conta a continuidade das aplicaçõesÐBß CÑ − E ‚ F
H 0 H 0 H0ÀE ‚ F Ä ÐI ‚ JàKÑ" # e  concluímos que  é contínua, isto é_
que  é de classe . A mesma igualdade mostra que  é de classe 0 G 0 G" 5"

desde que  e  sejam de classe .H 0 H 0 G" #
5 

As considerações precedentes envolvendo os diferenciais parciais de
aplicações de duas variáveis podem ser estendidos facilmente a outro
número de variáveis. Para simplificar as notações vamos agora supor que
todos os conjuntos envolvidos são domínios de diferenciabilidade em
espaços vetoriais normados, e ao contrário do que fizémos noutras
situações, examinamos os resultados apenas no contexto de famílias
indexadas em , portanto no dos produtos de espaços vetoriaisÖ"ß #ßá ß 8×
normados do tipo . Os resultados correspondentes paraI ‚â‚I" 8

produtos do tipo , com  conjunto de índices finito com  elementos#
3−M

3I M 8

podem ser obtidos facilmente a partir dos que vamos estabelecer.

3.3.26 (Generalização de )3.3.22  Sejam ,  espaços vetoriais8   # I J"ßá ßI ß8
normados sobre , para cada ,  Š " Ÿ 3 Ÿ 8 E § I3 3 um domínio de diferencia-
bilidade e  uma aplicação. Dizemos que  é 0 ÀE ‚â‚E Ä J 0" 8 parcial-
mente diferenciável num ponto  relativa-ÐB ßá ß B Ñ − E ‚ ßá ß ‚ E! ! " 8" 8

mente a uma variável  se for diferenciável em  a aplicação" Ÿ 3 Ÿ 8 B!3

E3 Ä J  definida por

B È 0ÐB3 !"ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ! 3 ! !3" 3" 8

e então ao diferencial em  desta aplicação dá-se o nome de diferencialB!3

parcial de  no ponto  relativamente à variável , sendo notado0 3ÐB ßá ß B Ñ! !" 8

H 0 ÐI à JÑ3 3ÐB ßáßB Ñ! !" 8
, um elemento de ._

3.3.27 (Generalização de )3.3.23  Sejam ,  espaços vetoriais8   # I J"ßá ßI ß8
normados sobre , para cada ,  Š " Ÿ 3 Ÿ 8 E § I3 3 um domínio de diferencia-
bilidade e  uma aplicação diferenciável num ponto0 ÀE ‚â‚E Ä J" 8

ÐB ßá ß B Ñ! !" 8 , onde consideramos implicitamente no produto cartesiano
I ‚â‚I" 8 uma das normas que define a topologia produto, para fixar
ideias a norma do máximo, definida por

mÐ? ßá ß ? Ñm œ m? m" 8 3
"Ÿ3Ÿ8
max .

Tem-se então que  é parcialmente diferenciável em  relativa-0 ÐB ßá ß B Ñ! !" 8

mente a cada variável e têm lugar as seguintes relações entre o diferencial e
os diferenciais parciais:
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H 0 Ð? Ñ œ H0 Ð!ßá ß ? ßá ß !Ñ

H0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H 0 Ð? Ñ

3 3 3ÐB ßáßB Ñ ÐB ßáßB Ñ

ÐB ßáßB Ñ ÐB ßáßB Ñ" 8 3 3

"Ÿ3Ÿ8

! ! ! !" 8 " 8

! ! ! !" 8 " 8

,

"
(onde no segundo membro da primeira igualdade  ocupa, naturalmente, a?3

posição ).3
Dem: A demonstração é uma adaptação evidente da que apresentámos para
3.3.23. 

3.3.28 (Generalização de ) 3.3.24 Nas condições anteriores, se a aplicação
0 ÀE ‚â‚E Ä J G 5   !" 8

5" for de classe  (onde ) então cada uma das
aplicações

H 0ÀE ‚â‚E Ä ÐI àJÑ3 " 8 3_

é de classe .G5

Dem: A demonstração é, mais uma vez, uma adaptação evidente da que
apresentámos para .3.3.24 

3.3.29 (Generalização de ) 3.3.25 Sejam ,  espaços vetoriais8   # I J"ßá ßI ß8
normados sobre , para cada ,  Š " Ÿ 3 Ÿ 8 E § I3 3 um domínio de diferencia-
bilidade localmente convexo e  uma aplicação0 ÀE ‚â‚E Ä J" 8

parcialmente diferenciável em cada ponto  relativamente a cadaÐB ßá ß B Ñ" 8

uma das variáveis e tal que cada uma das aplicações

H 0ÀE ‚â‚E Ä ÐI àJÑ3 " 8 3_   (1)

seja contínua. Tem-se então que a aplicação  é de0 ÀE ‚â‚E Ä J" 8

classe . Mais geralmente, se suposermos que as aplicações em (1) são deG"

classe  então a aplicação  é mesmo de classe .G 0 G5 5"

Dem: Ao contrário dos resultados precedentes, preferimos não fazer uma
adaptação da demonstração apresentada no caso do produto de dois factores,
porque essa adaptação seria menos direta. Fazemos, em vez disso, uma
demonstração por indução em , começando por reparar que o caso em que8
8 œ # não é mais do que o resultado . Suponhamos então que o3.3.25
resultado é válido para um certo  e examinemos o que se passa com8   #
uma aplicação de  variáveis  nas condições do8  " 0ÀE ‚â‚E Ä J" 8"

enunciado.
Para cada , consideremos a aplicaçãoB − E8" 8"

0 ÀE ‚ ßá ß ‚ E Ä J

0 ÐB ßá ß B Ñ œ 0ÐB ßá ß B ß B Ñ
ÐB Ñ " 8

ÐB Ñ " 8 " 8 8"

8"

8"

,

,

a qual, por hipótese, vai admitir em cada ponto  diferenciaisÐB ßá ß B Ñ" 8

parciais relativamente a cada uma das variáveis  dadas por" Ÿ 3 Ÿ 8

H 0 œ H 03 3ÐB Ñ ÐB ßáßB ßB ÑÐB ßáßB Ñ8" " 8 8"" 8
,
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fórmula que, tendo em conta a hipótese (1) (com  no lugar de )8  " 8
implica em particular a continuidade de cada

H 0 ÀE ‚ ßá ß ‚ E Ä ÐI àJÑ3 " 8 3ÐB Ñ8"
_ .

Podemos agora aplicar a hipótese de indução para deduzir que cada  é0ÐB Ñ8"

de classe  tendo-se, por , que o diferencial de  está definidoG 0"
ÐB Ñ3.3.27

8"

por

H0 Ð? ßá ß ? Ñ œ H 0 Ð? Ñ œ

œ H 0 Ð? Ñ

ÐB Ñ ÐB ÑÐB ßáßB Ñ ÐB ßáßB Ñ" 8 3 3

"Ÿ3Ÿ8

"Ÿ3Ÿ8

3 3ÐB ßáßB ßB Ñ

8" 8"" 8 " 8

" 8 8"

"
" ,

   (2)

fórmula que implica que é contínua a aplicação

ÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ä ÐI ‚â‚I àJÑ

ÐÐB ßá ß B Ñß B Ñ È H0
" 8 8" " 8

" 8 8" ÐB ÑÐB ßáßB Ñ

_ ,

8" " 8

e que esta aplicação é mesmo de classe  quando se supõe que asG5

aplicações em (1) são de classe  . Dito de outro modo, notandoG5 260

0 À ÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ä Js
" 8 8"

a composta de  com a bijeção natural0

ÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ä E ‚â‚E ‚E" 8 8" " 8 8",   (3)

provámos que é contínua (respetivamente de classe ) a aplicaçãoG5

H 0À ÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ä ÐI ‚â‚I àJÑs
" " 8 8" " 8_ .

Por outro lado, tendo em conta (1) (com  no lugar de ), vemos que  é8  " 8 0s

parcialmente diferenciável relativamente à segunda variável em cada ponto e
com

H 0 œ H 0s
# 8"ÐÐB ßáßB ÑßB Ñ ÐB ßáßB ßB Ñ" 8 8" " 8 8"

,

pelo que a aplicação

260Reparar que, notando  as projeções canónicas, a fórmula em13 " 8 3À I ‚â‚I Ä I
(2) traduz que

H0 œ Ð ß M.ÑÐH 0 ÑÐB Ñ ÐB ßáßB ßB ÑÐB ßáßB Ñ
"Ÿ3Ÿ8

3 38" " 8 8"" 8
" _ 1

e que tem lugar uma aplicação natural de classe ,G_

ÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ä E ‚â‚E ‚E" 8 8" " 8 8",

restrição de uma isometria linear.
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H 0À ÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ä ÐI àJÑs
# " 8 8" 8"_

é também contínua (respetivamente de classe ). Podemos, enfim, aplicarG5

3.3.25 para garantir que  é de classe 0 À ÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ä J Gs
" 8 8"

"

(respetivamente de classe  e portanto o mesmo vai acontecer a , que éG Ñ 05"

a composta de  com a aplicação de classe  natural inversa da referida em0 Gs _

(3) (restrição de uma isometria linear). 

3.3.30 (Derivadas parciais) Sejam ,  espaços vetoriais8   # I J"ßá ßI ß8
normados sobre , para cada ,  Š " Ÿ 3 Ÿ 8 E § I3 3 um domínio de diferencia-
bilidade e  uma aplicação. Se  for parcialmente0 ÀE ‚â‚E Ä J 0" 8

diferenciável num ponto  relativamente aÐB ßá ß B Ñ − E ‚ ßá ß ‚ E! ! " 8" 8

uma variável  tal que  define-se a  de " Ÿ 3 Ÿ 8 I œ 03 Š derivada parcial
relativamente à variável  como sendo o vetor3

`0

`B
ÐB ßá ß B Ñ œ H 0 Ð"Ñ − J

3
! ! 3" 8 ÐB ßáßB Ñ! !" 8

,

imagem de  pela isometria linear natural H 03 ÐB ßáßB Ñ! !" 8
E ŠÀ Ð à J Ñ Ä J_  (cf.

2.1.42). Relembremos que, como referido no resultado referido, tem-se
então, para cada + −3 Š,

H 0 Ð+ Ñ œ + ÐB ßá ß B Ñ
`0

`B
3 3 3 ! !ÐB ßáßB Ñ

3
" 8! !" 8

,

igualdade que permite reescrever uma fórmula obtida em , no caso em3.3.27
que  é diferenciável no ponto  e todos os  são iguais a ,0 ÐB ßá ß B Ñ I! ! 3" 8 Š
com o aspeto mais familiar,

H0 Ð+ ßá ß + Ñ œ + ÐB ßá ß B Ñ
`0

`B
ÐB ßáßB Ñ " 8 3 ! !

"Ÿ3Ÿ8 3
" 8! !" 8

" .

3.3.31 (Igualdade das derivadas parciais cruzadas) Sejam  um espaçoJ
vetorial normado sobre Š Š Š,  e  dois domínios de diferenciabi-E § F §
lidade localmente convexos e  uma aplicação de classe .0 ÀE ‚ F Ä J G#

São então de classe  as aplicações  e G ÀE ‚ F Ä J ÀE ‚ F Ä J" `0 `0
`B `C

261

e, notando  e  as derivadas parciais da primeira relativamente à` 0 ` 0
`B`C `C`B

# #

segunda variável e da segunda relativamente à primeira, tem-se, para cada
ÐBß CÑ − E ‚ Fß

` 0 ` 0

`B`C `C`B
ÐBß CÑ œ ÐBß CÑÞ

# #

261Sinónimos de  e  respetivamente que se utilizam habitualmente no caso de duas`0 `0
`B `B" #

variáveis.
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Note-se que vale também um resultado análogo para a igualdade das
derivadas cruzadas de funções de mais variáveis mas abstemo-lo de o
enunciar porque ele é essencialmente uma consequência direta do caso das
duas variáveis.
Dem: Tendo em conta , tem-se3.3.23

`0

`B
ÐBß CÑ œ H 0 Ð"Ñ œ H0 Ð"ß !Ñ" ÐBßCÑ ÐBßCÑ ,

em particular  é de classe  por isso acontecer a , e portanto, tendo`0
`B

"
"G H 0

em conta mais uma vez o mesmo resultado,

` 0

`B`C
ÐBß CÑ œ HÐH0Ñ Ð!ß "ÑÐ"ß !Ñ œ H 0 ÐÐ!ß "Ñß Ð"ß !ÑÑ

#

ÐBßCÑ ÐBßCÑ
# .

Analogamente, de se ter

`0

`C
ÐBß CÑ œ H 0 Ð"Ñ œ H0 Ð!ß "Ñ# ÐBßCÑ ÐBßCÑ ,

o que implica em particular que  é de classe  por isso acontecer a ,`0
`C

"
#G H 0

deduzimos que

` 0

`C`B
ÐBß CÑ œ HÐH0Ñ Ð"ß !ÑÐ!ß "Ñ œ H 0 ÐÐ"ß !Ñß Ð!ß "ÑÑ

#

ÐBßCÑ ÐBßCÑ
# .

A igualdade no enunciado é agora uma consequência de a aplicação bilinear

H 0 À Ð ‚ Ñ ‚ Ð ‚ Ñ Ä J#
ÐBßCÑ Š Š Š Š

ser simétrica, tendo em conta .3.3.19 

3.3.32 (Diferenciabilidade e passagem ao limite) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š,  um domínio de diferenciabilidadeE § I
localmente convexo e não vazio,  um espaço topológico,  e ] F § ] C − ]!

aderente a . Seja  uma aplicação tal que:F ÀE ‚ F Ä JF
1) Para cada  a aplicação  definida porC − F 0 ÀE Ä JÐCÑ

0 ÐBÑ œ ÐBß CÑÐCÑ F

é de classe .G"

2) Existe uma aplicação  tal que para cada  se tenha0 ÀE Ä J B − E

lim
CÄC

ÐCÑ
!

0 ÐBÑ œ 0ÐBÑ,

por outras palavras,  quando , para a topologia da0 Ä 0 C Ä CÐCÑ !

convergência simples de  (cf. ).E:ÐEß JÑ 1.2.82
3) Existe uma aplicação  tal que- - _œ Ð Ñ ÀE Ä ÐIàJÑB B−E
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lim
CÄC

ÐCÑ
!

H0 œ -

para a topologia da convergência uniforme de  (cf. ).E:ÐEß ÐIà JÑÑ_ 1.2.76
Tem-se então que a aplicação  em 2) é de classe  e com0 ÀE Ä J G"

H0 œ B − EB B-  para cada .
Dem: Comecemos por notar que o facto de cada  serH0 ÀE Ä ÐIàJÑÐCÑ _

uma aplicação contínua implica, por 3), tendo em conta  e  que a1.4.32 1.2.40
aplicação  é contínua. Seja agora  fixado. Dado- _À E Ä ÐIàJÑ B − E!

$  ! Z C arbitrário, deduzimos, de 3), a existência de uma vizinhança  de !

em  tal que para cada  e cada  se tenha] C − Z  F B − E

mH0  m Ÿ
#

ÐCÑB B-
$

e, da continuidade de  em  e do facto de o domínio de diferenciabilidade- B!

E  ! F ÐB Ñ  E ser localmente convexo, a existência de  tal que  seja& & !

convexo e que para cada B − F ÐB Ñ  E& !

m  m Ÿ
#

- -
$

B B!
.

Deduzimos daqui que para cada  e C − Z  F B − F ÐB Ñ  E& !

mH0  m Ÿ mH0  m  m  m ŸÐCÑ ÐCÑB BB B B B- - - - $
! !

e portanto pelo segundo teorema da média em  para cada  e3.3.4 C − Z  F
B − F ÐB Ñ  E& !

m0 ÐBÑ  0 ÐB Ñ  ÐB  B Ñm Ÿ mB  B mÐCÑ ÐCÑ ! B ! !- $
!

o que, tendo em conta 2) e a arbitrariedade de , implica,C − Z  F
considerando o limite quando , que para cada C Ä C B − F ÐB Ñ  E! !&

m0ÐBÑ  0ÐB Ñ  ÐB  B Ñm Ÿ mB  B m! B ! !- $
!

.

Ficou assim provado que  é diferenciável em  e com . O facto0 B H0 œ! B B! !
-

de  ser de classe  resulta agora da arbitrariedade de  e da continuidade0 G B"
!

da aplicação .- _À E Ä ÐIàJÑ 

3.3.33 (Corolário) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š, E § I
um domínio de diferenciabilidade localmente convexo e não vazio e Ð0 Ñ4 4−N

uma sucessão generalizada de aplicações  de classe  tais que0 ÀE Ä J G4
"

exista uma aplicação  e uma aplicação  tais que0 ÀE Ä J ÀE Ä ÐIàJÑ- _
0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − E4  para cada  e que a sucessão generalizada dos
H0 ÀE Ä ÐIàJÑ4 _ - convirja para  para a topologia da convergência
uniforme de . Tem-se então que  é uma aplicação de classeE:ÐEß ÐIà JÑÑ 0_
G H0 œ B − E"

B B e com  para cada .-
Dem: Trata-se do caso particular do resultado precedente em que definimos
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F FÀ E ‚ N Ä J ÐBß 4Ñ œ 0 ÐBÑ por  e lembramos que o limite de uma4

sucessão generalizada indexada em  não é mais do que o limite quandoN
4 Ä _ N œ N  Ö_× para uma topologia de  (cf.  e ).1.2.61 1.2.62 

3.3.34 (Corolário) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š, o segundo
dos quais completo,  um domínio de diferenciabilidade localmenteE § I
convexo e  uma família de aplicações  de classe .Ð0 Ñ 0 ÀE Ä J G3 3−M 3

"

Suponhamos que para cada  a família dos vetores  é somávelB − E 0 ÐBÑ − J3

e que a família das aplicações  é normalmente somável,H0 ÀE Ä ÐIàJÑ3 _
isto é que existem constantes  tais que + − Ò!ß_Ò3 !

3−M
3  e que para+  _

cada  se tenha B − E mH0 m Ÿ + 0ÀE Ä J3 3B  (cf. ). Sendo então  a2.1.24
aplicação definida por

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ"
3−M

3 ,

tem-se que  é uma aplicação de classe  e para cada 0 G B − E"

H0 œ H0 − ÐIà JÑB 3

3−M
B" _ .

Dem: Começamos por notar que o facto de, para cada  a família dosB − E
H03B ser somável resulta de termos uma família normalmente somável de
aplicações . Sendo, para cada parte finita  de ,  ,H0 O M 0 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ3 O 3

3−O

!
tem-se que os  a sucessão0OÀE Ä J G são aplicações de classe , que"

generalizada dos  converge para , para cada , e que0 ÐBÑ 0ÐBÑ B − EO

H0 œ H0 B − Y H0O 3 3B B B
3−O 3−M

! ! , vai convergir, para cada , para  . Tendo em

conta o resultado anterior, tudo o que temos que ver é que temos mesmo uma
convergência da sucessão generalizada de aplicações H0OÀE Ä ÐIàJÑ_
para a aplicação que a  associa B !

3−M
3B  na topologia da convergênciaH0

uniforme de . Ora, dado , podemos escolher uma parteE:ÐEà ÐIà JÑÑ  !_ $
finita  de , tal que, qualquer que seja a parte finita  de , contendo ,O M O M O! !

tem-se

" " "
3ÂO

3 3 3

3−M 3−O

+ œ Ð + Ñ  Ð + Ñ     ,$

donde

mÐ H0 Ñ  H0 m m H0 m mH0 m   =    ," " "
3−M

3 O 3 3B B B B

3ÂO 3ÂO

Ÿ $

o que mostra que temos realmente uma convergência para a topologia da
convergência uniforme. 
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Como exemplo de aplicação do resultado precedente podemos estabelecer
um resultado que permite construir várias aplicações importantes de
classe  e que o leitor decerto já encontrou no contexto das séries deG_

números reais.

3.3.35 (Diferenciabilidade da soma de uma série de potências) Sejam  umJ
espaço de Banach sobre Š,  uma família de vetores de  eÐA Ñ J5 5 !

!  V  _ tal que, qualquer que seja , !  <  V

"
5 !

5     mA m5 <  _(1)

(podemos então dizer que  é um  associado à famíliaV raio de convergência
dos vetores ). Qualquer que seja  tem-se então tambémA !  <  V5

"
5 "

5"     5 <  _mA m5(2)

e, considerando a bola aberta F Ð!ÑV § Š, fica definida uma aplicação
0 ÀF Ð!Ñ Ä J GV

_ de classe  por

0Ð>Ñ œ > A œ A  >A  > A â"
5 !

5 #
5 ! " #   (3)

para a qual se tem

0 Ð>Ñ œ 5> Aw 5"

5 "

5"   (4)

e, para cada ,:   !

0 Ð!Ñ œ :xAÐ:Ñ
:.   (5)

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
a) Vamos começar por mostrar que se se tem (1) para todo o !  <  V
então também se tem (2) para todo o . !  <  V 262

Subdem: Dado , fixemos  com . O facto de se ter!  <  V < <  <  Vw w

< 5"
< 5 !
w

 " " 5 Ä _ 5   " e de  ter limite  quando , permite-nos escolher 
tal que se tenha , isto é , para cada . Para cada5" < <

5 < < ! 5  " Ÿ 5 5   5
w w

5   5 5! vem então, por indução em ,

5 Ÿ 5! ˆ ‰<

<

w
55!

donde

262Não afirmamos, de modo nenhum, que se (1) é válido para um certo  (2) tenha que ser<
válido para o mesmo .<
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5 < Ÿ 5 < Ÿ 5 < œ <
< < 5

< < <
mA m mA m mA m mA m5 5 5 5

5" 5" 5" w
! !

w w
55 5" !

w

5ˆ ‰ ˆ ‰!      

pelo que

" " "
" "

5 " 5œ" 5 5

5" 5" 5"
5 "

5œ" 5 5

5 "
5" w! 5

      

   .

5 < œ 5 <  5 < Ÿ

5 <  <  _
5

<

mA m mA m mA m

Ÿ mA m mA m

5 5 5

5 5w

!

!

!

!

b) Vamos agora mostrar que se pode definir uma aplicação 0 ÀF Ð!Ñ Ä JV

de classe  pela igualdade (3) e que a derivada  é a definidaG 0 ÀF Ð!Ñ Ä J" w
V

pela igualdade (4).
Subdem: O facto de  estar bem definida resulta de que para cada 0 > − F Ð!ÑV

vem  e portanto, por hipótese, l>l  V mA m!
5 !

5   ou seja, a soma5 l>l  _

em (3) é a de uma família absolutamente somável de vetores de , emJ
particular de uma família somável. Para cada  as aplicações!  <  V
05ÀF Ð!Ñ Ä J 0 Ð>Ñ œ > A G 0 Ð>Ñ œ !< 5 5

5 " w
5 definidas por  são de classe  e com 

se  e  se , neste último caso com5 œ ! 0 Ð>Ñ œ 5> A 5   "5
w 5"

5

m0 Ð>Ñm œ 5l>l mA m Ÿ 5mA m<5
w 5" 5"

5 5 .

Tendo em conta (2) e tendo presente a isometria linear E ŠÀ Ð à J Ñ Ä J_  que
aplica  em H0 05> 5

w Ð>Ñ, concluímos que a família dos diferenciais
H0 ÀF Ð!Ñ Ä Ð à JÑ5 < _ Š  é normalmente somável e portanto, por  que a3.3.34
restrição de  a  é de classe  e com  determinado por (4). Tendo0 F Ð!Ñ G 0 Ð>Ñ<

" w

em conta o facto de ser local a noção de aplicação de classe  (cf. ),G" 3.2.14
concluímos que  é de classe  e com  determinada por (4).0 ÀF Ð!Ñ Ä J G 0V

" w

c) As conclusões a que já chegámos mostram em particular que 0 Ð!Ñ œ AÐ!Ñ
!

e que . Para terminar, vamos mostrar, por indução em  que0 Ð!Ñ œ A :w
"

0 ÀF Ð!Ñ Ä J G 0 Ð!Ñ œ :xAV :
: Ð:Ñ é de classe  e que , conclusão a que já

chegámos para os valores  e  de . Suponhamos então, pela hipótese de! " :
indução, que o resultado é verdadeiro para um certo . Reparamos que a:   "
fórmula (4) pode ser reescrita

0 Ð>Ñ œ Ð5  "Ñ> A œ > Dw 5 5

5 ! 5 !

5" 5" " ,

onde . Uma vez que para cada D œ Ð5  "ÑA !  <  V5 5"

" " "
5 ! 5 ! 5 "

5 5" 5
5 5mD m< œ Ð5  "ÑmA m< œ mA m5 <  _ ,5"

podemos aplicar a hipótese de indução a  para concluir que  é de classe0 0w w
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G 0 G: :", portanto que  é de classe  e que

0 Ð!Ñ œ 0 Ð!Ñ œ :xD œ Ð:  "ÑxAÐ:"Ñ wÐ:Ñ
: :". 

Exercícios

Ex. 3.3.1 Mostrar que as versões do primeiro teorema da média em  e  e o3.3.1 3.3.3
corolário  continuam a ser válidos se se admitir um número finito de excepções3.3.2
para os pontos  em que  é diferenciável (mas continuando a admitir que  é> − Ó+ß ,Ò 0 0
contínua em todos os pontos).  Fazer uma demonstração de  porSugestão: 3.3.1
indução no número de excepções, reparando que no caso em que há uma única
excepção basta aplicar o resultado estabelecido separadamente a cada um de dois
subintervalos.

Ex. 3.3.2 Mostrar que o segundo teorema da média, referido em , continua a ser3.3.4
válido se admitirmos que entre os pontos do convexo  possa haver um número finitoG
de excepções em que a aplicação  não seja diferenciável, embora se deva exigir que0
nesses pontos a aplicação  seja ainda contínua. A mesma observação se pode0
evidentemente fazer em relação ao corolário .3.3.5

Ex. 3.3.3 (Generalização do primeiro teorema da média — cf. )[6]  Sejam  dois+  ,
números reais,  um espaço vetorial normado,  uma aplicação contínua,I À Ò+ß ,Ó Ä: ‘
derivável em cada  e com  e  uma aplicação contínua,> − Ó+ß ,Ó Ð>Ñ   ! 0À Ò+ß ,Ó Ä I:w

derivável em cada  e com . Adaptar a prova do primeiro> − Ó+ß ,Ò m0 Ð>Ñm Ÿ Ð>Ñw w:
teorema da média em 3.3.1 de modo a concluir que se tem

m0Ð,Ñ  0Ð+Ñm Ÿ Ð,Ñ  Ð+Ñ: : .

Que aplicação  poderia utilizar de modo a obter o resultado original em ?: 3.3.1
Sugestão: Fixados  e  arbitrários, considerar o máximo  dos+ − Ó+ß ,Ò <  ! -w

> − Ò+ ß ,Ów  tais que

m0Ð>Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ Ð>Ñ  Ð+ Ñ  <Ð>  + Ñw w w: :

e supondo que se tinha  chegar a um absurdo reparando que se tinha-  ,

lim
>Ä-
>Á-

w

w
½ ½ ½ ½0Ð>Ñ  0Ð-Ñ 0 Ð-Ñ

Ð>Ñ  Ð-Ñ  <Ð>  -Ñ Ð-Ñ  <
œ  "

: : :
.

Ex. 3.3.4 (A regra de Cauchy para levantamento de indeterminações no contexto
vetorial) a) Sejam  dois números reais,  um espaço vetorial normado e+  , I
1À Ò+ß ,Ò Ä I À Ò+ß ,Ò Ä > − Ò+ß ,Ò e  duas aplicações contínuas, deriviáveis em cada < ‘
e com ,  e . Supondo que se tem< <wÐ>Ñ  ! Ð+Ñ œ ! 1Ð+Ñ œ !

lim
>Ä+

w

w

1 Ð>Ñ

Ð>Ñ
œ A − I

<
,

mostrar que se tem também
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lim
>Ä+

1Ð>Ñ

Î>Ñ
œ A

<
.

Sugestão: Dado  arbitrário, existe  tal que  e que para cada$ & & !  ! +  Ÿ ,
> − Ò+ß +  Ò&

½ ½1 Ð>Ñ

Ð>Ñ
 A Ÿ

w

w<
$

e aplicar então a conclusão do exercício , com  e3.3.3 0Ð>Ñ œ 1Ð>Ñ  Ð>ÑA:
: $< &Ð>Ñ œ Ð>Ñ > − Ò+ß +  Ò, para concluir que para cada 

½ ½1Ð>Ñ

Ð>Ñ
 A Ÿ

<
$.

b) Utilizar a conclusão de a) para obter conclusões análogas no caso em que se tem
< <w wÐ>Ñ  ! Ð>Ñ  !, em vez de , e naquele em que temos limites à esquerda em vez de
limites à direita.

Ex. 3.3.5 (Um conjunto gerador não total) Seja  um espaço vetorial de dimensãoI
finita  sobre , com uma base . Verificar que  tem 8 A ßá ßA E œ ÖA ßá ßA × IŠ " 8 " 8

como subespaço vetorial gerado mas que este conjunto não é total. Mais
precisamente, mostrar que o subespaço vetorial gerado por  é constituído pelosEE
vetores de  cujas coordenadas na base referida têm soma igual a .I !

Ex. 3.3.6 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre  e  uma aplicaçãoI J ÀI Ä JŠ 0 :

multilinear contínua que seja simétrica. Seja  fixado e seja  aB − I 0ÀI Ä J!

aplicação de classe  definida porG_

0ÐBÑ œ ÐB  B ß B  B ßá ß B  B Ñ0 ! ! ! .

Mostrar, por indução, que, para cada , se tem! Ÿ 5 Ÿ :

H 0 Ð? ßá ß ? Ñ œ Ð? ßá ß ? ß B  B ßá ß B  B Ñ
:

Ð:  5Ñ
5

B " 5 " 5 ! !
!

!
 0

e deduzir, em particular, que, em , , para cada , e ! .B H 0 œ ! 5 Á : H 0 œ :! B B
5 :

! !
0

Ex. 3.3.7 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre ,  um domínio deI J E § IŠ
diferenciabilidade e  uma aplicação de classe , onde . Sejam0 ÀE Ä J G 5   !5"

G § E Q   ! B − G mH 0 m Ÿ Q um conjunto convexo e  tais que, para cada , .5"
B

a) Sendo  tal que  tenha em  um zero de ordem maior ou igual a  (cf.B − G 0 B 5  "! !

o exercício ), mostrar que se tem, para cada , .3.2.12 B − G m0ÐBÑm Ÿ QmB  B m!
5"

b) Deduzir de a) a seguinte versão da  Escrevendofórmula de Taylor:

0ÐBÑ œ 0ÐB Ñ  H0 ÐB  B Ñ  H 0 ÐB  B ß B  B Ñ 
"

#

â H 0 ÐB  B ßá ß B  B Ñ  <ÐBÑ
"

5

! B ! B ! !
#

5
B ! !

! !

!

 

!
 ,

tem-se, para , .B ß B − G m<ÐBÑm Ÿ QmB  B m! !
5"

Ex. 3.3.8 Sejam  um espaço vetorial normado sobre  e  uma aplicaçãoI ÀI ‚ I ÄŠ # Š
sesquilinear hermítica contínua (cf.  e ). Diz-se que  é 2.5.3 2.5.4 # topologicamente
definida positiva se existe  tal que, qualquer que seja , & # & ! B − I ÐBß BÑ   mBm#
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(em particular  para cada , por outras palavras,  é # #ÐBß BÑ  ! B − I Ï Ö!× definida
positiva).
a) Mostrar que o subconjunto  constituído pelas apli-_ Š _ Š2/<ÐIßIà Ñ § ÐIßIà Ñ
cações sesquilineares hermíticas contínuas é um subespaço vetorial  e que oreal
subconjunto  de , constituído por aquelas que são_ Š _ Š2/< 2/<ÐIßIà Ñ ÐIßIà Ñ
topologicamente definidas e positivas, é aberto.
b) Mostrar que, no caso em que  tem dimensão finita, uma aplicação sesquilinearI
hermítica é topologicamente definida e positiva se, e só se, for definida positiva (cf.
2.5.5).  Afastado o caso trivial em que , atender a que a superfícieSugestão: I œ Ö!×
esférica de centro  e raio  de  é um conjunto compacto não vazio.! " I

Ex. 3.3.9 Sejam  um espaço vetorial normado real,  um domínio de diferen-I E § I
ciabilidade localmente convexo e  uma aplicação de classe . Seja 0 ÀE Ä G B − E‘ #

!

tal que  e que  seja topologicamente definida positiva. Mostrar que H0 œ ! H 0 0B B
#

! !

admite no ponto  um , isto é, que existe um aberto  de ,B Y E!
wmínimo local estrito

com , tal que, para cada , com , .B − Y B − Y B Á B 0ÐBÑ  0ÐB Ñ! ! !
w w

Sugestão: Tomar , onde  é escolhido de forma que  sejaY œ E  F Ð!Ñ  ! Yw w
& &

convexo e que para cada  a aplicação bilinear  seja definida e positiva.B − Y H 0w #
B

Mostrar que para cada , com , a aplicação , definida porB − Y B Á B À Ò!ß "Ó Äw
! : ‘

:Ð>Ñ œ 0ÐB  >ÐB  B ÑÑ !! !  tem derivada nula em  e derivada de segunda ordem
estritamente positiva em todos os pontos.

Ex. 3.3.10 (Complementos sobre a diferenciação parcial) a) Reexaminando a demons-
tração de , verificar que a conclusão continua a ser válida sem ser necessário3.3.25
exigir que o domínio de diferenciabilidade  seja localmente convexo (conti-E § I
nuando, no entanto, a exigir que  seja um domínio de diferenciabilidade localmenteF
convexo).
b) Verificar que a assimetria dos papéis das variáveis é apenas aparente, mostrando
que o resultado é também válido sem exigir que o domínio de diferenciabilidade F
seja localmente convexo mas exigindo que o domínio de diferenciabilidade  o seja.E
Sugestão: Poderá adapatar convenientemente a demonstração apresentada ou
considerar a composição de  com a aplicação natural .0 F ‚ E Ä E‚F
c) Se se pretender apenas concluir em  a diferenciabilidade de  num ponto3.3.25 0
ÐB ß C Ñ E! ! , verificar que se pode apenas exigir que  seja domínio de diferenciabilidade
e que exista o diferencial parcial , continuando no entanto a exigir a exis-H 0" ÐB ßC Ñ! !

tência em todos os pontos do diferencial parcial relativamente à segunda variável e a
continuidade de .H 0ÀE ‚ F Ä ÐJ àKÑ# _
d) Enunciar e justificar um resultado que desfaça a aparente assimetria dos papéis das
variáveis em c).

Ex. 3.3.11 Seja  uma álgebra de Banach e consideremos a aplicação exponencialX
expÀ ÄX X, definida no exercício .2.3.11
a) Mostrar que a aplicação  é de classe .exp G"

b) Mostrar que se,  são tais que , entãoBß ? − \ B? œ ?B

H Ð?Ñ œ ÐBÑ? œ ? ÐBÑexp exp expB .

Deduzir, em particular, que .H Ð?Ñ œ ?exp!

c) Dado , mostrar quer existe uma, e uma só, aplicação , verificandoB − \ 0À Ä \‘
0Ð!Ñ œ " 0 Ð>Ñ œ 0Ð>ÑB e que seja diferenciável em todos os pontos e com , a saber aw

definida por . Mostrar que essa aplicação  é mesmo de classe C .0Ð>Ñ œ Ð>BÑ 0exp _

Sugestão: Para provar a unicidade derivar a função .1Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ Ð>BÑexp
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Ex. 3.3.12 (As séries de polinómios homogéneos como generalização das séries de
potências) Dados os espaços vetoriais normados  e , vamos dizer que umaI J
aplicação  é um   se ela é uma aplicação0 À I Ä J !polinómio homogéneo de grau
constante e que ela é um   se existe umapolinómio homogéneo de grau 5   "
aplicação multilinear contínua  tal que .  No caso em0 0À I Ä J 0ÐBÑ œ ÐBßá ß BÑ5 263

que , definimos norma do polinómio de grau zero como sendo a norma do5 œ !
respectivo valor constante e no caso em que , dizemos que o polinómio5   "
homogéneo de grau  tem norma menor ou igual a  se for possível escolher uma5 Q
aplicação multilinear contínua , nas condições da definição, com .0 0m m Ÿ Q 264

a) Verificar que, no caso em que , os polinómios homogéneos de grau I œ 5Š
0 À Ä J 0Ð>Ñ œ > C C − JŠ  são as funções do tipo , com  (tomamos, por convenção,5

! œ " 5 0À Ä J! #). O que serão os polinómios homogéneos de grau  ?Š
b) Verificar que, se  é um polinómio homogéneo de grau , então  é uma0 À I Ä J 5 0
aplicação de classe  positivamente homogénea de grau , no sentido do exercícioG 5_

3.2.1.
c) Verificar que, se  é um polinómio homogéneo de grau  e de norma0 À I Ä J 5  "
menor ou igual a , então a aplicação  é um polinómioQ H0ÀI Ä ÐIà JÑ_
homogéneo de grau  e de norma menor ou igual a .5 Ð5  "ÑQ
d) Seja  uma família de elementos de  e seja  tal que,ÐQ Ñ Ò!ß_Ò !  V Ÿ _5 5 !

qualquer que seja ,     . Sejam  e  espaços vetoriais!  <  V Q <  _ I J!
5 !

5
5

normados e, para cada ,  um polinómio homogéneo de grau  com5   ! 0 ÀI Ä J 55

norma menor ou igual a . Sendo  a bola aberta de  com centro  e raio Q F Ð!Ñ I ! V5 V

(por convenção igual a  no caso em que ), mostrar que tem lugar umaI V œ _
aplicação de classe   definida por   , vindo, paraG 0ÀF Ð!Ñ Ä J 0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ_

V 5
5 !

!
cada ,8   !

H 0 œ H 08 8
B 5

5 8
B  ."

Sugestão: Atender a que, pelo que se verificou em , para cada 3.3.35 !  <  V
tem-se

"
5 "

5
5" .5Q <  _

Ex. 3.3.13 Utilizar o exercício anterior para mostrar que, se  é uma álgebra de Banach, aX
aplicação exponencial exp  é uma aplicação de classe .À Ä GX X _

Ex. 3.3.14 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre  e  uma aplicaçãoI J 0ÀI Ä JŠ
de classe  que seja positivamente -homogénea (cf. o exercício ).G 88 3.2.1
a) Mostrar que, para cada ,  e que a aplicação  é5  8 H 0 œ ! H 0ÀI Ä ÐIà JÑ5 8 8

! _
constante.
b) Utilizar a versão da fórmula de Taylor estudada no exercício  para deduzir3.3.7

263Não afirmamos que a aplicação multilinear  seja única; pode-se provar que existe0
uma única que seja simétrica mas, para não nos alongarmos, vamos evitar, de momento,
metermo-nos nessas questões, que serão examinadas adiante, no exercício 3.3.15
264Poder-se-ia definir norma do polinómio homogéneo mas, mais uma vez, não o fazemos
para já, examinando essa questão adiante no exercício .3.3.15
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que  é um polinómio homogéneo de grau  e que uma das aplicações multilineares0 8
contínuas  que definem  é a aplicação .0À I Ä J 0 H 08 8"

8 !!

Ex. 3.3.15 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre  e  um polinómioI J 0ÀI Ä JŠ
homogéneo de grau  com norma menor ou igual a . Mostrar que existe uma, e8 Q
uma só, aplicação multilinear contínua   tal quesimétrica 0À I Ä J8

0ÐBÑ œ ÐBßá ß BÑ œ H 0 m m Ÿ Q0 0 0, a saber   e que se tem . Não entramos assim"
8

8
!!

em contradição se definirmos norma de um polinómio homogéneo de grau  como8
sendo a norma da única aplicação multilinear contínua simétrica que o define.
Sugestão: Utilizar a alínea b) do exercício , a alínea c) do exercício  e o3.3.14 3.3.12
exercício .3.3.6

Ex. 3.3.16 (Os espaços de Banach — Comparar com o exercício )V"ÐEßJ Ñ 2.1.7
Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre , o segundo dos quais completo eI J Š
E § I um domínio de diferenciabilidade localmente convexo e compacto. Seja
V" "ÐEß J Ñ 0 ÀE Ä J G o conjunto das aplicações  de classe .
a) Mostrar que  é um subespaço vetorial do espaço  das aplicaçõesV V"ÐEß J Ñ ÐEß J Ñ
contínuas  (cf. ) e que se pode definir uma norma  neste espaço0 ÀE Ä J mm2.1.26 V"

por

m0m œ Öm0m ß mH0m ×V" max _ _ ,

onde .H0 − ÐEß ÐIà J ÑÑV _
b) Verificar que , com a norma , é um espaço de Banach. Verificar queV"ÐEß J Ñ mmV"
tem lugar uma isometria de  sobre um subespaço vectorial do espaço deV"ÐEß J Ñ
Banach  que a  associa  e utilizar  (ou o seuV V _ÐEß J Ñ ÐEß ÐIà J ÑÑ 0 Ð0 ßH0Ñ‚ 3.3.32
primeiro corolário) para mostrar que esse subespaço vetorial é fechado.
c) Generalizar o que foi feito nas alíneas precedentes para obter, para cada
" Ÿ 5  _ ÐEßJÑ, um estrutura de espaço de Banach no espaço  das aplicaçõesV5

0 À E Ä J G de classe ?5

§4. Os teoremas da função implícita e da função inversa.

3.4.1 (Existência e continuidade da função implícita) Sejam  um espaço\
topológico,  e  dois espaços de Banach sobre J K Š,  um conjuntoZ § J
aberto e  uma aplicação contínua , parcialmente diferen-0 À\ ‚ Z Ä K 265

ciável relativamente à segunda variável em cada  e tal que oÐBß CÑ − \ ‚ Z
diferencial parcial

H 0À\ ‚ Z Ä ÐJàKÑ# _

seja contínuo. Sejam  e  tais que  eÐB ß C Ñ − \ ‚ Z D − K 0ÐB ß C Ñ œ D! ! ! ! ! !

que o diferencial parcial  seja um isomorfismo topo-H 0 − ÐJ àKÑ# ÐB ßC Ñ! !
_

265De facto, como a demonstração que apresentamos mostra, bastaria pedir a
continuidade de  na primeira variável, isto é, a continuidade, para cada  da0 C − Z
aplicação de  para  que a  associa . Como em outras ocasiões, preferimos\ K B 0ÐBß CÑ
aqui a concisão à generalidade.
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lógico. Existem então abertos  de , com , e  de , comY \ B − Y Z Jw w w
!

C − Z § Z!
w  tais que:

a) Para cada  e  o diferencial parcial  é umB − Y C − Z H 0 − ÐJ àKÑw w
# ÐBßCÑ _

isomorfismo topológico.
b) Para cada  existe um, e um só,  tal que ;B − Y C − Z 0ÐBß CÑ œ Dw w

!

c) A aplicação  definida por  é contínua .1À Y Ä Z 0ÐBß 1ÐBÑÑ œ Dw w
!

266

Dem: Notemos

0 œ H 0 ÀK Ä J# ÐB ßC Ñ
"

! !
   (1)

e  a aplicação contínua definida por2À\ ‚ Z Ä J

2ÐBß CÑ œ C  Ð0ÐBß CÑÑ  ÐD Ñ0 0 ! ,   (2)

a qual é diferenciável relativamente à segunda variável e com

H 2 œ M.  ‰ H 0# J #ÐBßCÑ ÐBßCÑ0 ,   (3)

fórmula que implica que  e que  éH 2 œ ! H 2À\ ‚ Z Ä ÐJà JÑ# #ÐB ßC Ñ! !
_

contínua. Tendo em conta a continuidade de  e da aplicaçãoH 2#

\ ‚ Z Ä J ÐBß CÑ È ‰ H 0, 0 # ÐBßCÑ

assim como o facto de o conjunto dos isomorfismos topológicos ser aberto na
álgebra de Banach  (cf. ), consideremos um aberto  de _ÐJ à JÑ Y \2.3.34
com  e  tal que para cada  e  na bola fechada  seB − Y V  ! B − Y C F ÐC Ñ! V !

tenha  e portanto, pelo segundo teorema da média em ,mH 2 m Ÿ# ÐBßCÑ
"
# 3.3.4

para cada  e ,B − Y Cß C − F ÐC Ñw
V !

m2ÐBß CÑ  2ÐBß C Ñm Ÿ mC  C m
"

#
w w   (4)

e, por outro lado  seja um isomorfismo topológico, condição que0 ‰ H 0# ÐBßCÑ

implica que

H 0 œ H 0 ‰ H 0Bß CÑ − ÐJ àKÑ# # #ÐBßCÑ ÐB ßC Ñ! !
_

é também um isomorfismo topológico. Tendo em conta a continuidade de ,0
consideremos um aberto  de  com  tal que para cadaY \ B − Y § Yw w

!

B − Y w

m Ð0ÐBß C ÑÑ  Ð0ÐB ÞC Ñm 
V

#
0 0! ! ! .   (5)

Reparemos agora que, se  e  deduzimos de (2), (4) e (5)B − Y C − F ÐC Ñw
V !

que

266Costuma dizer-se que a aplicação  está definida implicitamente por esta igualdade.1



§4. Os teoremas da função implícita e da função inversa 541

m2ÐBß CÑ  C m œ m2ÐBß CÑ  2ÐBß C Ñ  2ÐBß C Ñ  C m œ

œ m2ÐBß CÑ  2ÐBß C Ñ  ÐD Ñ  Ð0ÐBß C ÑÑm Ÿ

Ÿ m2ÐBß CÑ  2ÐBß C Ñm  m Ð0ÐB ß C ÑÑ  Ð0ÐBß C ÑÑm 

 mC  C m 
"

#

! ! ! !

! ! !

! ! ! !

!

0 0

0 0
V V V

# # #
Ÿ  œ V,

o que mostra que, para cada  a aplicação , que por (4)B − Y C È 2ÐBß CÑw

admite a constante de Lipschitz , aplica  em ."
# V ! V ! V !F ÐC Ñ F ÐC Ñ § F ÐC Ñ

Uma vez que , sendo fechado no espaço de Banach , é um espaçoF ÐC Ñ JV !

métrico completo e não vazio, podemos agora aplicar o teorema do ponto
fixo em  e o seu complemento paramétrico em  para garantir a1.7.16 1.7.17
existência, para cada , de um único  tal queB − Y C − F ÐC Ñw

V !

2ÐBß CÑ œ C,

condição que implica que se tem mesmo , assim como aC − F ÐC ÑV !

continuidade da aplicação  definida pela condição de se ter1À Y Ä F ÐC Ñw
V !

2ÐBß 1ÐBÑÑ œ 1ÐBÑ. Para terminar a demonstração basta agora tomar
Z œ F ÐC Ñ B − Y C − Zw w w

V !  reparar que, para cada  e  tem-se, pela definição
de  em (2),2

2ÐBß CÑ œ C Í Ð0ÐBß CÑÑ œ ÐD Ñ Í 0ÐBß CÑ œ D0 0 ! !. 

3.4.2 (Diferenciabilidade da função implícita) Sejam  um espaço vetorialI
normado sobre Š Š,  e  espaços de Banach sobre ,  e J K E § I F § J
domínios de diferenciabilidade localmente convexos,  uma0 ÀE ‚ F Ä K
aplicação de classe  (onde ),  uma aplicaçãoG " Ÿ 5 Ÿ _ 1ÀE Ä F5

contínua e  tais que para cada  se tenha  eD − K B − E 0ÐBß 1ÐBÑÑ œ D! !

H 0 − ÐJ àKÑ 1# ÐBß1ÐBÑÑ _  seja um isomorfismo topológico. Tem-se então que  é
de classe  e para cada G B − E5

H1 œ H 0 ‰ H 0 − ÐIà JÑB # "ÐBß1ÐBÑÑ
"

ÐBß1ÐBÑÑ _ .    267(1)

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Comecemos por notar que será suficiente mostrar que  é diferenciável1
num ponto  arbitrário e com o diferencial  determinado por (1).B − E H1B
Subdem: A fórmula (1) implicará que a aplicação  éH1ÀE Ä ÐIàJÑ_
contínua, tendo em conta a continuidade da inversão referida em  e a2.3.35
da aplicação bilinear “composição”  . No_ _ _ÐKà JÑ ‚ ÐIàKÑ Ä ÐIàJÑ
caso em que  é de classe , com , deduziremos por indução0 G " Ÿ 5  _5

267Repare-se que ao contrário do resultado que assegura a existência e a continuidade da
função implícita, para o qual foi necessário supor que o subconjunto de  que seJ
considera é aberto, para assegurar que a função implícita é de classe , suposta a suaG5

existência e continuidade, podemos considerar subconjuntos de  que são apenasJ
domínios de diferenciabilidade localmente convexos.
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que para  a aplicação  é de classe , a passagem de  para " Ÿ : Ÿ 5 1 G : :  ":

resultando da fórmula ( ), tendo em conta o facto de a inversão ser de classe"
G_ (cf. ) tal como a aplicação bilinear contínua “composição” atrás3.2.21
referida. O caso  resultará simplesmente de que as aplicações de5 œ _
classe  são simplesmente as que são de classe  para todo o .G G 5_ 5

2) Para atingir o objetivo apontado em 1) vamos fixar um ponto  arbi-B − E"

tário, com o objetivo de provar a diferenciabilidade de  no ponto  com o1 B"

diferencial dado por

H1 œ H 0 ‰ H 0 − ÐIà JÑB # "ÐB ß1ÐB ÑÑ
"

ÐB ß1ÐB ÑÑ" " " " "
_ .   (2)

Vamos provar nesta alínea a existência de  e de  tais que<  ! Q   !
F ÐB Ñ  E< "  seja convexo e que

m1ÐBÑ  1ÐB Ñm Ÿ QmB  B m" "   (3)

para cada .B − F ÐB Ñ  E< "

Subdem: Notemos

0 _œ H 0 − ÐKàJÑ# ÐB ß1ÐB ÑÑ
"

" "
   (4)

e fixemos  tal que . Tendo em conta a continuidade dos$ $ 0 ! m m  "
diferenciais parciais, consideremos  e  tais que  e<  ! <  ! F ÐB Ñ  Ew ww

< "w

F Ð1ÐB ÑÑ  F B − F ÐB Ñ  E< " < "ww w sejam convexos e que sempre que  e
C − F Ð1ÐB ÑÑ  F< "ww  venha

mH 0 H 0 m Ÿ

mH 0 H 0 m Ÿ

" "ÐBßCÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ

# #ÐBßCÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ

" "

" "

$

$

,

,
   (5)

e reparemos que a primeira destas fórmulas implica que

mH 0 m Ÿ mH 0 H 0 m  mH 0 m Ÿ

Ÿ mH 0 m 

" " " "ÐBßCÑ ÐBßCÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ

" ÐB ß1ÐB ÑÑ

" " " "

" "
$.

   (6)

Pela continuidade de  no ponto , consideremos  com  tal que1 B < !  < Ÿ <"
w

se tenha  sempre que  pertence ao convexom1ÐBÑ  1ÐB Ñm  < B"
ww

F ÐB Ñ  E< " .
Tendo em conta o segundo teorema da média, com a segunda desigualdade
em (5), e o primeiro teorema da média, com a desigualdade (6), vemos agora
que para cada ,B − F ÐB Ñ  E< "

m0ÐB ß 1ÐBÑÑ  D H 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑm œ

œ m0ÐB ß 1ÐBÑÑ  0ÐB ß 1ÐB ÑÑ  H 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑm Ÿ

Ÿ m1ÐBÑ  1ÐB Ñm

" ! # "ÐB ß1ÐB ÑÑ

" " " # "ÐB ß1ÐB ÑÑ

"

" "

" "

$

e
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mD  0ÐB ß 1ÐBÑÑm œ m0ÐBß 1ÐBÑÑ  0ÐB ß 1ÐBÑÑm Ÿ

Ÿ mH 0 m  mB  B m

! " "

" "ÐB ß1ÐB ÑÑˆ ‰
" "

$

e portanto

m1ÐBÑ  1ÐB Ñm œ m H 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑ m Ÿ

Ÿ m mmH 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑm Ÿ

Ÿ m mmH 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑ  0ÐB ß 1ÐBÑÑ  D m 

" # "ÐB ß1ÐB ÑÑ

# "ÐB ß1ÐB ÑÑ

# " " !ÐB ß1ÐB ÑÑ

0

0

0

ˆ ‰
" "

" "

" "

     +m mm0ÐB ß 1ÐBÑÑ  D m Ÿ

Ÿ m mm1ÐBÑ  1ÐB m  m m mH 0 m  mB  B m

0

$ 0 0 $

" !

" " "ÐB ß1ÐB ÑÑˆ ‰
" "

,

o que implica que

ˆ ‰ ˆ ‰"  m m m1ÐBÑ  1ÐB Ñm Ÿ m m mH 0 m  mB  B m$ 0 0 $" " "ÐB ß1ÐB ÑÑ" "
,

de onde deduzimos a desigualdade (3) pretendida, com

Q œ
m m mH 0 m 

"  m m

0 $

$ 0

ˆ ‰" ÐB ß1ÐB ÑÑ" " .

3) Vamos, para terminar, mostrar que  é efetivamente diferenciável em  e1 B"

com o diferencial definido por (2).
Subdem: Consideremos  e  nas condições de 2), o que implica<  ! Q   !
que, se  então, considerando em  a norma do máximo,mB  B m  < I ‚ J"

vem

mÐBß 1ÐBÑÑ  ÐB ß 1ÐB ÑÑm Ÿ ÐQ  "ÑmB  B mÞ" " "

Como antes, notemos

0 _œ H 0 − ÐKàJÑ# ÐB ß1ÐB ÑÑ
"

" "

e seja

- 0œ H 0 ‰ H 0 œ  ‰ H 0# " "ÐB ß1ÐB ÑÑ
"

ÐB ß1ÐB ÑÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ" " " " " "

o candidato a diferencial de  no ponto . Seja  arbitrário.1 B  !" $
Escolhamos  tal que$w  !

$ 0 $wÐQ  "Ñm m Ÿ .

Fixemos  com  e  convexo tais que se tenha<  ! < Ÿ < F Ð1ÐB ÑÑ  Fw w
< "w

mH0 H0 m ŸÐBßCÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ
w

" "
$

sempre que  e  e seja  tal quemB  B m  < m1ÐBÑ  1ÐB Ñm  < !  Ÿ <" "
w w w&

Q  < mB  B m  mB  B m  <& &w w
" ". Suponhamos que , o que implica que 

e
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m1ÐBÑ  1ÐB Ñm Ÿ QmB  B m Ÿ Q  <" "
w& ,

e portanto que  pertence ao convexoÐBß 1ÐBÑÑ

ÐF ÐB Ñ  EÑ ‚ ÐF Ð1ÐB ÑÑ  FÑ< " < "w w

que contém . Tendo em conta o segundo teorema da média e oÐB ß 1ÐB ÑÑ" "

facto de se ter , tem-se então0ÐBß 1ÐBÑÑ œ D œ 0ÐB ß 1ÐB ÑÑ! " "

mH 0 ÐB  B Ñ  H 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑm œ

œ m0ÐBß 1ÐBÑÑ  0ÐB ß 1ÐB ÑÑ  H0 ÐB  B ß 1ÐBÑ  1ÐB ÑÑm Ÿ

Ÿ mÐB  B ß 1ÐBÑ  1ÐB ÑÑm Ÿ

" " # "ÐB ß1ÐB ÑÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ

" " " "ÐB ß1ÐB ÑÑ
w w

" "

" " " "

" "

$ $ ÐQ  "ÑmB  B m"

de onde deduzimos que

m1ÐBÑ  1ÐB Ñ  ÐB  B Ñm œ

œ m H 0 ÐB  B Ñ  H 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑ m Ÿ

Ÿ m mmH 0 ÐB  B Ñ  H 0 Ð1ÐBÑ  1ÐB ÑÑm Ÿ

Ÿ m

" "

" " # "ÐB ß1ÐB ÑÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ

" " # "ÐB ß1ÐB ÑÑ ÐB ß1ÐB ÑÑ

-

0

0

0

ˆ ‰
" " " "

" " " "

m ÐQ  "ÑmB  B m Ÿ mB  B m$ $w
" " .

Ficou assim provado que  é diferenciável em  e com diferencial  nesse1 B" -
ponto. 

3.4.3 (Corolário — Teorema da função implícita) Sejam  um espaço vetorialI
normado sobre Š Š,  e  espaços de Banach sobre ,  um domínio deJ K E § I
diferenciabilidade localmente convexo,  um aberto, Z § J 0ÀE ‚ Z Ä K
uma aplicação de classe  (onde ). Sejam  eG " Ÿ 5 Ÿ _ ÐB ß C Ñ − E ‚ Z5

! !

D − K 0ÐB ß C Ñ œ D! ! ! ! tais que  e que o diferencial parcial
H 0 − ÐJ àKÑ# ÐB ßC Ñ! !

_  seja um isomorfismo topológico. Existem então abertos
Y E B − Y Z J C − Z § Zw w w w

! ! de , com , e  de , com  tais que:
a) Para cada  e  o diferencial parcial  é umB − Y C − Z H 0 − ÐJ àKÑw w

# ÐBßCÑ _

isomorfismo topológico.
b) Para cada  existe um, e um só,  tal que ;B − Y C − Z 0ÐBß CÑ œ Dw w

!

c) A aplicação  definida por  é de classe .1À Y Ä Z 0ÐBß 1ÐBÑÑ œ D Gw w 5
!

Dem: Começamos por aplicar  para garantir a existência de  e  nas3.4.1 Y Zw w

condições de a), b) e c), no caso de c) apenas com a conclusão de  ser1
contínua. Aplicamos então  para garantir que a aplicação  é mesmo de3.4.2 1
classe .G5 

Vamos agora utilizar o que acabamos de estudar para obter resultados
envolvendo a noção de difeomorfismo.

3.4.4 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š,  e  doisE § I F § J
domínios de diferenciabilidade e  uma aplicação bijetiva. 0 ÀE Ä F Diz-se
que  é um  (onde  se tanto0 " Ÿ 5 Ÿ _Ñdifeomorfismo de classe G5

0 0 GÀE Ä F ÀF Ä E como  são aplicações de classe . Chamamos" 5
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simplesmente  aos difeomorfismos de classe .difeomorfismos G_

Uma vez que toda a aplicação diferenciável é contínua, podemos garantir que
qualquer difeomorfismo de classe  é um homeomorfismo.G5

3.4.5 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š,  e  doisE § I F § J
domínios de diferenciabilidade e  um difeomorfismo de classe 0 ÀE Ä F G5

(onde . Para cada  a aplicação linear  é" Ÿ 5 Ÿ _Ñ B − E H0 ÀI Ä JB

então um isomorfismo topológico, tendo como inverso .HÐ0 Ñ À J Ä I"
0ÐBÑ

Dem: Uma vez que  e que , podemos aplicar o0 ‰ 0 œ M. 0 ‰ 0 œ M." "
E F

teorema de diferenciação da aplicação composta para deduzir que
HÐ0 Ñ ‰ H0 œ M. H0 ‰ HÐ0 Ñ œ M." "

0ÐBÑ 0ÐBÑB I B J e que . A primeira destas
igualdades implica que a aplicação linear contínua  é injectiva e aH0B
segunda implica que ela é sobrejectiva e podemos então deduzir de qualquer
delas que a aplicação inversa é , em particular que esta é tambémHÐ0 Ñ"

0ÐBÑ

uma aplicação linear contínua. 

3.4.6 (Diferenciabilidade da aplicação inversa) Sejam  e  espaços deI J
Banach sobre Š,  e  domínios de diferenciabilidade localmenteE § I F § J
convexos e  um aplicação de classe  (onde ) que0 ÀE Ä F G " Ÿ 5 Ÿ _5

seja um homeomorfismo e tal que o diferencial  seja umH0 ÀI Ä JB

isomorfismo topológico para cada . Tem-se então que  éB − E 0 ÀF Ä E"

também de classe , por outras palavras  é um difeomorfismo de classeG 05

G5.
Dem: Seja  a aplicação de classe  definida por:À F ‚ E Ä J G5

:ÐCß BÑ œ 0ÐBÑ  C,

para a qual  é um isomorfismo topológico para cadaH œ H0 ÀI Ä J# BÐCßBÑ:

ÐCß BÑ − F ‚ E 0 ÀF Ä E. Uma vez que  é uma aplicação contínua tal que"

:ÐCß 0 ÐCÑÑ0Ð0 ÐCÑÑ  C œ !" "

para cada , deduzimos de  que  é uma aplicação deC − F 0 ÀF Ä E3.4.2 "

classe .G5 

3.4.7  (Teorema da função inversa)  Sejam  e  espaços de Banach, I J Y § I
um aberto e  uma aplicação de classe , onde . Seja0 À Y Ä J G " Ÿ 5 Ÿ _5

B − Y H0! B tal que 
!
À I Ä J  seja um isomorfismo topológico. Existe então

um aberto  de , com  tal que  seja um aberto deY I B − Y § Y Z œ 0ÐY Ñw w w w
!

J 0 À Y Ä Z G e que a restrição  seja um difeomorfismo de classe .ÎY
w w 5

w

Dem: Sejam  e  a aplicação de classe  definidaC œ 0ÐB Ñ À J ‚ Y Ä J G! !
5:

por

:ÐCß BÑ œ 0ÐBÑ  C

para a qual  e  é um isomorfismo topológico: :ÐC ß B Ñ œ ! H œ H0! ! # BÐC ßB Ñ! ! !

de  para . Aplicando o corolário  concluímos a existência de umI J 3.4.3
aberto  de , com , e de um aberto  de , com Z J C − Z Y I B − Y § Yw w ww ww

! !
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tal que para cada  exista um, e um só,  tal que , ouC − Z B − Y ÐCß BÑ œ !w ww :
seja tal que  e que seja de classe  a aplicação C œ 0ÐBÑ G 1À Z Ä Y5 w ww

definida por , ou seja por . :ÐCß 1ÐCÑÑ œ ! 0Ð1ÐCÑÑ œ C Sendo agora  oY w

conjunto dos  tais que ,  vai ser um aberto de  comB − Y 0ÐBÑ − Z Y Iww w w

B − Y 0 Y Y Z!
w w ww § Y  e a restrição de  a  vai ser uma bijecção de  sobre ,

que é de classe  assim como a sua inversa, uma vez que esta não é mais doG5

que a aplicação .1 

Exercícios

Ex. 3.4.1 Sejam  um espaço topológico,  e  dois espaços de Banach sobre ,\ J K Š
Z § J 0À\ ‚ Z Ä K um conjunto aberto e  uma aplicação contínua, diferenciável
relativamente à segunda variável em cada  e tal que o diferencialÐBß CÑ − \ ‚ Z

H 0À\ ‚ Z Ä ÐJ àKÑ# _

seja contínuo. Seja  tal que, para cada  exista um único  tal queD − K B − \ C − Z!

0ÐBß CÑ œ D B − \ 1ÐBÑ − Z 0ÐBß 1ÐBÑÑ œ D! !. Sendo, para cada ,  o definido por  e
supondo que cada  é um isomorfismo topológico, mostrar que aH 0 − ÐJ àKÑ# ÐBß1ÐBÑÑ _

aplicação  é contínua.  Utilizar a conclusão de  e ter em1À\ Ä Z Sugestão: 3.4.1
conta o facto de a continuidade ser uma noção local.

Ex. 3.4.2 Nas condições do resultado  sobre a diferenciabilidade das funções implí-3.4.2
citas, utilizar a identidade  para demonstrar directamente a fórmula0ÐBß 1ÐBÑÑ œ D!
para o diferencial de 1

H1 œ H 0 ‰ H 0B # "ÐBß1ÐBÑÑ
"

ÐBß1ÐBÑÑ,

desde que se suponha a respetiva diferenciabilidade.

Ex. 3.4.3 Seja  um espaço de Banach real e seja  o conjunto das aplicaçõesI ÐIà Ñ_ ‘#
=37

bilineares simétricas . Seja  o subconjunto de  cons-0 ‘ _ ‘À I ‚ I Ä TMÐIÑ ÐIà Ñ#
=37

tituído pelos produtos internos cuja norma associada seja equivalente à norma de .I
a) Mostrar que  é um subespaço vetorial fechado do espaço de Banach_ ‘#

=37ÐIà Ñ
_ Š ‘#ÐIà Ñ I ‚ I das aplicações bilineares contínuas de  em .
b) Mostrar que  é um subconjunto aberto de .TMÐIÑ ÐIà Ñ_ ‘#

=37

c) Seja  um subespaço vetorial fechado e seja, para cada ,J § I − TMÐIÑ0
# 0 _Ð Ñ − ÐIà J Ñ I J a projecção ortogonal de  sobre , relativamente ao produto
interno . Mostrar que a aplicação  é de classe .0 # _À T MÐIÑ Ä ÐIà J Ñ G_

Sugestão: Aplicar os resultados  e  sobre existência e diferenciabilidade das3.4.1 3.4.2
funções implícitas à aplicação

G _ _ ‘À T MÐIÑ ‚ ÐIà J Ñ Ä ÐIß J à Ñ,

definida por , por outras palavras porG 0 ! 0 !Ð ß ÑÐBß CÑ œ ÐB  ÐBÑß CÑ

G 0 ! 0 ! +Ð ß Ñ œ ‰ ÐÐM.  Ñ ‚ ÑI ,

onde notamos  a inclusão; Se quisermos seguir um atalho, poderemos subs-+À J Ä I
tituir  pela conclusão do exercício . Para provar que3.4.1 3.4.1
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H À ÐIà J Ñ Ä ÐIß J à Ñ# Ð ß ÑG _ _ ‘0 !

é um isomorfismo bicontínuo, lembrar o teorema de Riesz em .2.5.29

Ex. 3.4.4 Sejam  uma álgebra de Banach sobre . Utilizar o teorema da função inversaX Š
para mostrar a existência de um aberto  de  com  tal que cada  admitaZ " − Z C − ZX

pelo menos uma “raíz quadrada”, isto é um elemento  tal que B − BX ‚ B œ C.

Ex. 3.4.5 Seja  uma álgebra de Banach sobre  e consideremos a aplicação exponencialX Š
expÀ ÄX X, definida no exercício , que se verificou no exercício  ser de2.3.11 3.3.11
classe  e no exercício  ser mesmo de classe . Utilizar o teorema daG G" _3.3.13
função inversa para mostrar a existência de um aberto  de  com  e de umaZ " − ZX
aplicação  de classe  tal que  para cada .log exp logÀ Z Ä G Ð ÐCÑÑ œ C C − ZX _

Ex. 3.4.6 Mostrar que a aplicação , definida por , é de classe  e é0 À Ä 0ÐBÑ œ B G‘ ‘ 3 _

um homeomorfismo mas não é um difeomorfismo de classe .G"

Ex. 3.4.7 Sejam  e  espaços de Banach sobre ,  um aberto e  umaI J Y § I 0ÀY Ä JŠ
aplicação de classe  (onde ) tal que  seja umG " Ÿ 5 Ÿ _ H0 ÀI Ä J5

B

isomorfismo topológico para cada . Mostrar que  é um aberto de  e que,B − Y 0ÐYÑ J
no caso em que  é injetiva,  é um difeomorfismo de classe .0 0 G5

Ex. 3.4.8 Sejam  e  espaços de Banach,  um aberto e  uma aplicaçãoI J Y § I 0ÀY Ä J
de classe , onde . Seja  um conjunto compacto tal que, aG " Ÿ 5 Ÿ _ O § Y5

restrição  seja injectiva e que, para cada ,  seja um0 ÀO Ä J B − O H0 ÀI Ä J/O B

isomorfismo topológico. Mostrar que existe um aberto  de , com ,Y I O § Y § Yw w

tal que  seja aberto em  e que a restrição  seja um difeo-0ÐY Ñ J 0 À Y Ä 0ÐY Ñw w w
Y/ w

morfismo de classe .  Ter em conta o teorema da função inversa e osG5 Sugestão:
exercícios  e  assim como .1.6.24 3.4.7 2.3.35

§5. O integral das aplicações vetoriais contínuas de variável real.

3.5.1 Sejam  e  dois números reais com . Chama-se  do intervalo+ , + Ÿ , partição
Ò+ß ,Ó T Ò+ß ,Ó + , a um subconjunto finito  de , que contenha  e . Um tal
subconjunto pode sempre escrever-se, de uma única maneira, na forma
T œ Ö+ ß + ßá ß + × + œ +  +  â  + œ ,! " R ! " R, com , tendo-se eviden-
temente  se, e só se, . Quando , dá-se o nome de R œ ! + œ , +  , diâmetro
da partição ao maior dos números . Diz-se que uma partição  é+  + T4 4"

w

mais fina que uma partição  ( ) se se tem ; o conjunto dasT T ¤ T T ¨ Tw w

partições de , com esta relação, fica a ser um conjunto dirigido, emÒ+ß ,Ó
particular um bom candidato a conjunto de índices de uma sucessão genera-
lizada.

3.5.2 Sejam  em   um espaço de Banach  e  uma+ Ÿ , I 0À Ò+ß ,Ó Ä I‘, 268

aplicação contínua. Para cada partição  de , comT œ Ö+ ß + ßá ß + × Ò+ß ,Ó! " R

268O corpo dos escalares pode ser  ou  mas mesmo que seja  é apenas a estrutura de‘ ‚ ‚
espaço de Banach real que é utilizada na definição.



548 Cap. 3. Cálculo diferencial em espaços normados

+ œ +  +  â  + œ ,! " R ,

defina-se um elemento  porW Ð0Ñ − IT

W Ð0Ñ œ Ð+  + Ñ0Ð+ ÑT 4 4" 4

"Ÿ4ŸR

" .

Tem-se então que a família dos  é uma sucessão generalizada deW Ð0ÑT

Cauchy de elementos de , e portanto convergente para um elemento de , aI I
que se dá o nome de  de  no intervalo , e que se notaintegral 0 Ò+ß ,Ó

(
+

,

0 Ð>Ñ .>.

Dem: Afastemos já o caso trivial em que , caso em que existe um único+ œ ,
W Ð0Ñ !  ! 0T , que é igual a . Seja  arbitrário. Uma vez que  é contínua e de$
domínio compacto,  vai ser uniformemente contínua (cf. ), pelo que0 1.7.26
podemos considerar  tal que, sempre que , venha& & ! lB  Cl Ÿ
m0ÐBÑ  0ÐCÑm Ÿ T$

#Ð,+Ñ   . Suponhamos que  é uma partição de diâmetro

menor ou igual a  e que  é uma partição mais fina que . Sendo& T Tw

T œ Ö+ ß + ßá ß + × + œ +  +  â  + œ ,! " R ! " R, com , sejam, para cada
" Ÿ 3 Ÿ R + œ +  +  â  + œ + T,  os elementos da partição 3" 3ß! 3ß" 3ßR 3

w
3

que estão no intervalo . Vemos então que se temÒ+ ß + Ó3" 3

mW Ð0Ñ  W Ð0Ñm œ

œ m Ð+  + Ñ0Ð+ Ñ  Ð+  + Ñ0Ð+ Ñm œ

œ m Ð+  + ÑÐ0Ð+ Ñ  0Ð+

T T

"Ÿ3ŸR "Ÿ4ŸR "Ÿ3ŸR

3ß4 3ß4" 3ß4 3 3" 3

"Ÿ3ŸR "Ÿ4ŸR

3ß4 3ß4" 3ß4 3

w

3

3

        

      

" " "
" " ÑÑm Ÿ

Ð+  + Ñm0Ð+ Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ

Ð+  + Ñ œ
#Ð,  +Ñ

œ Ð+  + Ñ œ
#Ð,  +Ñ #

Ÿ

Ÿ

     

      

    .

" "
" "
"

"Ÿ3ŸR "Ÿ4ŸR

3ß4 3ß4" 3ß4 3

"Ÿ3ŸR "Ÿ4ŸR

3ß4 3ß4"

"Ÿ3ŸR

3 3"

3

3

$

$ $

Fixemos então uma partição  de diâmetro menor ou igual a ; por exemplo,T! &

consideremos  tal que  e tomemos a partição definida pelosR ŸÐ,+Ñ
R &

pontos  , com . Quaisquer que sejam as partições  e +  3 ! Ÿ 3 Ÿ R T TÐ,+Ñ
R

w

mais finas que  vem, tendo em conta o que vimos atrás,T!

mW Ð0Ñ  W Ð0Ñm Ÿ mW Ð0Ñ  W Ð0Ñm  mW Ð0Ñ  W Ð0Ñm Ÿ

Ÿ  œ
# #

T T T T T Tw w
! !

$ $
$,

o que mostra que temos realmente uma sucessão generalizada de Cauchy. 
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3.5.3 Sejam  um espaço de Banach sobre ,  em   duasI + Ÿ , 0 ß 1À Ò+ß ,Ó Ä IŠ ‘,
aplicações contínuas e . Tem-se então- − Š

( ( (
( (
+ + +

, , ,

+ +

, ,

0 Ð>Ñ  1Ð>Ñ .> œ 0Ð>Ñ .>  1Ð>Ñ .>

-0Ð>Ñ .> œ - 0Ð>Ñ .>

,

.

Dem: Se repararmos que, para cada partição , tem-seT

W Ð0  1Ñ œ W Ð0Ñ  W Ð1Ñ W Ð-0Ñ œ -W Ð0ÑT T T T T, ,

temos uma consequência das propriedades dos limites em  e .2.1.20 2.1.24 

3.5.4 Sejam  e  espaços de Banach e  uma aplicação linearI J ÀI Ä J0
contínua. Se  em   é uma aplicação contínua, tem-se+ Ÿ , 0 À Ò+ß ,Ó Ä I‘ e
então

( (
+ +

, ,

0 0Ð0Ð>ÑÑ .> œ Ð 0Ð>Ñ .>Ñ.

Dem: Trata-se, mais uma vez, de uma propriedade geral dos limites, se
repararmos que, para cada partição , tem-se .T W Ð ‰ 0Ñ œ ÐW Ð0ÑÑT T0 0 

3.5.5 Sejam  um conjunto finito não vazio de índices e  um espaço deM I3

Banach para cada  e consideremos no produto cartesiano  uma das3 − M I# 3

normas que define a topologia produto, por exemplo a norma do máximo,
que sabemos definir aquele produto cartesiano como espaço de Banach (cf.
2.2.9). Sejam  em  uma aplicação contínua para cada+ Ÿ , 0 À Ò+ß ,Ó Ä I‘ e 3 3

3 − M 0 e consideremos a correspondente aplicação contínua À Ò+ß ,Ó Ä ‘ defi-
nida por

0Ð>Ñ œ Ð0 Ð>ÑÑ3 >−M .

Tem-se então

( (Š ‹
+ +

, ,

3
3−M

0 Ð>Ñ .> œ 0 Ð>Ñ .> Þ

Dem: Embora se pudesse apresentar uma demonstração directa, do tipo das
duas anteriores, é talvez mais fácil aplicar  às projeções canónicas3.5.4
13 3 3À Ä I#E , que são aplicações lineares contínuas. 

3.5.6 Sejam  em   um espaço de Banach e  um vetor fixado.+ Ÿ , I B − I‘, !

Tem-se então

(
+

,

! !B .> œ Ð,  +ÑB .

Dem: Atender a que, para cada partição , tem-se .T W ÐB Ñ œ Ð,  +ÑBT ! ! 
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3.5.7 Sejam  em   um espaço de Banach e  uma aplicação+ Ÿ , I 0À Ò+ß ,Ó Ä I‘,
contínua. Se , então+ œ ,

(
+

,

0 Ð>Ñ .> œ !.

Se , então- − Ò+ß ,Ó

( ( (
+ + -

, - ,

0 Ð>Ñ .> œ 0Ð>Ñ .>  0Ð>Ñ .>.

Dem: A primeira afirmação é evidente e, em particular, a segunda é-o
também no caso em que  ou . Suponhamos portanto .+ œ - - œ , +  -  ,
Seja  arbitrário. Consideremos uma partição  de  tal que,$  ! T Ò+ß -Ó"!

qualquer que seja a partição  de , mais fina que , se tenhaT Ò+ß -Ó T" "!

m 0Ð>Ñ  W Ð0 Ñm
#

(
+

-

T Ò+ß-Ó.> Ÿ
" /

$
.

Consideremos, do mesmo modo, uma partição  de  tal que, qualquerT Ò-ß ,Ó#!

que seja a partição  de , mais fina que , se tenhaT Ò-ß ,Ó T# #!

m 0Ð>Ñ .>  W Ð0 Ñm
#

(
-

,

T Ò-ß,Ó# / Ÿ
$

.

Consideremos , que é uma partição de . Dada umaT œ T  T Ò+ß ,Ó! " #! !

partição  de , que seja mais fina que , podemos escreverT Ò+ß ,Ó T!

T œ T  T T Ò+ß -Ó T T" # " " #!, com  partição de , mais fina que , e  partição de
Ò-ß ,Ó T, mais fina que , e tem-se trivialmente#!

W Ð0Ñ œ W Ð0 Ñ  W Ð0 ÑT T TÒ+ß-Ó Ò-ß,Ó" #/ / ,

donde

m 0Ð>Ñ .>  0Ð>Ñ .>  W Ð0Ñm Ÿ m 0Ð>Ñ  W Ð0 Ñm 

 m 0Ð>Ñ .>  W Ð0 Ñm Ÿ  œ
# #

( ( (
(

+ - +

- , -

T T Ò+ß-Ó

-

,

T Ò-ß,Ó

.>
"

#

/

/
$ $

$,

o que nos permite concluir que

( (
+ -

- ,

 0Ð>Ñ .>  0Ð>Ñ .>

é o limite da sucessão generalizada dos , e portanto igual ao integral deW Ð0ÑT

0 Ò+ß ,Ó em . 

3.5.8 Sejam  em   duas aplicações contínuas tais que,+ Ÿ , 0 ß 1À Ò+ß ,Ó Ä‘ e ‘
para cada , . Tem-se então> 0Ð>Ñ Ÿ 1Ð>Ñ
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( (
+ +

, ,

0 Ð>Ñ .> Ÿ 1Ð>Ñ .>    269(1)

e, se for  e  tem-se necessariamente +  , 0Ð>Ñ .> œ 1Ð>Ñ .> 0Ð>Ñ œ 1Ð>Ñ' '
+ +

, ,

para cada >Þ
Dem: Para a desigualdade (1), basta atender a  uma vez que para cada1.2.53
partição  tem-se . Suponhamos agora que  e queT W Ð0Ñ Ÿ W Ð1Ñ +  ,T T

existia  tal que . Sendo > − Ò+ß ,Ó 0 Ð> Ñ  1Ð> Ñ! ! ! $ œ 1Ð> Ñ  0Ð> Ñ  !! ! ,
podemos considerar  tal que sempre que  verifica & & ! > − Ò+ß ,Ó l>  > l !

venha . Podemos então considerar  em  tal que1Ð>Ñ  0Ð>Ñ  -  . Ò+ß ,Ó$
#

1Ð>Ñ  0Ð>Ñ  > − Ò-ß .Ó > Á , - œ >$
# ! ! para cada  (se  podemos tomar  e

. − > Á + . œ > - −Ò+ß ,Ó -  .  -  Ò+ß ,Ó com &; se  podemos tomar  e ! !

com ). Tem-se então.   -  .&

( ( ( (
( ( (
( ( (
(

+ + - .

, - . ,

+ - .

- . ,

+ - .

- . ,

+

,

0 Ð>Ñ .> œ 0Ð>Ñ .>  0Ð>Ñ .>  0Ð>Ñ .> Ÿ

Ÿ 1Ð>Ñ .>  1Ð>Ñ  .>  1Ð>Ñ .> œ
#

œ 1Ð>Ñ .>  1Ð>Ñ .>  1Ð>Ñ .>  Ð.  -Ñ 
#

 1Ð>Ñ .>

$

$

. 

3.5.9 Sejam  em   um espaço de Banach e  uma aplicação+ Ÿ , I 0À Ò+ß ,Ó Ä I‘,
contínua. Tem-se então

½ ½( (
+ +

, ,

0 Ð>Ñ .> Ÿ m0Ð>Ñm .>.   (1)

Além disso, no caso em que a norma de  é a associada a um produto internoI
(  é um espaço de Hilbert)I , se for

½ ½( (
+ +

, ,

0 Ð>Ñ .> œ m0Ð>Ñm .>   (2)

então existe  e uma aplicação contínua A − I : ‘ :À Ò+ß ,Ó Ä Ð>Ñ   ! tal que 
e  para cada . 0Ð>Ñ œ Ð>ÑA >: 270

Dem: Para justificar (1) basta atender a que, sendo  a aplicação1À Ò+ß ,Ó Ä ‘

269Trata-se evidentemente de um resultado que já conhece. Ele é incluído aqui apenas
para tornar a exposição logicamente independente do estudos do integral de funções reais
de variável real.
270Não afirmamos que esta última propriedade seja válida apenas para o caso da norma
de  ser a associada a um produto interno. Ela não é, no entanto, válida para normasI
arbitrárias, como se conclui do exercício  adiante.3.5.2
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contínua definida por , tem-se, para cada partição ,1Ð>Ñ œ m0Ð>Ñm T
mW Ð0Ñm Ÿ W Ð1ÑT T , e ter em conta a propriedade geral dos limites de funções
reais em  e a continuidade da norma como aplicação .1.2.53 I Ä ‘
Suponhamos agora que a norma de  é a associada a um produto interno,I
podendo já supor-se que  tem  com o corpo dos escalares (cf. )I ‘ 2.5.9  e que
se verifica a igualdade (2). Afastemos já o caso trivial em que , caso em+ œ ,
que tomamos  e , e notemosA œ 0Ð+Ñ Ð>Ñ œ ":

A œ (
+

,

0 Ð>Ñ .>.

Reparemos que se  tem-se A œ ! '
+

,
m0Ð>Ñm .> œ ! portanto, por 3.5.8

m0Ð>Ñm œ ! > Ð>Ñ œ ! para cada  e a conclusão vale, por exemplo com  para:
cada . Suponhamos agora que . Tem-se então, considerando a> A Á !
aplicação linear contínua , , e tendo em conta a desigual-I Ä D È ØDßAÙ‘
dade de Cauchy-Schwarz em ,2.5.8

½ ½ ¢ £( ( (
(

(

+ + +

, , ,#

+

,

+

,

0 Ð>Ñ .> œ 0Ð>Ñ .>ß A œ

l

m0Ð>Ñm .>

Ø0Ð>Ñß AÙ .> Ÿ

Ÿ Ø0Ð>Ñß AÙl .> Ÿ m0Ð>ÑmmAm .> œ

œ mAm m0Ð>Ñm .> œ

(
( Š ‹

+

,

+

, #

portanto, pela igualdade (2), vem

( (
+ +

, ,

Ø0 Ð>Ñß AÙ .> œ Ø0Ð>Ñß AÙl .> œ m0Ð>ÑmmAm .>l (
+

,

.   (3)

Destas desigualdades resulta, tendo em conta , que se tem3.5.8

Ø0Ð>Ñß AÙ œ Ø0Ð>Ñß AÙl œ m0Ð>ÑmmAml

para cada . A caracterização em  do caso de igualdade na desigualdade> 2.5.8
de Cauchy-Schwarz, implica a existência por cada  de  tal que> Ð>Ñ −: ‘
0Ð>Ñ œ Ð>ÑA:  e daqui resulta que

:Ð>ÑmAm œ Ø0Ð>Ñß AÙ œ Ø0Ð>Ñß AÙl   !# l ,

donde  para cada . Por fim, a continuidade de  resulta de se ter: :Ð>Ñ   ! >

:Ð>Ñ œ
Ø0Ð>Ñß AÙ

mAm#
. 

3.5.10 (Corolário) Sejam  em   um espaço de Banach, + Ÿ , I 0À Ò+ß ,Ó Ä I‘,
uma aplicação contínua e  tal que, para cada , , Tem-seQ   ! > m0Ð>Ñm Ÿ Q
então
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m 0Ð>Ñ .>m Ÿ QÐ,  +Ñ(
+

,

.

Dem: Tem-se

m 0Ð>Ñ .>m Ÿ m0Ð>Ñm .> Ÿ Q .> œ QÐ,  +Ñ( ( (
+ + +

, , ,

. 

3.5.11 Tal como no caso das funções reais de variável real, dados um espaço de
Banach , um intervalo  e uma aplicação contínua ,I N § 0À N Ä I‘
estende-se a definição do integral

(
+

,

0 Ð>Ñ .>,

com , ao caso em que , pondo-se então, por definição+ß , − N +  ,

( (
+ ,

, +

0 Ð>Ñ .> œ  0Ð>Ñ .>.

É claro que esta última igualdade é ainda trivialmente válida no caso em que
+ œ , e verifica-se, a partir de , por uma discussão simples de todos os3.5.7
casos possíveis que, quaisquer que sejam ,+ß ,ß - − N

( ( (
+ + -

, - ,

0 Ð>Ñ .> œ 0Ð>Ñ .>  0Ð>Ñ .>.

Note-se também que a desigualdade em  deixará em geral de ser3.5.9
verdadeira, no caso em que  (o primeiro membro é positivo e o segundo+  ,
é negativo) pelo que, para obtermos uma desigualdade válida em todos os
casos, deveremos escrever

m 0Ð>Ñ .>m Ÿ l m0Ð>Ñm .>l( (
+ +

, ,

.

3.5.12 (O integral indefinido) Sejam  um espaço de Banach,  umI N § ‘
intervalo não trivial e  uma aplicação contínua. Fixado ,0 À N Ä I + − N
podemos definir uma nova aplicação , a que se dá o nome de1À N Ä I
integral indefinido de  por0

1Ð=Ñ œ 0Ð>Ñ .>(
+

=

.

Tem-se então que  é uma aplicação de classe  e, para cada ,1 G = − N"

1 Ð=Ñ œ 0Ð=Ñ 1w  (costuma traduzir-se esta igualdade dizendo que  é uma
primitiva de ).0
Dem: Sejam  e  arbitrários. Pela continuidade de  em , existe= − N  ! 0 =! !$
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& & $ ! l=  = l Ÿ m0Ð=Ñ  0Ð= Ñm Ÿ tal que, sempre que , se tenha . Para! !

cada  tal que , vemos agora que= − N l=  = l Ÿ! &

m1Ð=Ñ  1Ð= Ñ  0Ð= ÑÐ=  = Ñm œ

œ 0Ð>Ñ .>  0Ð= Ñ .> œ 0Ð>Ñ  0Ð= Ñ .> Ÿ

Ÿ m0Ð>Ñ  0Ð= Ñm .> Ÿ l=  = l

! ! !

= = =

= = =

! !

=

=

! !

½ ½ ½ ½( ( (
¹ ¹(

! ! !

!

$ ,

o que implica que  é diferenciável em , e com , isto é,1 = H1 Ð?Ñ œ 0Ð= Ñ?! = !!

1 Ð= Ñ œ 0Ð= Ñw
! ! . 

3.5.13 (Regra de Barrow) Sejam  um espaço de Banach,  um intervaloI N § ‘
não trivial e  duas aplicações contínuas tais que, para cada0 ß 2À N Ä I
= − N 2 = 2 Ð=Ñ œ 0Ð=Ñ 2,  seja diferenciável em  e com  (  é uma  dew primitiva
0 +ß , − N). Quaisquer que sejam , tem-se então

(
+

,

0 Ð>Ñ .> œ 2Ð,Ñ  2Ð+Ñ.

Dem: Seja  o integral indefinido, definido por1À N Ä I

1Ð=Ñ œ 0Ð>Ñ .>(
+

=

.

Sabemos que se tem , para cada , pelo que a aplicação1 Ð=Ñ œ 0Ð=Ñ = − Nw

1  2 N tem derivada identicamente nula em  e é portanto constante (cf.
3.3.2). Podemos assim escrever

1Ð,Ñ  2Ð,Ñ œ 1Ð+Ñ  2Ð+Ñ œ 2Ð+Ñ,

ou seja, , o que não é mais do que a igualdade do1Ð,Ñ œ 2Ð,Ñ  2Ð+Ñ
enunciado. 

3.5.14 (Integração por mudança de variáveis) Sejam  um espaço de Banach,I
M § N § À M Ä N‘ ‘ e  dois intervalos não triviais,  uma aplicação de:
classe  e  uma aplicação contínua. Dados , tem-se entãoG 1À N Ä I +ß , − M"

( (
:

:

Ð+Ñ +

Ð,Ñ ,
w1Ð>Ñ .> œ 1Ð Ð=ÑÑ Ð=Ñ .=: : .

Dem: Sendo  o integral indefinido, definido por2À N Ä I

2Ð@Ñ œ 1Ð>Ñ .>(
:Ð+Ñ

@

,

sabemos que  é de classe , e com . Podemos portanto2 G 2 Ð@Ñ œ 1Ð@Ñ" w

concluir que  é uma aplicação de classe  e com2 ‰ À M Ä I G: "
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Ð2 ‰ Ñ Ð?Ñ œ 2 Ð Ð?ÑÑ Ð?Ñ œ 1Ð Ð?ÑÑ Ð?Ñ: : : : :w w w w ,

pelo que

(
(

+

,
w

Ð+Ñ

Ð,Ñ

1Ð Ð=ÑÑ Ð=Ñ .= œ 2 ‰ Ð,Ñ  2 ‰ Ð+Ñ œ

œ 2Ð Ð,ÑÑ œ 1Ð>Ñ .>

: : : :

:
:

:

. 

3.5.15 (Integração por partes) Sejam ,  e  espaços de Banach eI J K
0 ‘À I ‚ J Ä K N § uma aplicação bilinear contínua. Sejam  um intervalo
não trivial e  e  duas aplicações de classe . Tem-se0 À N Ä I 1À N Ä J G"

então, quaisquer que sejam ,+ß , − N

(
(

+

,
w

+

,
w

0

0 0 0

Ð0 Ð>Ñß 1Ð>ÑÑ .> œ

œ Ð0Ð,Ñß 1Ð,ÑÑ  Ð0Ð+Ñß 1Ð+ÑÑ  Ð0Ð>Ñß 1 Ð>ÑÑ .> .

Dem: Consideremos a aplicação de classe  , definida porG 2À N Ä K"

2Ð=Ñ œ Ð0Ð=Ñß 1Ð=ÑÑ0 . Podemos então escrever

0 0

0 0

0 0

Ð0Ð,Ñß 1Ð,ÑÑ  Ð0Ð+Ñß 1Ð+ÑÑ œ 2Ð,Ñ  2Ð+Ñ œ 2 Ð>Ñ .> œ

œ Ð0 Ð>Ñß 1Ð>ÑÑ  Ð0Ð>Ñß 1 Ð>ÑÑ .> œ

œ Ð0 Ð>Ñß 1Ð>ÑÑ .>  Ð0Ð>Ñß 1 Ð>ÑÑ .>

(
(
( (

+

,
w

+

,
w w

+ +

, ,
w w ,

donde a igualdade do enunciado. 

3.5.16 (O integral de uma soma infinita) Sejam  em   um espaço de+ Ÿ , J‘,
Banach,  um conjunto não vazio de índices e para cada N 4 − N  uma
aplicação contínua . Suponhamos que a família dos  é0 À Ò+ß ,Ó Ä J 04 4

normalmente somável, isto é que existe uma família de reais  comÐ+ Ñ4 4−N

+   ! +  _ 4 − N > − Ò+ß ,Ó4 4
4−N

 e  tal que para cada  e  se tenha!
m0 Ð>Ñm Ÿ +4 4 (cf. ). Considerando então a aplicação contínua2.3.24
0 À Ò+ß ,Ó Ä J 0Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ definida por  (cf. ), tem-se!

4−N
4 2.3.26

( ("
+ +

, ,

4−N

40 Ð>Ñ .> œ 0 Ð>Ñ .>,   (1)

onde a soma no segundo membro é a de uma família absolutamente somável
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de vetores de .J
Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que , caso em que todos os+ œ ,
integrais são iguais a . Para cada  tem-se! 4 − N

¾ ¾( (
+ +

, ,

4 4 40 Ð>Ñ .> Ÿ m0 Ð>Ñm .> Ÿ Ð,  +Ñ+ ,

onde

" "
4−N 4−N

4 4Ð,  +Ñ+ œ Ð,  +Ñ +  _,

o que implica que a soma no segundo membro de (1) é a de uma família
absolutamente somável de vetores de . Seja agora  arbitrário. SejaJ  !$
O § N!  um conjunto finito tal que

" " "
4−NÏO

4 4 4

4−N 4−O! !

+ œ +  + 
,  +

$
.

Para cada parte finita  com  tem-se então para cada O § N O § O > − Ò+ß ,Ó!

½ ½" " "
4−NÏO 4−NÏO 4−NÏO

4 4 40 Ð>Ñ Ÿ m0 Ð>Ñm Ÿ + 
,  +

!

$

donde

¾ ¾ ¾ ¾( ( ( (" "
¾ ¾ ¾ ¾( (" "
( (½ ½"

+ + + +

, , , ,

4−O 4−O

4 4

+ +

, ,

4−O

4 4

4−NÏO

+ +

, ,

4−NÏO

4

0Ð>Ñ .>  0 Ð>Ñ .> œ 0Ð>Ñ .>  0 Ð>Ñ .> œ

œ 0Ð>Ñ  0 Ð>Ñ .> œ 0 Ð>Ñ .> Ÿ

Ÿ 0 Ð>Ñ .> Ÿ .> œ
,  +

$
$,

o que mostra que  é efeitivamente a soma da família dos vetores'
+

,
0 Ð>Ñ .>'

+

,
40 Ð>Ñ .> J de . 

3.5.17 (Continuidade do integral paramétrico) Sejam  um espaço topoló-\
gico,  um espaço de Banach,  em  e  umaJ + Ÿ , 0 À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä J‘
aplicação contínua. Tem então lugar uma aplicação contínua ,1À\ Ä J
definida por

1ÐBÑ œ 0ÐBß >Ñ .>(
+

,

.   (1)

Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que , caso em que os+ œ ,
integrais são iguais a . Comecemos por notar que a continuidade de ! 0
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implica, em particular, para cada  a continuidade da aplicaçãoB − \
> È 0ÐBß >Ñ, o que garante que o segundo membro de (1) faz sentido.
Provemos a continuidade de  num ponto . Dado  arbitrário,1 B − \  !! $
consideremos ; tendo em conta a compacidade de$w ,+œ  !$  , o tipoÒ+ß ,Ó

de continuidade uniforme estabelecido em  garante a existência de uma1.6.40
vizinhança  de  em  tal que, sempre que , tem-seY B \ B − Y!

m0ÐBß >Ñ  0ÐB Þ>Ñm ! $w para todo o  e portanto> − Ò+ß ,Ó

m1ÐBÑ  1ÐB Ñm œ m 0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñ .>m Ÿ

Ÿ m0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñm .> Ÿ Ð,  +Ñ œ

! !
+

,

+

,

!
w

(
( $ $,

o que prova a continuidade de  em .1 B! 

3.5.18 (Diferenciabilidade do integral paramétrico) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre   umŠ, o segundo dos quais de Banach, E § I
domínio de diferenciabilidade localmente convexo e  em . Seja+ Ÿ , ‘
0 ÀE ‚ Ò+ß ,Ó Ä J  uma aplicação contínua relativamente à segunda variável
(isto é, tal que para cada  seja contínua a aplicação ,B − E Ò+ß ,Ó Ä J
> È 0ÐBß >Ñ), parcialmente diferenciável relativamente à primeira variável e
com  contínua. Tem-se então que a aplicaçãoH 0ÀE ‚ Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑ" _
1ÀE Ä J  definida por

1ÐBÑ œ 0ÐBß >Ñ .>(
+

,

,   (1)

é de classe , em particular contínua, e comG"

H1 œ H 0 .>B "
+

,

ÐBß>Ñ(   (2)

e portanto, para cada ,? − I

H1 Ð?Ñ œ H 0 Ð?Ñ .>B "
+

,

ÐBß>Ñ( .   (3)

Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que , caso em que os+ œ ,
integrais são iguais a . ! O facto de  estar bem definida resulta da hipótese de1
continuidade de  na segunda variável. Além disso, para cada ,0 ? − I
decorre de 3.5.4, com a aplicação linear contínua , ,_ - -ÐIà JÑ Ä J È Ð?Ñ
que

Š ‹( (
+ +

, ,

" "ÐBß>Ñ ÐBß>ÑH 0 .> Ð?Ñ œ H 0 Ð?Ñ .>

o que, em particular, mostra que a igualdade (3) decorrerá da igualdade (2).
Sejam agora  e  arbitrários. Consideremos . B − E  ! œ  !!

w
,+$ $ $  Tendo
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em conta a compacidade de , o tipo de continuidade uniforme estabele-Ò+ß ,Ó
cido em  garante a existência de  tal que  seja1.6.40 &  ! F ÐB Ñ  E& !

convexo e que, para cada  e  venhaB − F ÐB Ñ  E > − Ò+ß ,Ó& !

mH 0 H 0 m Ÿ" "ÐBß>Ñ ÐB ß>Ñ
w

!
$

e portanto, pelo segundo teorema da média em ,3.3.4

m0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñ  H 0 ÐB  B Ñm Ÿ mB  B m! " ! !ÐB ß>Ñ
w

!
$ ,

o que implica que

½ Š ‹ ½(
½ ½( ( (
½ ½(
(

1ÐBÑ  1ÐB Ñ  H 0 .> ÐB  B Ñ œ

œ 0ÐBß >Ñ .>  0ÐB ß >Ñ .>  H 0 ÐB  B Ñ .> œ

œ 0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñ  H 0 ÐB  B Ñ .> Ÿ

Ÿ

! " !
+

,

ÐB ß>Ñ

+ + +

, , ,

! " !ÐB ß>Ñ

+

,

! " !ÐB ß>Ñ

+

,

!

!

!

m0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñ  H 0 ÐB  B Ñm .> Ÿ mB  B m.> œ

œ mB  B m

! " ! !ÐB ß>Ñ
+

,
w

!

! ( $

$ .

Concluímos assim que  é diferenciável em  e com1 B!

H1 œ H 0 .>B "
+

,

ÐB ß>Ñ! !(
o que, tendo em conta a arbitrariedade de , justifica a fórmula em (2), eB!

portanto, como já referido, aquela em (3). O facto de  serH1ÀE Ä ÐIàJÑ_
contínua, e portanto  ser de classe , resulta de .1 G" 3.5.17 

Repare-se que no resultado precedente as hipóteses de 0 ÀE ‚ Ò+ß ,Ó Ä J
ser contínua relativamente à segunda variável e ser parcialmente diferen-
ciável relativamente à primeira variável e com H 0ÀE ‚ Ò+ß ,Ó Ä J"

contínua encontra-se verificada, em particular, se exigirmos que  e +  , 0
seja de classe , caso em que, como verificámos em , tem-seG" 3.3.23

H 0 Ð?Ñ œ H0 Ð?ß !Ñ" ÐBß>Ñ ÐBß>Ñ .

Examinamos em seguida uma situação em que podemos garantir que o
integral paramétrico é de classe , situação essa que incluirá analoga-G5

mente o caso em que a própria aplicação  é de classe .0 G5

3.5.19 Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š, o segundo dos quais
de Banach;  um domínio de diferenciabilidade localmente convexo eE § I
+ Ÿ , 0 em . Seja ‘ À E ‚ Ò+ß ,Ó Ä J  uma aplicação contínua relativamente à
segunda variável tal que para cada  seja de classe  a aplicação> − Ò+ß ,Ó G5



§5. O integral das aplicações vetoriais contínuas de variável real 559

E Ä J B È 0ÐBß >Ñ 5   "Ñ,  (onde . Suponhamos ainda que para cada
" Ÿ 4 Ÿ 5 H 0ÀE ‚ Ò!ß "Ó Ä ÐIàJÑ é contínua a aplicação  (cf. )."

4 4_ 3.3.22
É então de classe  a aplicação  definida porG 1ÀE Ä J5

1ÐBÑ œ 0ÐBß >Ñ .>(
+

,

e com

H 1 œ H 0 .>5 5
B

+

,

" ÐBß>Ñ( ,

em particular, dados , tem-se? ßá ß ? − I" 5

H 1 Ð? ßá ß ? Ñ œ H 0 Ð? ßá ß ? Ñ .>5 5
B " 5 " 5

+

,

" Ð>ßBÑ( .

Dem: Vamos fazer a demonstração por indução em , começando por5
reparar que o caso em que  reduz-se a . Suponhamos então que o5 œ " 3.5.18
resultado é verdadeiro para um certo  e que  verifica as mesmas hipóteses5 0
com  no lugar de . Uma vez que  é5  " 5 H 0ÀE ‚ Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑ" _
contínua e que para cada  se tem" Ÿ 4 Ÿ 5

H ÐH 0Ñ Ð? ßá ß ? ÑÐ? Ñ œ H 0 Ð? ßá ß ? ß ? Ñ" "
4 4"

" " 4 4" " 4 4"ÐBß>Ñ ÐBß>Ñ ,

isto é, com a notação em , o que2.1.43, H ÐH 0Ñ œ ÐH 0 Ñ" "
4 4"

" 4ÐBß>Ñ ÐBß>ÑE

implica a continuidade de , podemosH ÐH 0ÑÀE ‚ Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑ"
4

"
4"_

aplicar a hipótese de indução, tendo em conta a igualdade

H1 œ H 0 .>B "
+

,

ÐBß>Ñ( ,

para garantir que  é de classe  e comH1ÀE Ä ÐIàJÑ G_ 5

H ÐH1Ñ œ H ÐH0Ñ .> œ ÐH 0 Ñ .> œ

œ H 0 .>

5 5 " 5"
B

+ +

, ,

" 5ÐBß>Ñ ÐBß>Ñ"

5
" 5"

+

,

" ÐBß>Ñ

( (
Š ‹(

E

E

ou seja

H 1 œ H 0 .>5" 5"
B

+

,

" Ð>ßBÑ( .

A última fórmula do enunciado resulta agora de considerar, para ? ßá ß ?" 5

fixados em , a aplicação linear contínua  que a  associaI ÐIàJÑ Ä J_ -5

-Ð? ßá ß ? Ñ" 5  (cf. a alínea c) de ).2.1.37 
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Como aplicação do resultado sobre a derivação do integral paramétrico,
examinamos em seguida um teorema de Fubini envolvendo o “integral
duplo” de aplicações de duas variáveis.

3.5.20 (Teorema de Fubini) Sejam  um espaço de Banach sobre ,  eJ + Ÿ ,Š
- Ÿ . 0 À Ò+ß ,Ó ‚ Ò-ß .Ó Ä J em  e  uma aplicação contínua. Podem então‘
considerar-se aplicações contínuas

Ò+ß ,Ó Ä J = È 0Ð=ß >Ñ .>

Ò-ß .Ó Ä J > È 0Ð=ß >Ñ .=

, ,

,

   
(
(

-

.

+

,
(1)

e tem-se

( ( ( (Š ‹ Š ‹
+ - - +

, . . ,

0 Ð=ß >Ñ .> .= œ 0Ð=ß >Ñ .= .>.   (2)

Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que , caso em que a primeira+ œ ,
aplicação em (1) é constante e a segunda é constantemente  e em que os!
dois membros de (2) são iguais a .!
A continuidade da primeira aplicação em (1) resulta do teorema de
continuidade do integral paramétrico em  e a continuidade da segunda3.5.17
resulta de aplicar o mesmo resultado à aplicação contínua Ò-ß .Ó ‚ Ò+ß ,Ó Ä J
que a  associa . Tendo em conta a propriedade do integralÐ>ß =Ñ 0Ð=ß >Ñ
indefinido em , a aplicação  definida por3.5.12 :À Ò+ß ,Ó Ä J

:Ð?Ñ œ 0Ð=ß >Ñ .> .=( (Š ‹
+ -

? .

é de classe  e comG"

:w

-

.

Ð?Ñ œ 0Ð?ß >Ñ .>( .

Tendo em conta a mesma propriedade, para cada  é derivável a> − Ò-ß .Ó
aplicação de  para  que a  associa  e tem derivada em Ò+ß ,Ó J ? 0Ð=ß >Ñ .= ?'

+

?

igual a  e daqui deduzimos, pelo resultado  sobre a diferenciabi-0Ð?ß >Ñ 3.5.18
lidade do integral paramétrico, que a aplicação  definida por<À Ò+ß ,Ó Ä J

<Ð?Ñ œ 0Ð=ß >Ñ .= .>( (Š ‹
- +

. ?

,

é de classe  e comG"
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<w

-

.

Ð?Ñ œ 0Ð?ß >Ñ .>( .

As aplicações ,  têm assim a mesma derivada e verificam: <À Ò+ß ,Ó Ä J

: <Ð+Ñ œ ! œ Ð+Ñ

pelo que, aplicando  à aplicação , concluímos que 3.3.2 : < : < Ð?Ñ œ Ð?Ñ
para cada , em particular?

( ( ( (Š ‹ Š ‹
+ - - +

, . . ,

0 Ð=ß >Ñ .> .= œ Ð,Ñ œ Ð,Ñ œ 0Ð=ß >Ñ .= .>: < . 

Também como aplicação do resultado sobre derivação do integral para-
métrico, examinamos agora uma condição para a existência de primitivas
no contexto das variáveis vetoriais.

3.5.21 (Primitivação com variável vetorial) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š, o segundo dos quais completo,  um domínio deE § I
diferenciabilidade localmente convexo e  uma aplicação= _À E Ä ÐIàJÑ
diferenciável num ponto  (também se diz que  é uma B − E! = forma
diferencial com valores em  diferenciável em ). Tem-se então:J B!

a) Se existir uma aplicação diferenciável  tal que para cada 0 ÀE Ä J B − E
se tenha  (podemos pensar em  como sendo uma  deH0 œ ÐBÑ 0B = primitiva
=) então para cada  tem-se?ß @ − I

H Ð?ÑÐ@Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =B B! !
.

b) Suponhamos, reciprocamente, que  é estrelado relativamente a um dosE
seus pontos  (cf. ), e que a forma diferencial  é de classe  eB G!

"1.8.35 =
fechada,  isto é, que para cada  e  tem-seB − E ?ß @ − I

H Ð?ÑÐ@Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =B B .   (1)

Existe então uma aplicação diferenciável  tal que para cada 0 ÀE Ä J B − E
se tenha H0 œ ÐBÑÞB = 271

Dem: a) Se  é uma aplicação diferenciável nas condições de a)0 ÀE Ä J
então resulta de  que3.3.19

H Ð?ÑÐ@Ñ œ HÐH0Ñ Ð?ÑÐ@Ñ œ HÐH0Ñ Ð@ÑÐ?Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =B B B B! ! ! !
.

b) Consideremos a aplicação  definida por0 ÀE Ä J

271A conclusão de b) é ainda válida no caso mais geral em que não se exige que a forma
diferencial  seja de classe  mas apenas que seja diferenciável em cada ponto e= G"

verificando (1) nesse ponto. Trata-se da alínea b) do teorema de Goursat, que
examinaremos adiante em  e que tem uma demonstração mais delicada.3.5.35
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0ÐBÑ œ Ð"  >ÑB  >B ÐB  B Ñ .>( ˆ ‰
!

"

! != ,

Tendo em conta o resultado sobre a derivação do integral paramétrico em
3.5.18, vemos que  é diferenciável e com0

H0 Ð?Ñ œ H Ð>?ÑÐB  B Ñ  Ð"  >ÑB  >B Ð?Ñ .> œ

œ >H ÐB  B ÑÐ?Ñ  Ð"  >ÑB  >B Ð?Ñ .>Þ

B ! !
!

"

Ð">ÑB >B

!

"

Ð">ÑB >B ! !

( ˆ ‰
( ˆ ‰

= =

= =

!

!

Para calcular o integral precedente reparamos que, sendo  a:À Ò!ß "Ó Ä J
aplicação diferenciável definida por

: =Ð>Ñ œ > Ð"  >ÑB  >B Ð?Ñˆ ‰! ,

tem-se

: = =w
Ð">ÑB >B ! !Ð>Ñ œ >H ÐB  B ÑÐ?Ñ  Ð"  >ÑB  >B Ð?Ñ

!
ˆ ‰

pelo que utilizando a regra de Barrow para calcular o integral, vem

H0 Ð?Ñ œ Ð"Ñ  Ð!Ñ œ ÐBÑÐ?ÑÞB : : = 

3.5.22 (Corolário — Primitivação na variável complexa) Sejam  um espaçoJ
de Banach complexo, E § ‚ um domínio de diferenciabilidade localmente
convexo e estrelado relativamente a um certo  e  umaB − E 1ÀE Ä J!

aplicação de classe  no sentido complexo. Tem-se então que a correspon-G"

dente forma diferencial de classe ,  (cf. )G œ ‰ 1ÀE Ä Ð à JÑ" "= E _ ‚ 2.1.42
é fechada e, consequentemente, existe uma aplicação diferenciável no sentido
complexo  tal que , isto é,  para cada .0 ÀE Ä J œ H0 0 ÐBÑ œ 1ÐBÑ B − E= w

Dem: Temos uma consequência de toda a aplicação bilinear complexa
‚ ‚‚ Ä J  ser simétrica, mais precisamente, de se ter

H Ð+ÑÐ,Ñ œ ,H Ð+ÑÐ"Ñ œ ,+H Ð"ÑÐ"Ñ œ

œ +H Ð,ÑÐ"Ñ œ H Ð,ÑÐ+Ñ

= = =

= =
B B B

B B . 

Há situações, como por exemplo o estudo elementar das aplicações holo-
morfas que abordaremos na secção , em que é importante obter conclu-3.7
sões semelhantes às de  mas com hipóteses mais fracas (ver o3.5.21
teorema de Goursat adiante em ). A obtenção desses resultados mais3.5.35
gerais exige um estudo mais delicado e profundo que inclui a utilização de
instrumentos que vamos introduzir em seguida.

3.5.23 (O integral ao longo dum caminho) Sejam  e  espaços vetoriais nor-I J
mados sobre Š = _, o segundo dos quais completo,  e E § I ÀE Ä ÐIàJÑ
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uma aplicação contínua (no caso em que  é um domínio deE
diferenciabilidade também dizemos que  é uma  contínua,= forma diferencial
com valores em ).J
Sejam  em  e  uma aplicação de classe  (também se+  , À Ò+ß ,Ó Ä E G‘ # "

diz que  é um  de classe  em ). Define-se então o  de # =caminho integralG E"

sobre # como sendo

( (
#

= = # #ÐBÑ .B œ Ð Ð>ÑÑÐ Ð>ÑÑ .> − J
+

,
w

(reparar que a integranda no segundo membro é uma função contínua de ).>
No caso particular em que , também se define o integral sobre  deI œ Š #
uma aplicação contínua , notado , como sendo o integral1ÀE Ä J 1ÐBÑ.B'

#

sobre  da aplicação contínua  composta de  com a# = _ ŠÀ E Ä Ð à JÑ 1
isometria natural , tendo-se portantoJ Ä Ð à JÑ_ Š

( (
#

1ÐBÑ.B œ 1Ð Ð>ÑÑ Ð>Ñ − J
+

,
w# # .

Abster-nos-emos frequentemente de explicitar neste último contexto as
propriedades que resultem trivialmente das que examinaremos no contexto
geral do integral das aplicações com valores em ._ÐIà JÑ

3.5.24 (Propriedades de linearidade) Nas condições de , se  e3.5.23 - − Š
= = _" #ß À E Ä ÐIàJÑ são aplicações contínuas então

( ( (
( (

# # #

# #

= = = =

= =

" # " #

" "

ÐBÑ  ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B

- ÐBÑ .B œ - ÐBÑ .BÞ

,

Mais geralmente, se  é outro espaço de Banach e  é umaJ ÀJ Ä Js s-
aplicação linear contínua e considerarmos a correspondente aplicação linear
contínua , que a  associa , tem-se_ - = _ - =ÐM. à Ñ ‰ ÀE Ä ÐIàJÑ B ‰ Ð ÐBÑÑs

I " "

( (Š ‹
# #

- = - =‰ Ð ÐBÑÑ .B œ ÐBÑ .B" " .

Repare-se que, no caso particular em que  e consideramos umaI œ Š
aplicação contínua , a propriedade precedente toma o aspeto mais1ÀE Ä J
familiar

( (Š ‹
# #

- -Ð1ÐBÑÑ .B œ 1ÐBÑ .B .

Dem: Trata-se de consequências diretas da definição e das correspondentes
propriedades sobre o integral de aplicações de variável real em .3.5.3 
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3.5.25 (Integrais e subdivisões) Nas condições de , seja  e3.5.23 - − Ó+ß ,Ò
notemos

# # # #" #Ò+ß-Ó ÎÒ-ß,Óœ œ, .

Tem-se então

( ( (
# # #

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B
" #

.

Dem: Tendo em conta a definição, temos uma consequência da propriedade
de aditividade do integral em .3.5.7 

3.5.26 (O integral duma reparametrização) Nas condições de , sejam3.5.23
-  . À Ò-ß .Ó Ä Ò+ß ,Ó G em  e  uma aplicação de classe  e consideremos a‘ : "

aplicação  de classe . Tem-se então:# :‰ À Ò-ß .Ó Ä E G"

a) Se  e  então: :Ð-Ñ œ + Ð.Ñ œ ,

( (
# : #‰

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B.

b) Se  e  então: :Ð-Ñ œ , Ð.Ñ œ +

( (
# : #‰

= =ÐBÑ .B œ  ÐBÑ .B.

Dem: Reparando que , vemos queÐ ‰ Ñ Ð=Ñ œ Ð Ð=ÑÑ ‚ Ð=Ñ# : # : :w w w

= # : # : : = # : # :Ð ‰ Ð=ÑÑÐÐ ‰ Ñ Ð=ÑÑ œ Ð=Ñ Ð ‰ Ð=ÑÑÐ Ð Ð=ÑÑw w w .

Nas hipóteses de a) a conclusão resulta assim diretamente do resultado sobre
integração por mudança de variáveis em  e nas hipóteses de b) temos3.5.14
uma consequência do mesmo resultado se recordarmos que

( (
, +

+ ,
w w= # # = # #Ð Ð>ÑÑÐ Ð>ÑÑ .> œ  Ð Ð>ÑÑÐ Ð>ÑÑ .>. 

3.5.27 (O integral duma aplicação primitivável) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais completo,  umE § I
domínio de diferenciabilidade e  uma forma diferencial= _À E Ä ÐIàJÑ
contínua admitindo uma  , isto é, uma aplicaçãoprimitiva 0 ÀE Ä J
diferenciável tal que  para cada . Se  é umaH0 œ ÐBÑ B − E À Ò+ß ,Ó Ä EB = #
aplicação de classe  entãoG"

(
#

= # #ÐBÑ .B œ 0Ð Ð,ÑÑ  0Ð Ð+ÑÑ,

em particular, no caso em que o caminho  é fechado, isto é verifica#
# # =Ð,Ñ œ Ð+Ñ ÐBÑ .B œ !, tem-se .'

#
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Repare-se que, no caso em que  e em que temos uma aplicaçãoI œ Š
contínua , com a correspondente forma diferencial1ÀE Ä J
= _ Š =À E Ä Ð à JÑ 0 ÀE Ä J, uma primitiva  de  é simplesmente uma
aplicação tal que  para cada , isto é, uma primitiva no0 ÐBÑ œ 1ÐBÑ B − Ew

sentido usual da aplicação .1
Dem: A aplicação de  para  que a  associa  é diferenciável eÒ+ß ,Ó J > 0Ð Ð>ÑÑ#
tem como derivada a aplicação contínua que a  associa>

H0 Ð Ð>ÑÑ œ Ð Ð>ÑÑÐ Ð>ÑÑ#Ð>Ñ
w w# = # #

pelo que, tendo em conta a regra de Barrow em ,3.5.13

( (
#

= = # # # #ÐBÑ .B œ Ð Ð>ÑÑÐ Ð>ÑÑ .> œ 0Ð Ð,ÑÑ  0Ð Ð+ÑÑ
+

,
w . 

Entre os caminhos ao longo dos quais teremos ocasião de integrar há um
tipo suficientemente importante para justificar a introdução de uma nota-
ção alternativa.

3.5.28 (O integral sobre um segmento orientado) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais completo,  umE § I
conjunto e  uma aplicação contínua. Dados  tais que= _À E Ä ÐIàJÑ Cß D − E
ÒÒCß DÓÓ § E G (cf. ), podemos considerar a aplicação de classe 1.8.35 "

#CßDÀ Ò!ß "Ó Ä E definida por

#CßDÐ>Ñ œ Ð"  >ÑC  >D

e notaremos

( ( (
C !

D "

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B œ ÐÐ"  >ÑC  >DÑÐD  CÑ .>
#CßD

.

Repare-se que no caso particular em que  e em que temos umaI œ Š
aplicação contínua , as igualdades precedentes tomam a forma1ÀE Ä J

( ( (
C !

D "

1ÐBÑ .B œ 1ÐBÑ .B œ 1ÐÐ"  >ÑC  >DÑ ‚ ÐD  CÑ .>
#CßD

.

3.5.29 (O caso em que )I œ ‘  Sejam  um espaço de Banach,  umJ E § ‘
intervalo não trivial e  uma forma diferencial contínua e= _ ‘À E Ä Ð à JÑ
consideremos a correspondente aplicação contínua ,1 œ ‰ ÀE Ä JE =
definida por . Dados  tem-se então1Ð>Ñ œ Ð>ÑÐ"Ñ +ß , − E=

( (
+ +

, ,

=ÐBÑ .B œ 1Ð>Ñ .>,
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onde o integral no primeiro membro é o definido em  e o do segundo3.5.28
membro é o integral usual duma aplicação de variável real, por outras
palavras, não há risco de confusão sobre qual dos dois significados
atribuimos ao segundo membro.
Dem: Tendo em conta a fórmula para a integração por mudança de variáveis
em , vem3.5.14

( (
(
(

+ !

, "

!

"

+

,

= =ÐBÑ .B œ ÐÐ"  =Ñ+  =,ÑÐ,  +Ñ .= œ

œ Ð,  +Ñ 1ÐÐ"  =Ñ+  =,Ñ .= œ

œ 1Ð>Ñ .>. 

3.5.30 (Majoração do integral num segmento) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š, o segundo dos quais completo,  um conjunto eE § I
= _À E Ä ÐIàJÑ Cß D − E Q   ! uma aplicação contínua. Dados  e  tais que
ÒÒCß DÓÓ § E m ÐBÑm Ÿ Q B − ÒÒCß DÓÓ e que  para cada , tem-se=

½ ½(
C

D

=ÐBÑ .B Ÿ QmD  Cm.

Dem: Basta atender a que

½ ½ ½ ½( (
( ¼ ¼
( ¼ ¼
(

C !

D "

!

"

!

"

!

"

= =

=

=

ÐBÑ .B œ ÐÐ"  >ÑC  >DÑÐD  CÑ .> Ÿ

Ÿ ÐÐ"  >ÑC  >DÑÐD  CÑ .> Ÿ

Ÿ ÐÐ"  >ÑC  >DÑ mD  Cm.> Ÿ

Ÿ QmD  Cm.> œ QmD  Cm.

3.5.31 (Propriedades básicas do integral num segmento) Sejam  e I J
espaços vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais completo, E § I
um conjunto e  uma aplicação contínua. Tem-se então:= _À E Ä ÐIàJÑ
a) Se  entãoC − E

(
C

C

=ÐBÑ .B œ !.

b) Dados  tais que , tem-seCß D − E ÒÒCß DÓÓ § E
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( (
D C

C D

= =ÐBÑ .B œ  ÐBÑ .B.

c) Dados  tais que  e , tem-seCß D − E ÒÒCß DÓÓ § E A − ÒÒCß DÓÓ

( ( (
C C A

D A D

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B.   (1)

d) Mais geralmente, suponhamos que  são  (isto é queCßAß D − E retilíneos
existe  e um subespaço vetorial   de dimensão menor ouB − I I § I! !real
igual a  com ) e tais que .  e" CßAß D − B  I ÒÒCß AÓÓ § E ÒÒAß DÓÓ § E! !

ÒÒCß DÓÓ § E. Tem-se então ainda

( ( (
C C A

D A D

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B.   (1)

e) Suponhamos agora que  é um domínio de diferenciabilidade e que existeE
uma primitiva  da forma diferencial , isto é, que  é diferenciável0 ÀE Ä J 0=
em cada  e com . Para cada  com B − E H0 œ ÐBÑ Cß D − E ÒÒCß DÓÓ § EB =
tem-se então

(
C

D

=ÐBÑ .B œ 0ÐDÑ  0ÐCÑ

e portanto, dados  com .  e Cß Dß A − E ÒÒCß AÓÓ § E ÒÒCß DÓÓ § E ÒÒAß DÓÓ § E
tem-se

( ( (
C C A

D A D

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B.   (1)

Dem: Vamos justificar separadamente cada uma das alíneas:
a) Tem-se

( ( (
C ! !

C " "

= =ÐBÑ .B œ ÐÐ"  >ÑC  >CÑÐC  CÑ .> œ ! .> œ !. 

b) Temos uma consequência da propriedade na alínea b) de  uma vez3.5.26
que

# #DßC CßDÐ=Ñ œ Ð"  =ÑD  =C œ Ð"  Ð"  =ÑÑC  Ð"  =ÑD œ Ð"  =Ñ. 

c) Tendo em conta a conclusão de a), podemos afastar já os casos triviais em
que  ou  tendo-se assim  para um certoA œ C A œ D A œ Ð"  -ÑC  -D
- − Ó!ß "Ò À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß -Ó À Ò!ß "Ó Ä Ò-ß "Ó. Consideremos as aplicações  e : <
definidas por

: <Ð>Ñ œ >- Ð>Ñ œ Ð"  >Ñ-  >, ,

que verificam , ,  e . Aplicando  e: : < <Ð!Ñ œ ! Ð"Ñ œ - Ð!Ñ œ - Ð"Ñ œ " 3.5.25
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a alínea a) de  deduzimos que3.5.26

( ( ( (
C

D

= = = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B
# # #CßD CßD CßDÎÒ!ß-Ó Ò-ß"Ó

com

( (
# #CßD CßAÎÒ!ß-Ó

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B,

por ser

# # :CßA CßDÎÒ!ß-ÓÐ>Ñ œ Ð"  >ÑC  >A œ Ð"  >-ÑC  >-D œ Ð Ð>ÑÑ,

e

( (
# #CßD AßDÒ-ß"Ó

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B,

por ser

#

< <
AßDÐ>Ñ œ Ð"  >ÑA  >D œ Ð"  >ÑÐ"  -ÑC  ÐÐ"  >Ñ-  >ÑD œ

œ Ð"  Ð>ÑÑC  Ð>ÑD. 

d) Podemos já afastar o caso em que , que resulta trivialmente dasC œ D
conclusões de a) e b). Sendo  uma base de , podemos então considerarC I! !

+ß ,ß - − + Á ,‘, com , tais que

C œ B  +C

D œ B  ,C

A œ B  -C

! !

! !

! !

,
,
,

de onde deduzimos que

D  C œ Ð,  +ÑC

A  C œ Ð-  +ÑC
!

!

e portanto, com , tem-se , ou seja,> œ − A  C œ >ÐD  CÑ-+
,+ ‘

A œ Ð"  >ÑC  >D.   (2)

No caso em que , tem-se  pelo que a igualdade> − Ò!ß "Ó A − ÒÒCß DÓÓ
pretendida é a obtida em c). No caso em que  deduzimos de (2) que>  "

D œ "  C  A − ÒÒCß AÓÓ
" "

> >
ˆ ‰ ,

por ser , donde, pelo que vimos em c) e em b),"
> − Ò!ß "Ó
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( ( ( ( (
C C D C A

A D A D D

= = = = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B,

o que implica a igualdade pretendida e no caso em que  deduzimos de>  !
(2) que

C œ A  "  D − ÒÒAß DÓÓ
" "

"  > "  >
ˆ ‰ ,

por ser , donde, pelo que vimos em c) e b),"
"> − Ò!ß "Ó

( ( ( ( (
A A C C C

D C D A D

= = = = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B,

o que implica, mais uma vez, a igualdade pretendida. 
e) A primeira afirmação é um caso particular de , uma vez que se tem3.5.27
# #CßD CßDÐ!Ñ œ C Ð"Ñ œ D e . A segunda resulta da primeira, uma vez que
podemos escrever

(
( (

C

D

C A

A D

=

= =

ÐBÑ .B œ 0ÐDÑ  0ÐCÑ œ 0ÐDÑ  0ÐAÑ  0ÐAÑ  0ÐCÑ œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B. 

Uma questão que se pode pôr é se a igualdade (1) no resultado precedente,
com o grau de arbitrariedade dos pontos  referido na alínea e) nãoCß Dß A
poderá ser válida sobre hipóteses mais gerais que a existência de primitiva
para a aplicação . O resultado a seguir mostra que, para domínios  com= E
propriedades naturais  não se devem esperar mais generalizações.ß

3.5.32 (Condição para a existência de primitiva) Sejam  e  espaçosI J
vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais completo,  umE § I
domínio de diferenciabilidade localmente convexo e estrelado relativamente
a um certo  e  uma forma diferencial contínua. Se,C − E ÀE Ä ÐIàJÑ! = _
quaisquer que sejam  com  se temDß A − E ÒÒDß AÓÓ § E

( ( (
C C A

D A D

! !

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B

então obtemos uma aplicação diferenciável  definida por0 ÀE Ä J

0ÐDÑ œ ÐBÑ .B(
C

D

!

= ,

para a qual se tem  para cada  (uma primitiva de ).H0 œ ÐDÑ D − ED = =
Dem: Dado  arbitrário, provemos que  é diferenciável em  e comD − E 0 D! !
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H0 œ ÐD Ñ  !  ! E  F ÐD ÑD ! !!
= $ &. Seja  arbitrário. Consideremos  tal que &

seja convexo e que para cada  se tenha .D − E  F ÐD Ñ m ÐDÑ  ÐD Ñm Ÿ& ! != = $
Reparando que a restrição a  da aplicação linear contínua  éE ÐD ÑÀI Ä J= !

uma primitiva da aplicação  de valor constante , vemosE Ä ÐIàJÑ ÐD Ñ_ = !

que para cada  tem-seD − E  F ÐD Ñ& !

(
D

D

! ! ! ! ! !
!

= = = =ÐD Ñ .B œ ÐD ÑÐDÑ  ÐD ÑÐD Ñ œ ÐD ÑÐD  D Ñ

e portanto, tendo em conta ,3.5.30

¼ ¼
½ ½( ( (
½ ½(

0ÐDÑ  0ÐD Ñ  ÐD ÑÐD  D Ñ œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐD Ñ .B œ

œ ÐBÑ  ÐD Ñ .B Ÿ mD  D mß

! ! !

C C D

D D D

!

D

D

! !

=

= = =

= = $

! ! !

!

!

o que prova a diferenciabilidade pretendida. 

Com o objetivo de facilitar a prova do teorema de Goursat, que permite
garantir a existência de primitiva com hipóteses mais fracas dos que as
que fizémos na alínea b) de  vamos estabelecer dois resultados3.5.21
geométricos envolvendo o envólucro convexo  de ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ 8" # 8

vetores de um espaço vetorial normado (cf. a alínea g) de ), no1.8.35
segundo dos quais, que encararemos como um lema, tem-se .8 œ $

3.5.33 (O diâmetro dum envólucro convexo) Sejam  um espaço vetorialI
normado,  vetores de  e  o respetivoB ß B ßá ß B I ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ" # 8 " # 8

envólucro convexo (cf. a alínea g) de ). Tem-se então que este1.8.35
envólucro convexo é um conjunto compacto cujo diâmetro é ígual ao
máximo dos  com  e  entre  e .mB  B m 3 4 " 83 4

272

Dem: Podemos afastar já o caso trivial em que todos os vetores coincidem,
caso em que o envólucro convexo é um conjunto com um único elemento.
Lembremos que  é o conjunto dos vetores de  da formaÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ I" # 8

= B  = B â = B =   ! = œ "" " # # 8 8 4 4 com  e . Uma vez que o conjunto!
dos  com  e  é fechado e limitado (repararÐ= ßá ß = Ñ − =   ! = œ "" 8 4 4

8‘ !
que se tem necessariamente ) e portanto compacto, vemos que= Ÿ "4

ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ" # 8  é compacto por ser a imagem daquele compacto pela
aplicação contínua ,‘8 Ä I

Ð= ß = ßá ß = Ñ È = B  = B â = B" # 8 " " # # 8 8.

Seja  o máximo dos . O facto de os pontos Q  ! mB  B m B ßá ß B3 4 " 8

272De facto só vamos utilizar o caso em que  mas a demonstração geral não8 œ $
apresenta nenhuma dificuldade suplementar.
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pertencerem a  implica que o diâmetro deste conjunto éÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ" # 8

maior ou igual a  pelo que para mostrar que o diâmetro é mesmo Q Q
resta-nos mostrar que se tem  quaisquer que sejam  nomC  Dm Ÿ Q Cß D
envólucro convexo. Notemos agora que o conjunto dos  tais queC − I
mC  B m Ÿ Q 44  para cada  é convexo (a interseção das bolas fechadas
F ÐB Ñ BQ 4 3 que são conjuntos convexos) e contém cada um dos  pelo que,
pela definição do envólucro convexo, esse conjunto contém .ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ" # 8

Dito de outro modo, fica provado que fixado um elemento arbitrário
C − ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ mC  B m Ÿ Q 4 C" # 8 4, tem-se  para cada . Fixado , vemos
agora que a bola fechada , que é um conjunto convexo, contém cadaF ÐCÑQ

um dos  e portanto contém o envólucro convexo , porB ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ4 " # 8

outras palavras, tem-se  para cada , o quemC  Dm Ÿ Q D − ÒÒB ß B ßá ß B ÓÓ" # 8

é precisamente o que nos faltava provar. 

3.5.34 (Lema do triângulo) ,Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre I J Š
o segundo dos quais completo,  um conjunto e  umaE § I ÀE Ä ÐIàJÑ= _
aplicação contínua. Sejam  tais que  e queCßAß D − E ÒÒCß Aß DÓÓ § E

( ( (
C C A

D A D

= = =ÐBÑ .B Á ÐBÑ .B  ÐBÑ .B, 273

isto é, tendo em conta a alínea b) de , que3.5.31

( ( (
C A D

A D C

= = =ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B Á !.

Existem então pontos  tais queC ßA ß D − ÒÒCß Aß DÓÓw w w

diam diam ,

.

ÐÒÒC ß A ß D ÓÓÑ œ ÐÒÒCß Aß DÓÓÑ
"

#

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  

  ‚ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B
"

%

w w w

C A D

A D C

C A D

A D C

¾ ¾( ( (
¾ ¾( ( (

w w w

w w w

= = =

= = =

Dem: Consideremos os quatro triplos de pontos  de , ondeC ßA ß D ÒÒCß Aß DÓÓ4 4 4

" Ÿ 4 Ÿ %, definidos por

273Tendo em conta a alínea d) de  estes três pontos não podem ser retilíneos.3.5.31
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C œ C C œ C œ C œ
A  D C  A D  C

# # #

D œ D œ D œ D œ D
D  C C  A A  D

# # #

A œ A œ A œ A A œ
C  A D  C A  D

# # #

" # $ %

" # $ %

" # $ %

, , , ,

, , , ,

, , , .

Para cada  tem-se" Ÿ 4 Ÿ %

mA  C m œ mA  Cm mD  A m œ mD  Am mC  D m œ mC  Dm
" " "

# # #
4 4 4 4 4 4, , ,

o que implica, tendo em conta  que o diâmetro de  é metade3.5.33 ÒÒC ß A ß D ÓÓ4 4 4

do diâmetro de . NotemosÒÒCß Aß DÓÓ

M œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B − J( ( (
C A D

A D C

= = =

e, para cada ," Ÿ 4 Ÿ %

M œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B − J4
C A D

A D C( ( (
4 4 4

4 4 4

= = = .

Tendo em conta as conclusões das alíneas b) e c) de  vem3.5.30

M œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B 

 ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B 

Š ‹ Š ‹( ( ( (
Š ‹( (

( ( ( (

C C A A

A A D D

D D

C C

C C A A

A A D D

" $ $ %

" $ $ %

% "

% "

" $ $ %

" $ $ %

= = = =

= =

= = = =

    

ÐBÑ .B 

 ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B 

 ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ M  M  M  M

( ( ( (Š ‹
Š ‹ Š ‹( ( ( (
D D C C

C C A A

A A D D

D D C C

" # $ %

% " # %

% " # %

# " # $

# " # $

= = = =

= = = =    

e daqui concluímos que

mMm Ÿ mM m  mM m  mM m  mM m" # $ % ,

o que implica a existência de  tal que . Podemos assim tomar4 mM m   mMm4
"
%

C œ C A œ A D œ Dw w w
4 4 4,  e . 

3.5.35 (Teorema de Goursat) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobreI J
Š, o segundo dos quais completo,  um domínio de diferenciabilidadeE § I
e  uma forma diferencial contínua. Tem-se então:= _À E Ä ÐIàJÑ
a) Se  são tais que  e que para cada  eCßAß D − E ÒÒCß Aß DÓÓ § E B − ÒÒCß Aß DÓÓ
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?ß @ − I B a aplicação  seja diferenciável em  e com=

H Ð?ÑÐ@Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =B B ,   (1)

então

( ( (
C C A

D A D

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B.

b) No caso em que o domínio de diferenciabilidade  é localmente convexoE
e estrelado relativamente a um certo , e que a forma diferencial  éC − E! =
fechada, isto é, é diferenciável em cada  e comB − E

H Ð?ÑÐ@Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =B B ,   (1)

quaisquer que sejam , então  é primitivável, mais precisamente?ß @ − I =
tem-se  para cada , onde  é a aplicação definida=ÐBÑ œ H0 B − E 0ÀE Ä JB

por

0ÐDÑ œ ÐBÑ .B(
C

D

!

= . 274

Dem: Começamos por notar que, tendo em conta , a conclusão de b) é3.5.32
uma consequência da de a). Passamos assim a prova de a). Suponhamos, por
absurdo que a conclusão de a) não era válida, portanto que se tinha

Q œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  !½ ½( ( (
C A D

A D C

= = =

e seja  o diâmetro de .H œ ÖmA  Cmß mD  Amß mC  Dm×  ! ÒÒCß Aß DÓÓmax
Tendo em conta o lema , podemos construir recursivamente pontos3.5.34
C ßA ß D − ÒÒCß Aß DÓÓ § E8 8 8  tais que

ÒÒC ß A ß D ÓÓ § ÒÒC ß A ß D ÓÓ

ÐÒÒC ß A ß D ÓÓÑ œ H
"

#

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B   Q
"

%

8" 8" 8" 8 8 8

8 8 8 8

C A D

A D C

8

,

diam ,

.½ ½( ( (
8 8 8

8 8 8

= = =

(2)

Os conjuntos fechados não vazios  contidos no compactoÒÒC ß A ß D ÓÓ8 8 8

ÒÒCß Aß DÓÓ constituem uma sucessão decrescente pelo que a propriedade do
encaixe em  garante a existência de  tal que1.6.37 B − ÒÒCß Aß DÓÓ § E!

B − ÒÒC ß A ß D ÓÓ 8  ! $ H  Q! 8 8 8
# para todo o . Escolhamos  tal que .$ $

Tendo em conta a diferenciabilidade de  no ponto  podemos considerar= B!

274Comparar com a alínea b) de , reparando que então se exigia que  fosse de3.5.21 =
classe  e agora apenas se exige que  seja diferenciável. Poder-se-ia considerar dema-G" =
siado o trabalho que estamos a ter só para conseguir dispensar a hipótese de continuidade
da derivada mas, como veremos na secção , isso vai ser fundamental para o estudo das3.7
aplicações holomorfas.
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& & ! mB  B m  tal que sempre que  venha!

m ÐBÑ  ÐB Ñ  H ÐB  B Ñm Ÿ mB  B m= = = $! B ! !!
.

Fixemos  tal que8

diam .ÐÒÒC ß A ß D ÓÓÑ œ H 
"

#
8 8 8 8

&

Reparemos agora que a aplicação  definida por0 ÀE Ä J

0ÐBÑ œ ÐB ÑÐB  B Ñ  H ÐB  B ÑÐB  B Ñ
"

#
= =! ! B ! !!

é diferenciável em cada  e, tendo em conta a hipótese (1) no enun-B − E
ciado, com

H0 Ð?Ñ œ ÐB ÑÐ?Ñ  H Ð?ÑÐB  B Ñ  H ÐB  B ÑÐ?Ñ œ
" "

# #
œ ÐB ÑÐ?Ñ  H ÐB  B ÑÐ?Ñ

B ! B ! B !

! B !

= = =

= =

! !

!
,

dito de outro modo,

H0 œ ÐB Ñ  H ÐB  B ÑB ! B != =
!

,

pelo que deduzimos da alínea e) de  que3.5.31

( (
(

C A

A D

! B ! ! B !

D

C

! B !

8 8

8 8

! !

8

8

!

= = = =

= =

ÐB Ñ  H ÐB  B Ñ .B  ÐB Ñ  H ÐB  B Ñ .B 

 ÐB Ñ  H ÐB  B Ñ .B œ !.

Concluímos daqui, tendo em conta a propriedade de majoração do integral
em  que3.5.30

½ ½( ( (
½(

(
(

C A D

A D C

C

A

! B !

A

D

! B !

D

C

! B

8 8 8

8 8 8

8

8

!

8

8

!

8

8

!

= = =

= = =

= = =

= = =

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B  ÐB Ñ  H ÐB  B Ñ .B 

 ÐBÑ .B  ÐB Ñ  H ÐB  B Ñ .B 

 ÐBÑ .B  ÐB Ñ  H

 

 ÐB  B Ñ .B Ÿ

Ÿ H mA  C m  H mD  A m  H mC  D m Ÿ
" " "

# # #

Ÿ H  Q
$ "

% %

!

8 8 88 8 8 8 8 8

8 8
#

½
$ $ $

$ ,

o que é absurdo por contrariar a terceira condição em (2). 
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Na aplicação do resultado precedente ao estudo das aplicações holomorfas
teremos necessidade de uma versão um pouco mais geral deste em que se
permite a existência de um ponto excecional  para o qual não se exige aC"
verificação da igualdade (1) nem sequer a diferenciabilidade de .=

3.5.36 (Teorema de Goursat com requinte) Sejam  e  espaços vetoriaisI J
normados sobre Š, o segundo dos quais completo,  um domínio deE § I
diferenciabilidade,  uma forma diferencial contínua e= _À E Ä ÐIàJÑ
C − E"  fixado. Tem-se então:
a) Se  são tais que  e que para cada  emCßAß D − E ÒÒCß Aß DÓÓ § E B Á C"
ÒÒCß Aß DÓÓ ?ß @ − I B e  a forma diferencial  seja diferenciável em  e com=

H Ð?ÑÐ@Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =B B ,   (1)

então

( ( (
C C A

D A D

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B.   (2)

b) No caso em que o domínio de diferenciabilidade  é localmente convexoE
e estrelado relativamente a um certo , e que a forma diferencial  temC − E! =
restrição fechada a , isto é, é diferenciável em cada  eE Ï ÖC × B − E Ï ÖC ×" "

com

H Ð?ÑÐ@Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =B B ,

quaisquer que sejam  então  é primitivável, mais precisamente?ß @ − I =
tem-se  para cada , onde  é a aplicação definida=ÐBÑ œ H0 B − E 0ÀE Ä JB

por

0ÐDÑ œ ÐBÑ .B(
C

D

!

= . 275

Dem: Tal como no resultado precedente, a conclusão de b) resulta da de a),
tendo em conta . Passemos então à prova de a), que será dividida em3.5.32
várias partes.
1) Comecemos por notar que, tendo em conta a alínea b) de de , a3.5.31
igualdade (2) a demonstrar é equivalente a

( ( (
C A D

A D C

= = =ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ !,   (3)

e que, tendo em conta a alínea d) de , a conclusão de a) é válida,3.5.31
mesmo sem qualquer hipótese de diferenciabilidade, no caso em que CßAß D
são , isto é quando exista  e um subespaço vetorial realretilíneos B − I!

275A novidade relativamente a  é que estamos a permitir a existência de um ponto3.5.35
excecional .C"
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I § I " CßAß D − B  I! ! ! de dimensão menor ou igual a  com .
2) Tendo em conta o que referimos em a), vamos supor a partir de agora que
CßAß D não são retilíneos. Por conveniência do leitor provamos nesta alínea
um resultado bem conhecido de Álgebra Linear que afirma que, com esta
hipótese, dados reais  tais que  e que= ß = ß = ß > ß > ß > = œ " œ >" # $ " # $ 4 4! !

= C  = A  = D œ > C  > A  > D" # $ " # $   (4)

então tem-se necessariamente  para cada .= œ > 44 4

Subdem: Podemos escrever (4) na forma

Ð"  =  = ÑC  = A  = D œ Ð"  >  > ÑC  > A  > D# $ # $ # $ # $ ,

que implica que

= ÐA  CÑ  = ÐD  CÑ œ > ÐA  CÑ  > ÐD  CÑ# $ # $ .

Uma vez que os vetores  e  são linearmente independentes, sem oA C D  C
que pertenceriam a um subespaço  de dimensão menor ou igual a  eI "!

portanto os três vetores pertenceriam a , concluímos que  eC  I = œ >! # #

= œ >$ $ e portanto também

= œ "  =  = œ "  >  > œ >" # $ # $ ". 

3) Tendo em conta a alínea a) do teorema de Goursat em , a igualdade3.5.35
(2), equivalente a (3), é verificada no caso em que o ponto exececional C"
não pertence a ÒÒCß Aß DÓÓ. Vamos mostrar nesta alínea que ela é também
válida no caso em que  é um dos pontos .C CßAß D"

Subdem: Tendo em conta o facto de o primeiro membro de (3) não se alterar
quando se faz uma permutação circular de , basta examinar o caso emCß Dß A
que, para fixar ideias, . NotemosC œ C"

H œ ÖmA  Cmß mD  Amß mC  Dm×  !max

o diâmetro de  e  o máximo da função contínua  paraÒÒCß Aß DÓÓ Q   ! m ÐBÑm=
B ÒÒCß Aß DÓÓ 8 − A ß D − ÒÒCß Aß DÓÓ no compacto . Sejam, para cada ,  os 8 8

vetores definidos por

A œ Ð"  ÑC  A D œ Ð"  ÑC  DÞ
" " " "

8 8 8 8
8 8,   (5)

Reparemos que  já que se  comC œ C Â ÒÒD ß A ß DÓÓ C œ = D  = A  = D" 8 8 " 8 # 8 $

=   ! =  =  = œ "4 " # $ e  vinha
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C œ Ð=  = ÑÐ"  Ñ C  A  Ð=  Ñ D
" = =

8 8 8
" # $

# " ,

com os coeficientes maiores ou iguais a  e de soma , o que, por ser também! "
C œ " † C  ! † A  ! † D, implicava, pela propriedade de unicidade referida
em 2), que  e portanto .= =

8 8$ # $ "
# "œ Ð=  Ñ œ ! = œ = œ = œ !

Analogamente,  já que se  comC œ C Â ÒÒA ßAß DÓÓ C œ = A  = A  = D" 8 " 8 # $

=   ! =  =  = œ "4 " # $ e  vinha

C œ = Ð"  Ñ C  Ð  = ÑA  = D
" =

8 8
" # $

" ,

com os coeficientes maiores ou iguais a  e de soma , o que implicava que! "
=
8 # $ " # $
"  = œ = œ ! = œ = œ = œ ! e portanto .

Os dois factos que acabamos de referir implicam, pelo teorema de Goursat
em , que3.5.35

( ( (
( ( (
D A D

A D D

A A D

A D A
8 8

8 8

8

8

= = =

= = =

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ !

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ !

,

e daqui deduzimos, tendo em conta as propriedades em , que3.5.31

( ( (
Š ‹( ( (

Š ‹ Š ‹( ( ( (
Š

C A D

A D C

C A A

A A D

D D D A

D C A D

= = =

= = =

= = = =

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B 

 ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B 



8

8

8 8 8

8 8 8

     

     ( ( ‹
( ( (

D A

A D

C A D

A D C

8

8

8 8

8 8

= =

= = =

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B.

Uma vez que, por (5),

mA  Cm œ mA  Cm Ÿ
" H

8 8

mD  A m œ mD  Am Ÿ
" H

8 8

mC  D m œ mC  Dm Ÿ
" H

8 8

8

8 8

8

,

,

,

podemos agora concluir, tendo em conta  que3.5.30
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½ ½( ( (
½ ½( ( (
½ ½ ½ ½ ½ ½( ( (

C A D

A D C

C A D

A D C

C A D

A D C

= = =

= = =

= = =

ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B Ÿ

Ÿ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B Ÿ

Ÿ
$HQ

8

8 8

8 8

8 8

8 8

,

o que, tendo em conta a arbitrariedade de  e considerando o limite do8
segundo membro quando , implica que8 Ä _

½ ½( ( (
C A D

A D C

= = =ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ !

e portanto obtemos (3).
4) Resta-nos mostrar que a igualdade (2) é ainda verificada no caso em que o
ponto excecional  é um elemento arbitrário de .C ÒÒCß Aß DÓÓ"

Subdem: Aplicando que se verificou em 3) a cada um dos triplos

ÐCß C ß DÑ ÐCß Aß C Ñ ÐAß C ß DÑ" " ",  e , obtemos

( ( (
( ( (
( (

C C C

D C D

C A C

A C D

C A

A D

= = =

= = =

= =

ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B  ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B

"

"

"

"

. 

3.5.37 (O teorema de Goursat com requinte quando ) I œ ‚ Sejam  umJ
espaço de Banach complexo, E § ‚ um domínio de diferenciabilidade
localmente convexo estrelado relativamente a um certo ,  eC − E C − E! "

1ÀE Ä J  uma aplicação contínua que seja diferenciável (no sentido
complexo) em cada . Existe então uma aplicação diferenciávelD − E Ï ÖC ×"
0 ÀE Ä J 0 ÐCÑ œ 1ÐCÑ C − E tal que  para cada , por exemplo a definida porw
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0ÐCÑ œ 1ÐDÑ .D(
C

C

!

. 276

Dem: Trata-se de uma consequência de  desde que mostremos que a3.5.36
forma diferencial associada , isto é, a composta de  com a= _ ‚À E Ä Ð à JÑ 1
isometria natural , tem restrição fechada a , isto é,J Ä Ð à JÑ E Ï ÖC ×_ ‚ "

tem-se

H Ð?ÑÐ@Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= =D D

quaisquer que sejam  e . Ora, isso resulta de que ambosD − E Ï ÖC × ?ß @ −" ‚
os membros são bilineares complexos como função de , o que implicaÐ?ß @Ñ
que

H Ð?ÑÐ@Ñ œ ?@H Ð"ÑÐ"Ñ œ @?H Ð"ÑÐ"Ñ œ H Ð@ÑÐ?Ñ= = = =D D D D . 

Exercícios

Ex. 3.5.1 Sejam  um espaço de Banach,  um subespaço vetorial fechado eI J § I
0À Ò+ß ,Ó Ä J 0 uma aplicação contínua. Mostrar que o integral de , como aplicação
com valores no espaço de Banach , coincide com o integral de , como aplicaçãoJ 0
com valores no espaço de Banach , em particular que este último pertence a .I J
Sugestão: Utilizar .3.5.4

Ex. 3.5.2 Consideremos o espaço de Banach , com a norma do máximo,J œ ‘#

mÐBß CÑm œ ÖlBlß lCl×_ max ,

e seja  a aplicação contínua defiida por . Verificar que se0 À Ò!ß "Ó Ä J 0Ð>Ñ œ Ð>ß "Ñ
tem

½ ½( (
! !

" "

0Ð>Ñ .> œ m0Ð>Ñm .>,

apesar de não se verificar a conclusão de , mais precisamente de  não ser um3.5.9 0
vetor fixo de  multiplicado por uma função com valores reais.J

Ex. 3.5.3 (Misto de integral indefinido e de integral paramétrico — continuidade)
a) Sejam  um espaço topológico,  um espaço de Banach,  em , \ J +  , - − Ò+ß ,Ó‘
fixado e  uma aplicação contínua. Mostrar que é contínua a apli-0 À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä J
cação  definida por1À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä J

1ÐBß =Ñ œ 0ÐBß >Ñ .>(
-

=

.

Sugestão: Para provar a continuidade de  em  reparar que se tem1 ÐB ß = Ñ! !

276Comparar com .3.5.22
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1ÐBß =Ñ  1ÐB ß = Ñ œ 0ÐBß >Ñ .>  0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñ .>! ! !
= -

= =( (
!

!

,

ter em conta o tipo de continuidade uniforme examinado em  para garantir a1.6.40
existência de um majorante  de  e para “controlar” ,Q m0ÐBß >Ñm m0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñm!

para  numa vizinhança conveniente de  e tirar partido da desigualdadeB B!

m1ÐBß =Ñ  1ÐB ß = Ñm Ÿ Ql=  = l  m0ÐBß >Ñ  0ÐB ß >Ñm .>! ! ! !
+

,( .

b) (Generalização de a), com um intervalo não trivial  no lugar de )N Ò+ß ,Ó  Sejam
\ J N § um espaço topológico,  um espaço de Banach,  um intervalo não trivial,‘
- − N 0À\ ‚ N Ä J fixado e  uma aplicação contínua. Mostrar que é contínua a
aplicação  definida por1À\ ‚ N Ä J

1ÐBß =Ñ œ 0ÐBß >Ñ .>(
-

=

.

Sugestão: Para provar a continuidade de  em  aplicar a conclusão de a) à1 ÐB ß = Ñ! !

restrição de  a , com  e  em  escolhidos do seguinte modo:  é o0 \ ‚ Ò+ß ,Ó + , N ,
máximo entre  e  se  não tiver elementos maiores que esse máximo e é um= - N!

elemento de  maior que esse máximo se existir;  é o mínimo entre  e  se  nãoN + = - N!

tiver elementos menores que esse mínimo e é um elemento de  menor que esseN
mínimo se existirÞ

Ex. 3.5.4 (Misto de integral indefinido e de integral paramétrico — diferenciabili-
dade) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre , o segundo dos quais deI J Š
Banach,  um domínio de diferenciabilidade localmente convexo,  umE § I N § ‘
intervalo não trivial e  uma aplicação de classe , onde .0 ÀE ‚ N Ä J G 5   "5

Mostrar que a aplicação , definida por1ÀE ‚ N Ä J

1ÐBß =Ñ œ 0ÐBß >Ñ .>(
-

=

,

é de classe  e queG5

H1 Ð?ß +Ñ œ +0ÐBß =Ñ  H 0 Ð?Ñ .>ÐBß=Ñ ÐBß>Ñ
-

=

"( .

Sugestão: Determinar os diferenciais parciais da aplicação , ter em conta a1
conclusão da alínea b) do exercício precedente e raciocinar por indução. Reparar que,
no caso em que , consideramos  como parte do espaço vetorial complexo .Š ‚ ‚œ N

Ex. 3.5.5 Seja  um espaço de Hilbert real.I
a) Se  é um domínio de diferenciabilidade e se  é uma aplicação deE § I 0ÀE Ä ‘
classe , mostrar que para cada , existe um, e um só, vetor de , a que se dá oG B − Y I"

nome de  de  no ponto , e que notaremos grad , tal que, qualquer quegradiente 0 B Ð0ÑB
seja ,A − I

H0 ÐAÑ œ Ø Ð0Ñ ß AÙB Bgrad ;

Mostrar ainda que a aplicação grad , assim obtida, é contínua.À Y Ä I
b) No caso em que , com o produto interno usual, e  é aberto, mostrar queI œ E‘8

grad  não é mais do que o gradiente da função , no sentido que já é conhecido.Ð0Ñ 0B
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c) Sendo  a aplicação definida por , determinar grad ,0 À I Ï Ö!× Ä 0ÐBÑ œ mBm Ð0Ñ‘ B

para cada .B − I Ï Ö!×
d) Sejam  um domínio de diferenciabilidade localmente convexo e E § I 1ÀE Ä I
uma aplicação de classe  tal que exista uma aplicação  de classe  talG 0ÀE Ä G" "‘
que grad , para cada . Mostrar que  é então de classe  e que,1ÐBÑ œ Ð0Ñ B − E 0 GB

#

para cada , a aplicação linear  é autoadjunta.B − E H1 ÀI Ä IB

e) Sejam  um domínio de diferenciabilidade localmente convexo e estreladoE § I
relativamente a um dos seus pontos  e  uma aplicação de classe  talB 1ÀE Ä I G!

"

que, para cada , a aplicação linear  seja autoadjunta. Mostrar queB − E H1 ÀI Ä IB

existe uma aplicação  de classe  tal que, para cada ,0 ÀE Ä G B − E‘ #

1ÐBÑ œ Ð0Ñgrad .B
Sugestão: Aplicar  à composta de  com o isomorfismo ˜3.5.21 1 À I Ä ÐIà Ñ# _ ‘
associado ao produto interno.
f) No caso em que  e  é um aberto estrelado relativamente a , notarI œ E B‘8

!

1ÐBÑ œ Ð1 ÐBÑßá ß 1 ÐBÑÑ" 8

e exprimir em termos das derivadas paciais das coordenadas  a hipótese de1 ÀE Ä4 ‘
H1B ser autoadjunta. Será que a conclusão anterior exprime neste caso um resultado
porventura já estudado nesse contexto?

Ex. 3.5.6 (Um resultado de aproximação de caminhos contínuos por caminhos de
classe )G"  Sendo  em  e  um espaço vetorial normado sobre , vamos dizer+  , I‘ Š
que uma aplicação  de classe  é  se .# # #À Ò+ß ,Ó Ä I G Ð+Ñ œ Ð,Ñ œ !" w wconcatenável
a)  Sejam  em  e (A importância de se ser concatenável) +  ,  - À Ò+ß -Ó Ä I‘ #
uma aplicação tal que as restrições  e  sejam de classe  e concatenáveis.# #ÎÒ+ß,Ó ÎÒ,ß-Ó

"G

Mostrar que  é uma aplicação de classe  concatenável.  Para estudar a# G" Sugestão:
derivabilidade no ponto  examinar os limites à esquerda e à direita da expressão cujo,
limite define a derivada.
b) Se  em , verificar que se pode definir uma bijeção de classe  estritamente+  , G‘ "

crescente e concatenável  por!À Ò+ß ,Ó Ä Ò+ß ,Ó

!Ð>Ñ œ
+  > Ÿ

,  >  


#Ð>+Ñ
,+ #

+,

#Ð,>Ñ
,+ #

+,

#

#

, se 

, se 

e que se tem  e .! !Ð+Ñ œ + Ð,Ñ œ ,

c) Mostrar que se  em  e  é uma aplicação de classe  então,+  , À Ò+ß ,Ó Ä I G‘ # "

sendo  uma aplicação nas condições de b), a composta!À Ò+ß ,Ó Ä Ò+ß ,Ó
# !‰ À Ò+ß ,Ó Ä I G é uma aplicação de classe  concatenável com a mesma imagem"

que . Reparar que as conclusões de a) e c) permitem considerar aplicações de classe#
G" tendo como imagem conjuntos como o sugerido a seguir.
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d) Sejam  um domínio de diferenciabilidade localmente convexo (cf. ),E § I 3.3.6
+  , À Ò+ß ,Ó Ä E  ! em  e  uma aplicação contínua. Mostrar que para cada ‘ # $
existe uma aplicação de classe  concatenável  com ,G À Ò+ß ,Ó Ä E Ð+Ñ œ Ð+Ñs s" # # #
# # # # $s sÐ,Ñ œ Ð,Ñ m Ð>Ñ  Ð>Ñm  > − Ò+ß ,Ó e  para cada .
Sugestão: Tendo em conta , considerar  tal que  seja3.3.7 &!  ! F Ð0Ð>ÑÑ  E&

convexo sempre que  e . Pela continuidade uniforme de > − Ò+ß ,Ó !  Ÿ& & #!

considerar  tal que<  !

m Ð>Ñ  Ð> Ñm  Ö ß ×
#

# # &
$w

!min

sempre que . Escolher um inteiro  tal que  e considerar al>  > l  < 8   "  <w ,+
8

subdivisão

+ œ +  +  â  + œ ,! " 8

com  e para cada  uma aplicação de classe  concatenável+ œ +  " Ÿ 4 Ÿ 8 G4
4Ð,+Ñ

8
"

! ! ! #4 4" 4 4" 4 4 4" 4" 4 4 4À Ò+ ß + Ó Ä Ò+ ß + Ó Ð+ Ñ œ + Ð+ Ñ œ + s com  e . Definir a aplicação 
pela condição de se ter

# # # # #
! !

s Ð>Ñ œ Ð+ Ñ  Ð+ Ñ − ÒÒ Ð+ Ñß Ð+ ÑÓÓ
Ð>Ñ  + +  Ð>Ñ

+  + +  +4
4 4" 4 4

4 4" 4 4"
4" 4 4" 4

sempre que . > − Ò+ ß + Ó4" 4
277

Ex. 3.5.7 (Integral de forma diferencial fechada ao longo de um caminho contínuo)
Sejam  um espaço vetorial normado,  um domínio de diferenciabilidadeI E § I
localmente convexo ,  um espaço de Banach e  uma forma278 J ÀE Ä ÐIà JÑ= _
diferencial fechada de classe  (cf. a a alínea b) de ).G" 3.5.21
a) Sejam  em  e  duas aplicações de classe  tais que+  , ß À Ò+ß ,Ó Ä E G‘ # #! "

"

# # # # # #! " ! " ! "Ð+Ñ œ Ð+Ñ Ð,Ñ œ Ð,Ñ ÒÒ Ð>Ñß Ð>ÑÓÓ § E > − Ò+ß ,Ó,   e  para cada . Mostrar279

que se tem então

277Reparar que na figura a seguir é a linha que parece mais regular que admitimos que
possa ser meramente contínua e que é a poligonal que vai corresponder à aproximação de
classe …G"

278Não necessariamente estrelado relativamente a algum dos seus pontos.
279Dois caminhos de classe  com as mesmas extremidades.G"
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( (
# #! "

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B.

Sugestão: Considerar, mais geralmente, uma aplicação  de classe #=
"À Ò+ß ,Ó Ä E G

para cada  definida por= − Ò!ß "Ó

# # # # #= ! " ! "Ð>Ñ œ Ð"  =Ñ Ð>Ñ  = Ð>Ñ − ÒÒ Ð>Ñß Ð>ÑÓÓ

e definir uma aplicação  por:À Ò!ß "Ó Ä J

: = = # #

= # # # #

Ð=Ñ œ ÐBÑ .B œ Ð Ð>ÑÑÐ Ð>ÑÑ .> œ

ÐÐ"  =Ñ Ð>Ñ  = Ð>ÑÑ Ð"  =Ñ Ð>Ñ  = Ð>Ñ .>

( (
( ˆ ‰

#= +

,

= =
w

+

,

! "
w w
! " .

Utilizar o teorema de derivação do integral paramétrico para mostrar que

: = # # # = # # #w w w w

+

,

Ð>Ñ " ! == " !Ð=Ñ œ H Ð Ð>Ñ  Ð>ÑÑ Ð>Ñ  Ð Ð>ÑÑÐ Ð>Ñ  Ð>ÑÑ .>( ˆ ‰#=

e deduzir que se tem 0, utilizando o facto de  ser fechada para mostrar que: =wÐ=Ñ œ
para cada  a função integranda admite uma primitiva definida por= − Ò!ß "Ó

> È Ð Ð>ÑÑ Ð>Ñ  Ð>Ñ= # # #= " !ˆ ‰.

b) Sejam  em  e  uma aplicação contínua. Tendo em conta ,+  , À Ò+ß ,Ó Ä E‘ # 3.3.7
considerar  tal que  seja convexo sempre que  e& #!  ! F Ð Ð>ÑÑ  E > − Ò+ß ,Ó&

!  Ÿ& &!. Verificar que fica bem definida uma noção de integral da forma
diferencial fechada  ao longo do caminho  pela condição de se ter= #

( (
# #

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B
s

qualquer que seja o caminho  de classe  com # # #s sÀ Ò+ß ,Ó Ä E G Ð+Ñ œ Ð+Ñß"

# # # # &s sÐ,Ñ œ Ð,Ñ m Ð>Ñ  Ð>Ñm  > − Ò+ß ,Ó e  para cada . Mostrar ainda que este integral!

coincide com o definido anteriormente no caso em que o caminho  já é de classe .# G"

Sugestão: A existência de  nas condições referidas decorre da alínea d) de exercício#s
3.5.6. Dados  e  nessas condições a igualdade =  decorre# # = =s s ÐBÑ .B ÐBÑ .B" # s s

' '
# #" #

da alínea a) do corrente exercício e da convexidade de cada .F Ð Ð>ÑÑ  E&! #
c) (Subdivisão) Sejam  em  e  uma aplicação contínua.+  ,  - À Ò+ß -Ó Ä E‘ #
Mostrar que

( ( (
# # #

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B
ÎÒ+ß,Ó ÎÒ,ß-Ó

.

Sugestão: Fixado  nas condições de b), considerar aproximações  de  e  de& # # #! " #s sÎÒ+ß,Ó

#
ÎÒ,ß-Ó

 de classe  que sejam concatenáveis (cf. a alínea d) de exercício ),G" 3.5.6
“concatená–las” para obter uma aproximação  de , e ter em conta .# #s 3.5.25
d) (Invarância por pequenas variações) Sejam  em  e  uma+  , À Ò+ß ,Ó Ä E‘ #
aplicação contínua. Seja  nas condições referidas em b). Sendo ˜& #!  ! À Ò+ß ,Ó Ä E
outra aplicação contínua tal que ,  e  para˜ ˜ ˜# # # # # #Ð+Ñ œ Ð+Ñ Ð,Ñ œ Ð,Ñ m Ð>Ñ  Ð>Ñm  &!

#

cada , verificar que se tem> − Ò+ß ,Ó
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( (
# #

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B
˜

.

Sugestão: Reparar que para cada  e  tem-se> − Ò+ß ,Ó !  Ÿ& &!
#

F Ð Ð>ÑÑ § F Ð Ð>ÑÑ& &# #˜ ,
!

em particular  é convexo. Sendo  de classe  tal que˜F Ð Ð>ÑÑ  E À Ò+ß ,Ó Ä E Gs& # # "

# # # # # #s s sÐ+Ñ œ Ð+Ñß Ð,Ñ œ Ð,Ñ m Ð>Ñ  Ð>Ñm  > − Ò+ß ,Ó e  para cada , reparar que˜ &!
#

( ( (
# # #

= = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B
s

˜
.

e) (Invariância por homotopia) Sejam  em  e  duas+  , ß À Ò+ß ,Ó Ä E‘ # #! "

aplicações contínuas com ,  e tais que exista uma# # # #! " ! "Ð+Ñ œ Ð+Ñ Ð,Ñ œ Ð,Ñ
E-homotopia com extremidades fixas da primeira para a segunda, isto é, uma apli-
cação contínua

LÀ Ò!ß "Ó ‚ Ò+ß ,Ó Ä E

verificando as condições , ,  eLÐ!ß >Ñ œ Ð>Ñ LÐ"ß >Ñ œ Ð>Ñ LÐ=ß +Ñ œ Ð+Ñ# # #! " !

LÐ=ß ,Ñ œ Ð,Ñ#!  . Verificar que se tem280

( (
# #
! "

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B.

Sugestão: Considerar para cada  o caminho contínuo , com as= − Ò!ß "Ó À Ò+ß ,Ó Ä E#=
mesmas extremidades que  e que , definido por ; aplicando ,# # #! " =Ð>Ñ œ LÐ=ß >Ñ 3.3.7
considerar  tal que para cada  e  a interseção& & &! ! ! Ð=ß >Ñ − Ò!ß "Ó ‚ Ò+ß ,Ó !  Ÿ
F ÐLÐ=ß >ÑÑ  E L&  seja convexa. Utilizando a continuidade uniforme de  e a
conclusão de d), verificar quer existe  tal que sempre que  venha<  ! l=  = l  <w

( (
# #= =w

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B.

f) (Reparametrizações )G"  Sejam  em  e  uma aplicação+  , À Ò+ß ,Ó Ä E‘ #
contínua. Sendo  em  verificar que existe uma aplicação  de+  , À Ò+ ß , Ó Ä Ò+ß ,Ów w w w‘ :
classe  com  e  e uma aplicação  de classe G Ð+ Ñ œ + Ð, Ñ œ , À Ò+ ß , Ó Ä Ò+ß ,Ó G" w w w w ": : <
com  e  e que quaisquer que sejam  e  nessas condições tem-se< < : <Ð+ Ñ œ , Ð, Ñ œ +w w

( ( ( (
# : # # < #‰ ‰

= = = =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B ÐBÑ .B œ  ÐBÑ .B, .

Sugestão: Definir, por exemplo

: <Ð>Ñ œ +  Ð,  +Ñ Ð>Ñ œ ,  Ð+  ,Ñ
>  + >  +

,  + ,  +

w w

w w w w
, .

Reparar que as duas desigualdades são consequências diretas da definição do integral
na alínea b) deste exercício, tendo em conta as conclusões das alíneas a) e b) de
3.5.26.

280As duas últimas exprimem que todos os caminhos , , têm# #= =À Ò+ß ,Ó Ä E Ð>Ñ œ LÐ=ß >Ñ
as mesmas extremidades que  (e que ).# #! "



§5. O integral das aplicações vetoriais contínuas de variável real 585

g) (Reparametrizações contínuas) Sejam  em  e  uma aplicação+  , À Ò+ß ,Ó Ä E‘ #
contínua. Sejam   em  e consideremos uma aplicação contínua+  ,w w ‘
: : :s s sÀ Ò+ ß , Ó Ä Ò+ß ,Ó Ð+ Ñ œ + Ð, Ñ œ ,w w w w tal que  e  (respetivamente uma aplicação
contínua  tal que  e ). Verificar que se tem então< < <s s sÀ Ò+ ß , Ó Ä Ò+ß ,Ó Ð+ Ñ œ , Ð, Ñ œ +w w w w

( (
# : #‰s

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B

(respetivamente

( (
# < #‰s

= =ÐBÑ .B œ  ÐBÑ .B ).

Sugestão: No primeiro caso considerar uma aplicação  de classe :À Ò+ ß , Ó Ä Ò+ß ,Ó Gw w "

nas condições referidas em f) e utilizar a -homotopia E LÀ Ò!ß "Ó ‚ Ò+ ß , Ó Ä Ew w

definida por

LÐ=ß >Ñ œ Ð"  =Ñ Ð>Ñ  = Ð>Ñs# : :ˆ ‰.

No segundo caso proceder analogamente com as aplicações  e .< <s

Ex. 3.5.8 (Invariância por homotopia de caminhois fechados) Sejam  um espaçoI
vetorial normado,  um domínio de diferenciabilidade localmente convexo, E § I J
um espaço de Banach e  uma forma diferencial fechada de classe .= _À E Ä ÐIà J Ñ G"

Sejam  em  e  duas aplicações contínuas verificando+  , ß À Ò+ß ,Ó Ä E‘ # #! "

# # # #! ! " "Ð+Ñ œ Ð,Ñ Ð+Ñ œ Ð,Ñ E e . Suponhamos que existe uma 281 -homotopia de
caminhos fechados da primeira para a segunda, isto é uma aplicação contínua

LÀ Ò!ß "Ó ‚ Ò+ß ,Ó Ä E

tal que ,  e  . Mostrar que, talLÐ!ß >Ñ œ Ð>Ñ LÐ"ß >Ñ œ Ð>Ñ LÐ=ß +Ñ œ LÐ=ß ,Ñ# #! "
282

como na alínea e) do exercício , tem-se3.5.7

( (
# #
! "

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B.

Sugestão generosa: Considerar o caminhos contínuo  definido por#̃À Ò!ß "Ó Ä E

#̃ ,Ð=Ñ œ LÐ=ß +Ñ œ LÐ=ß ,Ñ

com  e , e os caminhos contínuos˜ ˜# # # # # #Ð!Ñ œ Ð+Ñ œ Ð,Ñ Ð"Ñ œ Ð+Ñ œ Ð,Ñ! ! " "

# #s sß À Ò+ß ,  "Ó Ä E! "  com as mesmas extremidades (embora não necessariamente
fechados) definidos por

# #
# #
# #

s sÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ
Ð>Ñ + Ÿ > Ÿ , Ð>  +Ñ + Ÿ > Ÿ +  "
Ð>  ,Ñ , Ÿ > Ÿ ,  " Ð>  "Ñ +  " Ÿ > Ÿ ,  "! "
!

"
œ œ, se , se 

˜ , se , se 
, .

˜

Verificar que existe uma -homotopia  , com extremidadesE LÀ Ò!ß "Ó ‚ Ò+ß ,  "Ó Ä Es

fixas, de  para  definida por# #s s! "

281Dois caminhos contínuos fechados. Ao contrário do contexto do exercício , não3.5.7
supomos, no entanto que as extremidades comuns do primeiro coincidam com as do
segundo.
282A última condição exprime que todos os caminhos , , são# #= =À Ò+ß ,Ó Ä E Ð>Ñ œ LÐ=ß >Ñ
fechados.
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LÐ=ß >Ñ œs
LÐ>  +ß +Ñ + Ÿ > Ÿ +  =
LÐ=ß >  =Ñ +  = Ÿ > Ÿ ,  =
LÐ>  ,ß ,Ñ ,  = Ÿ > Ÿ ,  "

Ú
ÛÜ

, se 
, se 
, se 

e deduzir da alínea da alínea e) do exercício  que3.5.7

( (
# #
s s! "

= =ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B.

Reparar que para justificar a continuidade das aplicações envolvidas será cómodo
utilizar . Utilizar por fim os resultados sobre subdivisões e reparametrizações1.4.28
nas alíneas c) e f) do exercício  para verificar que se tem3.5.7

( ( (
( ( (
# # #

# # #

s s! ! !ÎÒ,ß,"Ó

s s s" " "ÎÒ+ß+"Ó ÎÒ+"ß,"Ó

= = =

= = =

ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B

ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B  ÐBÑ .B

,

,

onde

( (
( ( (
# #

# # #

s" "

s s! "ÎÒ,ß,"Ó ÎÒ+ß+"Ó

= =

= = =

ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B

ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B

,

.
˜

§6. Equações diferenciais lineares.

3.6.1 No que se segue vamos situar-nos num contexto em que temos dois
espaços vetoriais normados  e  sobre K J Š, o segundo dos quais de Banach,
e uma aplicação bilinear contínua  e será cómodo utilizar com3À K ‚ J Ä J
frequência a “notação multiplicativa” , com  e  comoD ‚ C D − K C − J
alternativa a  (comparar com o referido em ).3ÐDß CÑ 3.1.27
Como concretizações deste contexto que aparecem frequentemente, refe-
rimos por exemplo:
a) O caso em que  e em que  é a multiplicação usual.K œ J œ Š 3
b) Mais geralmente, o caso em que  é um espaço de Banach sobre ,J Š
K œ Š 3 e  é a multiplicação de um escalar por um vetor.
c) O caso em que  é um espaço de Banach,  e  é a aplicaçãoJ K œ ÐJ à JÑ_ 3
de avaliação, .3 - -Ð ß CÑ œ ÐCÑ
d) O caso, em que  é o espaço das matrizes  sobre , , ondeK 8‚ 8 J œŠ Š8

identificamos um elemento deste espaço com uma matriz coluna, e  é a3
multiplicação de matrizes.
Repare-se que, em teoria, poderíamos dispensar a generalidade da conside-
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ração do espaço vetorial normado  e da aplicação bilinear , limitando-nosK 3
ao caso particular referido em c). Com efeito, no caso geral, tem-se então

D ‚ C œ ÐDß CÑ œ ÐDÑÐCÑ3 3w ,

onde  é a aplicação linear contínua associada a  (nas3 _ 3wÀ K Ä ÐJ à JÑ
notações de 2.1.43, ). A consideração da situação mais geral será3 E 3w

"œ Ð Ñ
no entanto cómoda em várias situações concretas.

3.6.2 (Equações diferenciais lineares) Sejam  e  dois espaços vetoriaisK J
normados sobre Š, o segundo dos quais de Banach e ,K ‚ J Ä J
ÐDß CÑ È D ‚ C N § uma aplicação bilinear contínua. Sejam  um intervalo‘
não trivial e  e  duas aplicações contínuas. Diz-se que> #À N Ä K À N Ä J
uma aplicação  é uma 0 À N Ä J solução da equação diferencial linear
definida por > # e  se  for diferenciável em cada  e com0 > − N

0 Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚ 0Ð>Ñ  Ð>Ñw > # .   (1)

Quando isso acontecer, sendo  e , dizemos que a solução> − N C œ 0Ð> Ñ! ! !

tem a   (ou a condição inicial ).condição inicial Ð> ß C Ñ 0Ð> Ñ œ C! ! ! !

No caso em que a aplicação  é identicamente  diz-se que a#À N Ä J !
equação diferencial linear é .homogénea
Repare-se que se  é solução da equação diferencial linear definida0 À N Ä J
por  e  então  é contínua, por ser diferenciável em cada ponto e daqui> # 0
decorre, por (1), que  é contínua, ou seja, que  é de classe 0 À N Ä J 0 G Þw "

3.6.3 Mais geralmente, nas condições de , s3.6.2 e as aplicações  e>À N Ä K
#À N Ä J G 5   ! 0À N Ä J forem de classe  (onde ) então uma solução  da5

equação diferencial linear definida por  e  é de classe . Em> # G5"

consequência, se  e  forem de classe , o mesmo acontece a .> # G 0_

Dem: O caso em que  já foi justificado na definição. Para o caso geral,5 œ !
demonstramos por indução em  que  é de classe  para cada , o: 0 G : Ÿ 5  ":

passo de indução resultando de que se  é de classe  para um certo 0 G : Ÿ 5:

então pela identidade (1) na definição a aplicação  é de classe  e0 À N Ä J Gw :

portanto  é de classe .0 G:" 

Em mais que uma situação adiante encontraremos resultados, como o
teorema de existência e unicidade de solução, que são mais facilmente
demonstrados no caso particular em que o intervalo não trivial  com queN
se trabalha é um intervalo fechado e limitado  com . O lemaÒ+ß ,Ó +  ,
que examinamos em seguida servirá para provar esses resultados na
situação mais geral a partir do que for estabelecido previamente para o
caso particular referido. Repare-se que esse lema já foi proposto na
sugestão de resolução da alínea b) do exercício .3.5.3

3.6.4 (Lema) Sejam N § + ß , N‘ um intervalo não trivial e  em . Existem entãow w

+  , N + , Ò+ß ,Ó N em  tais que  e  pertençam ao interior de  em .w w

Dem: Tomamos para  o máximo entre  e , no caso em que esse máximo, + ,w w
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seja um máximo do intervalo , e um elemento de  maior que esse máximo,N N
caso contrário. Tomamos para  o mínimo entre  e , no caso em que esse+ + ,w w

mínimo seja um mínimo do intervalo  e um elemento de  menor que esseN N
mínimo, caso contrário. 

3.6.5 (Teorema de existência e unicidade) Sejam  e  dois espaços vetoriaisK J
normados sobre Š, o segundo dos quais de Banach e ,K ‚ J Ä J
ÐDß CÑ È D ‚ C N § uma aplicação bilinear contínua. Sejam  um intervalo‘
não trivial e  e  duas aplicações contínuas. Dados > #À N Ä K À N Ä J > − N!

e  existe então uma, e uma só solução  da equação diferencial linearC − J 0!

definida por  e  verificando a condição inicial .> # 0Ð> Ñ œ C! !

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
1) Nesta alínea e nas próximas, até explicitação em contrário, vamos supor
que o intervalo não trivial  é fechado e limitado, isto é, que  comN N œ Ò+ß ,Ó
+  , Q   !. Comecemos por estabelecer a existência de  tal que para cada
> − Ò+ß ,Ó C − J e  se tenha

m Ð>Ñ ‚ Cm Ÿ QmCm> .

Subdem: A continuidade da multiplicação  garante-nos aK ‚ J Ä J
existência de  tal que  para cada  e  e,7   ! mD ‚ Cm Ÿ 7mDmmCm D − K C − J
sendo então  o máximo da função contínua do compacto  para <   ! Ò+ß ,Ó ‘
que a  associa , vemos que se tem> m Ð>Ñm>

m Ð>Ñ ‚ Cm Ÿ 7m Ð>ÑmmCm Ÿ 7<mCm> > .

2) Consideremos o espaço de Banach  das aplicações contínuasVÐÒ+ß ,Óß J Ñ
0 À Ò+ß ,Ó Ä J mm com a norma  (cf. ). Podemos definir uma aplicação_ 2.2.8

F V V

F > #

À ÐÒ+ß ,Óß J Ñ Ä ÐÒ+ß ,Óß J Ñ

Ð0ÑÐ>Ñ œ C  Ð=Ñ ‚ 0Ð=Ñ  Ð=Ñ .=

,

!
>

>(
!

e então uma aplicação contínua  é uma solução da equação0 À Ò+ß ,Ó Ä J
diferencial linear com a condição inicial  se, e só se, for um ponto0Ð> Ñ œ C! !

fixo de , isto é, verificar . F FÐ0Ñ œ 0 283

Subdem: Começamos por reparar que para cada  decorre de0 − ÐÒ+ß ,Óß J ÑV
3.5.12 que a aplicação  definida atrás não só pertence aFÐ0ÑÀ Ò+ß ,Ó Ä J
VÐÒ+ß ,Óß J Ñ G como é mesmo de classe  e com"

F > #Ð0Ñ Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚ 0Ð>Ñ  Ð>Ñw ,

tendo-se também . Desta observação decorre já que seFÐ0ÑÐ> Ñ œ C! !

FÐ0Ñ œ 0 0 então  é uma solução da equação diferencial linear com a

283Transformámos assim a procura de uma solução da equação diferencial linear com a
condição inicial dada na procura de um ponto fixo para uma aplicação  de um espaçoF
métrico completo não vazio em si mesmo. A razão porque não podemos obter a solução
imediatamente está no facto de, em geral, a aplicação  não ter que ser contratante.F
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condição inicial . Reciprocamente, se  for uma solução da0Ð> Ñ œ C 0! !

equação diferencial linear com , resulta de regra de Barrow em0Ð> Ñ œ C! !

3.5.13 que

F > #Ð0ÑÐ>Ñ œ C  Ð=Ñ ‚ 0Ð=Ñ  Ð=Ñ .= œ

œ C  0 Ð=Ñ .= œ C  0Ð>Ñ  0Ð> Ñ œ 0Ð>Ñ

!
>

>

! ! !
>

>
w

(
(

!

!

,

ou seja .FÐ0Ñ œ 0
3) Consideremos para cada  a iterada 5   " À ÐÒ+ß ,Óß J Ñ Ä ÐÒ+ß ,Óß J ÑF V V5

definida por  (  vezes). Vamos verificar, por induçãoF F F F5 œ ‰ ‰â ‰ 5
em , que quaisquer que sejam ,  e  tem-se5 0 ß 1 − ÐÒ+ß ,Óß J Ñ > − Ò+ß ,Ó 5   "V

m Ð0ÑÐ>Ñ  Ð1ÑÐ>Ñm Ÿ l>  > l m0  1m
Q

5x
F F5 5 5

5

! _.

Subdem: Para , vem5 œ "

m Ð0ÑÐ>Ñ  Ð1ÑÐ>Ñm œ Ð=Ñ ‚ Ð0Ð=Ñ  1Ð=ÑÑ .= Ÿ

Ÿ m Ð=Ñ ‚ Ð0Ð=Ñ  1Ð=ÑÑm .= Ÿ Qm0  1m .= œ

œ Ql>  > lm0  1m

F F >

>

½ ½(
¹ ¹ ¹ ¹( (

>

>

> >

> >

_

! _

!

! !

.

Suponhamos que a desigualdade válida para um certo . Tem-se então5

m Ð0ÑÐ>Ñ  Ð1ÑÐ>Ñm œ Ð=Ñ ‚ Ð Ð0ÑÐ=Ñ  Ð1ÑÐ=ÑÑ .= Ÿ

Ÿ m Ð=Ñ ‚ Ð Ð0ÑÐ=Ñ  Ð1ÑÐ=ÑÑm .= Ÿ

Ÿ Qm Ð0ÑÐ=Ñ  Ð1ÑÐ=Ñm .= Ÿ

F F > F F

> F F

F F

5" 5" 5 5

>

>

>

>
5 5

> >

> >
5 5

½ ½(
¹ ¹(
¹ ¹ ¹( (

!

!

! !

Q

5x
l=  > l m0  1m .= œ

œ m0  1m l=  > l .= œ l>  > l m0  1m
Q Q

5x Ð5  "Ñx

5"

! _
5

5" 5"

_ ! ! _
>

>
5 5"

¹
¹ ¹(

!

.

onde na última igualdade atendemos a que se  vem>   >!

( (
> >

> >

! !
5 5 !

5"

! !

l=  > l .= œ Ð =  > Ñ .= œ
Ð>  > Ñ

5  "

e se  vem> Ÿ >!

( (
> >

> >

! !
5 5 !

5"

! !

l=  > l .= œ Ð >  =Ñ .= œ
Ð>  >Ñ

5  "
.
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4) Uma vez que para cada  tem-se , o que vimos em> − Ò+ß ,Ó l>  > l Ÿ ,  +!

3) mostra que se  e se  tem-se5   " 0 ß 1 − ÐÒ+ß ,Óß J ÑV

m Ð0Ñ  Ð1Ñm Ÿ m0  1m
ÐQÐ,  +ÑÑ

5x
F F5 5

_ _

5

.   (1)

Podemos então fixar  tal que5   "

ÐQÐ,  +ÑÑ

5x
 "

5

,   (2)

o que implica, para um tal , a existência e unicidade de  tal5 0 − ÐÒ+ß ,Óß J ÑV
que .F5Ð0Ñ œ 0
Subdem: A existência de  verificando (2) é uma consequência de se ter5   "
ÐQÐ,+ÑÑ

5x

5

p ! 5 p_ quando , facto básico bem conhecido no contexto das
sucessões de números reais e facilmente recordado no contexto da
convergência da série associada à função exponencial. Para um tal  a5
desigualdade (1) mostra que  é uma aplicaçãoF V V5À ÐÒ+ß ,Óß J Ñ Ä ÐÒ+ß ,Óß J Ñ
contratante e portanto a existência e unicidade de  tal que0 − ÐÒ+ß ,Óß J ÑV
F5Ð0Ñ œ 0  resulta do teorema do ponto fixo em .1.7.16
5) Vamos agora verificar que o único  que verifica0 − ÐÒ+ß ,Óß J ÑV
F V F5Ð0Ñ œ 0 0 − ÐÒ+ß ,Óß J Ñ Ð0Ñ œ 0 é também o único  que verifica .
Subdem: Quanto à existência, notamos que, sendo  tal que0 − ÐÒ+ß ,Óß J ÑV
F5Ð0Ñ œ 0 , vem

F F F F F FÐ0Ñ œ Ð Ð0ÑÑ œ Ð0Ñ œ Ð Ð0ÑÑ5 5" 5

pelo que, pela unicidade do ponto fixo de , vemos que . QuantoF F5 Ð0Ñ œ 0
à unicidade, basta reparar que se for  verifica-se por indução queFÐ0Ñ œ 0
também  visto que, sendo  com  vem tambémF F5 4Ð0 Ñ œ 0 " Ÿ 4  5 Ð0Ñ œ 0

F F F F4" 4 4Ð0 Ñ œ Ð Ð0ÑÑ œ Ð0Ñ œ 0 .

6) Tal como referimos em 2), a conclusão de (5) implica, no caso em que
N œ Ò+ß ,Ó, a existência e unicidade de uma solução da equação diferencial
linear com a condição inicial , o que termina a demonstração doÐ> ß C Ñ! !

teorema no caso particular em que . Vamos verificar agora que, noN œ Ò+ß ,Ó
caso geral em que  é um intervalo não trivial, ainda podemos garantir aN
existência e unicidade de uma solução definida em  com aquela condiçãoN
inicial.
Subdem: Comecemos por provar a unicidade. Sejam então  duas0 ß 1À N Ä J
soluções da equação diferencial linear verificando  e seja0Ð> Ñ œ C œ 1Ð> Ñ! ! !

> − N +  , N arbitrário. Tendo em conta o lema , consideremos  em  tais3.6.4
que  e  pertençam a . Uma vez que a restrição de uma solução a um> > Ò+ß ,Ó!

subintervalo não trivial do domínio é ainda trivialmente uma solução, vemos
que  e  são soluções com uma mesma condição inicial o que, tendo0 1ÎÒ+ß,Ó ÎÒ+ß,Ó

em conta o caso particular já demonstrado, implica que aquelas duas
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restrições coincidem, em particular

0Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ œ 1 Ð>Ñ œ 1Ð>ÑÎÒ+ß,Ó ÎÒ+ß,Ó .

Tendo em conta a arbitrariedade de  provámos assim que se tem> − N
efetivamente . Provemos agora a existência de solução. Seja 0 œ 1 > − N
arbitrário. Mais uma vez pelo lema  consideremos  em  tais que3.6.4 +  , N
> > Ò+ß ,Ó N! e  pertençam ao interior de  em  e, pelo caso particular já
demonstrado, seja  uma solução da equação diferencial0 À Ò+ß ,Ó Ä JÐ+ß,Ñ

linear com . Definimos então  e reparamos que0 Ð> Ñ œ C 0Ð>Ñ œ 0 Ð>ÑÐ+ß,Ñ Ð+ß,Ñ! !

o valor  não depende da escolha que fizémos do intervalo . Com0Ð>Ñ Ò+ß ,Ó
efeito, considerando outro intervalo  nas mesmas condições com aÒ+ ß , Ów w

correspondente solução , tem-se que0 À Ò+ ß , Ó Ä JÐ+ ß, Ñ
w w

w w

Ò+ß ,Ó  Ò+ ß , Ó œ Ò+ ß , Ów w ww ww ,

com  e , ainda e um intervalo do mesmo tipo+ œ Ö+ß + × , œ Ö,ß , ×ww w ww wmax min
o que, pela unicidade de solução, implica que as restrições de  e  a0 0Ð+ß,Ñ Ð+ ß, Ñw w

Ò+ ß , Óww ww  coincidem, por serem soluções uma mesma equação diferencial linear
com a condição inicial , em particular . É claroÐ> ß C Ñ 0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ! ! Ð+ß,Ñ Ð+ ß, Ñw w

que, por construção, tem-se  e, para cada , podemos0Ð> Ñ œ C > − N! ! "

escolher  de modo que  e  pertençam ao interior de  em  e oÒ+ß ,Ó > > Ò+ß ,Ó N! "

caráter local da diferenciabilidade (cf. ) garante que  é diferenciável3.1.16 0
em  e que>"

0 Ð> Ñ œ 0 Ð> Ñ œ Ð> Ñ ‚ 0 Ð>  Ð> Ñ œ Ð> Ñ ‚ 0Ð>  Ð> Ñw w
" " " " " "Ð+ß,Ñ Ð+ß,Ñ "Ñ "Ñ> # > # ,

o que mostra que  é uma solução da equação diferencial linear.0 À N Ä J 

Vamos estudar em seguida o modo como varia a solução de uma equação
diferencial linear quando se modifica a própria equação. Um modo de
concretizar este objetivo é introduzir um espaço topológico  de parâme-\
tros, considerar aplicações contínuas  e  e,> #À \ ‚ N Ä K À\ ‚ N Ä J
dados  e , associar a cada  a solução  da> − N C − J B − \ 0 À N Ä J! ! ÐBÑ

equação diferencial linear

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >ÑÐBÑ
w

ÐBÑ> #

com a condição inicial , estudando o modo como essa0 Ð> Ñ œ CÐBÑ ! !

solução depende de , mais precisamente, no caso em que ,B N œ Ò+ß ,Ó
estudar a aplicação  que a  associa  e, no caso geral,\ Ä ÐÒ+ß ,Óß J Ñ B 0V ÐBÑ

estudar a aplicação  que a  associa . Como instru-\ ‚ N Ä J ÐBß >Ñ 0 Ð>ÑÐBÑ

mento básico de apoio a esse estudo utilizaremos o lema de Gronwall que
examinamos em seguida.

3.6.6 (Lema de Gronwall) Sejam:À N Ä Ò!ß_Ò uma aplicação contínua,
onde  é um intervalo não trivial, e  e  duas constantes N § > − N -ß <   !‘ !
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tais que para cada > − N

: :Ð>Ñ Ÿ -  < Ð=Ñ .=¹ ¹(
>

>

!

.

Tem-se então, para cada ,> − N

:Ð>Ñ Ÿ - /<l>> l! .

Dem: Começamos por observar que a desigualdade é trivialmente verdadeira
para . Provemos separadamente a desigualdade para valores  em> œ > >  >! !

N >  > N, caso existam, e para valores  em , caso existam.!

1) Suponhamos que existem valores  em  e notemos  o intervalo>  > N N! 

não trivial constituído pelos elementos de  maiores ou iguais a . Para cadaN >!
> − N tem-se, por hipótese,

: : :Ð>Ñ Ÿ -  < Ð=Ñ .= œ -  < Ð=Ñ .=¹ ¹( (
> >

> >

! !

,

portanto , onde  é a função diferenciável: < <Ð>Ñ Ÿ Ð>Ñ À N Ä Ò!ß_Ò

definida por

< :Ð>Ñ œ -  < Ð=Ñ .=(
>

>

!

que verifica  e . Sendo enfim  a< < : )Ð> Ñ œ - Ð>Ñ œ < Ð>Ñ À N Ä Ò!ß_Ò! 
w

aplicação diferenciável definida por

) <Ð>Ñ œ Ð>Ñ/<Ð>> Ñ!

que verifica  e) <Ð> Ñ œ Ð> Ñ œ -! !

) < < : <w w <Ð>> Ñ <Ð>> Ñ <Ð>> ÑÐ>Ñ œ Ð>Ñ/  < Ð>Ñ/ œ <Ð Ð>Ñ  Ð>ÑÑ/ Ÿ !! ! ! ,

notamos que  é decrescente e portanto para cada ) > − N

: < ) )Ð>Ñ Ÿ Ð>Ñ œ Ð>Ñ/ Ÿ Ð> Ñ/ œ - /<Ð>> Ñ <Ð>> Ñ <l>> l
!

! ! ! .

2) Suponhamos que existem valores  em  e notemos  o intervalo>  > N N! 

não trivial constituído pelos elementos de  menores ou iguais a . ParaN >!
cada  tem-se, por hipótese,> − N

: : :Ð>Ñ Ÿ -  < Ð=Ñ .= œ -  < Ð=Ñ .=¹ ¹( (
> >

> >

! !

,

portanto , onde  é a função diferenciável: < <Ð>Ñ Ÿ Ð>Ñ À N Ä Ò!ß_Ò

definida por
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< :Ð>Ñ œ -  < Ð=Ñ .=(
>

>

!

que verifica  e . Sendo enfim  a< < : )Ð> Ñ œ - Ð>Ñ œ < Ð>Ñ À N Ä Ò!ß_Ò! 
w

aplicação diferenciável definida por

) <Ð>Ñ œ Ð>Ñ/<Ð>> Ñ!

que verifica  e) <Ð> Ñ œ Ð> Ñ œ -! !

) < < < :w w <Ð>> Ñ <Ð>> Ñ <Ð>> ÑÐ>Ñ œ Ð>Ñ/  < Ð>Ñ/ œ <Ð Ð>Ñ  Ð>ÑÑ/   !! ! ! ,

notamos que  é crescente e portanto para cada ) > − N

: < ) )Ð>Ñ Ÿ Ð>Ñ œ Ð>Ñ/ Ÿ Ð> Ñ/ œ - /<Ð>> Ñ <Ð>> Ñ <l>> l
!

! ! ! . 

3.6.7 (Continuidade da solução relativamente ao parâmetro I) Sejam  e K J
dois espaços vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais de Banach e
K ‚ J Ä J ÐDß CÑ È D ‚ C \,  uma aplicação bilinear contínua. Sejam  um
espaço topológico,  em , ,  e+  , > − Ò+ß ,Ó C − J‘ ! !

> #À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä K À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä J,

duas aplicações contínuas. Considerando para cada  a aplicaçãoB − \
0 À Ò+ß ,Ó Ä JÐBÑ  definida pelas condições

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ C
ÐBÑ
w

ÐBÑ

ÐBÑ ! !

> #

(solução da equação diferencial linear associada ao valor  do parâmetro,B
com a condição inicial ), é então contínua a aplicaçãoÐ> ß C Ñ! !

\ Ä ÐÒ+ß ,Óß J Ñ B 0V  que a  associa , onde consideramos no espaço deÐBÑ

chegada a estrutura de espaço de Banach determinada pela norma mm_.
Dem: Provemos a continuidade da aplicação referida num ponto ,B − \"

para o que fixamos  arbitrário.$  !
Fixemos agora cuidadosamente algumas constantes positivas.
Seja  tal que7   !

mD ‚ Cm Ÿ 7mDmmCm   (1)

quaisquer que sejam  e .D − K C − J
Seja  o máximo dos dois números<   !

max max
>−Ò+ß,Ó >−Ò+ß,Ó

" ÐB Ñm ÐB ß >Ñm m0 Ð>Ñm> , .   
"

(2)

Seja  tal que$w  !

$ $w 7Ð<"ÑÐ,+ÑÐ" 7<ÑÐ,  +Ñ/ Ÿ .   (3)
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Tendo em conta o tipo de continuidade uniforme estabelecido em ,1.6.40
consideremos uma vizinhança  de  em  tal que quaisquer que sejamY B \"

B − Y > − Ò+ß ,Ó e  venha

m ÐBß >Ñ  ÐB ß >Ñm Ÿ Ö"ß ×

m ÐBß >Ñ  ÐB ß >Ñm Ÿ

> > $

# # $
"

w

"
w

min ,
,

   (4)

em particular também

m ÐBß >Ñm Ÿ m ÐBß >Ñ  ÐB ß >Ñm  m ÐB ß >Ñm Ÿ <  "> > > >" " .   (5)

Uma vez que, para cada  e  a regra de Barrow (cf. )B − \ > − Ò+ß ,Ó 3.5.13
garante que

0 Ð>Ñ œ C  0 Ð=Ñ .= œ C  ÐBß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  ÐBß =Ñ .=ÐBÑ ÐBÑ! !
> >

> >
w
ÐBÑ( (

! !

> # ,

deduzimos agora que para cada  e ,B − Y > − Ò+ß ,Ó

m0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñm œ

œ ÐBß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  ÐB ß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ.= Ÿ

Ÿ ÐBß =Ñ ‚ Ð0 Ð=Ñ  0 Ð=ÑÑ  Ð ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ ‚ 0

ÐBÑ ÐB Ñ

>

>

ÐBÑ ÐB Ñ" "

>

>

ÐBÑ ÐB Ñ ÐB"

"

!

"

!

" "

½ ½(
¹( ¼

> > # #

> > > Ñ

"

>

>

ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ"

"

>

>

ÐBÑ

Ð=Ñ 

 ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ .= Ÿ

Ÿ ÐBß =Ñ ‚ Ð0 Ð=Ñ  0 Ð=ÑÑ  Ð ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ 

 ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ .= Ÿ

Ÿ 7Ð<  "Ñm0 Ð=Ñ 

# #

> > >

# #

¼ ¹
¹( ¼ ¼ ¼ ¼

¼ ¼ ¹
¹(

!

" "

!

0 Ð=Ñm 7<  .= Ÿ

Ÿ Ð" 7<ÑÐ,  +Ñ 7Ð<  "Ñ m0 Ð=Ñ  0 Ð=Ñm.=

ÐB Ñ
w w

w

>

>

ÐBÑ ÐB Ñ

"

!

"

$ $

$

¹
¹ ¹(

pelo que o lema de Gronwall em  implica que para cada 3.6.6 B − Y

m0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñm Ÿ Ð" 7<ÑÐ,  +Ñ/ Ÿ

Ÿ Ð" 7<ÑÐ,  +Ñ/ Ÿ

ÐBÑ ÐB Ñ
w 7Ð<"Ñl>> l

w 7Ð<"ÑÐ,+Ñ

"
!$

$ $,

e portanto , o que prova a continuidade pretendida.m0  0 m ŸÐBÑ ÐB Ñ _"
$ 

3.6.8 (Continuidade da solução relativamente ao parâmetro II) Sejam  e K J
dois espaços vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais de Banach e
K ‚ J Ä J ÐDß CÑ È D ‚ C \,  uma aplicação bilinear contínua. Sejam  um
espaço topológico,  um intervalo não trivial, ,  eN § > − N C − J‘ ! !

> #À\ ‚ N Ä K À\ ‚ N Ä J e  duas aplicações contínuas. Considerando



§6. Equações diferenciais lineares 595

para cada  a aplicação  definida pelas condiçõesB − \ 0 À N Ä JÐBÑ

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ C
ÐBÑ
w

ÐBÑ

ÐBÑ ! !

> #

é então contínua a aplicação F FÀ\ ‚ N Ä J ÐBß >Ñ œ 0 Ð>Ñ definida por .ÐBÑ

Dem: Provemos a continuidade de  num ponto . TendoF ÐB ß > Ñ − \ ‚ N" "

em conta o lema , consideremos  em  tais que  e  pertençam3.6.4 +  , N > >! "

ao interior de  em . Uma vez que  pertence ao interior deÒ+ß ,Ó N ÐB ß > Ñ" "

\ ‚ Ò+ß ,Ó \ ‚ N ÐB ß > Ñ em  bastará provar a continuidade em  da restrição" "

de  a . Ora, dado  deduzimos de  a existência de umaF $\ ‚ Ò+ß ,Ó  ! 3.6.7
vizinhança  de  em  tal que para cada  se tenhaY B \ B − Y"

m0  0 m Ÿ
#

ÐBÑ ÐB ÑÎÒ+ß,Ó ÎÒ+ß,Ó _"

$

e da continuidade da aplicação  a existência de  tal que0 À N Ä J  !ÐB Ñ" &

m0 Ð>Ñ  0 Ð> Ñm 
#

ÐB Ñ ÐB Ñ "" "

$

para cada  com  concluindo-se finalmente que, sempre que> − N l>  > l " &
B − Y > − Ò+ß ,Ó l>  > l  e  verifica  vem" &

m ÐBß >Ñ  ÐB ß > Ñm œ m0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ  0 Ð> Ñm Ÿ

Ÿ m0  0 m  m0 Ð>Ñ  0 Ð> Ñm 

  œ
# #

F F

$ $
$

" " "ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ ÐB Ñ

ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ ÐB ÑÎÒ+ß,Ó ÎÒ+ß,Ó _ "

" " "

" " "

. 

Vamos agora aprofundar o que estabelecemos em  e  encon-3.6.7 3.6.8
trando hipóteses sob as quais podemos garantir propriedades de diferen-
ciabilidade para as aplicações contínuas

\ Ä ÐÒ+ß ,Óß J Ñ B È 0

À\ ‚ N Ä J ÐBß >Ñ œ 0 Ð>Ñ

V

F F

, ,

, ,
ÐBÑ

ÐBÑ

supondo naturalmente que  será agora uma parte dum espaço vetorial\
normado. Será cómodo utilizar na demonstração que vamos apresentar o
lema a seguir, que não tem relação nenhuma com as equações diferenciais
que estamos a estudar.

3.6.9 (Lema) Sejam  e  espaços vetoriais normados sobre  e  um espaçoI J \Š
topológico compacto não vazio e consideremos nos espaços de aplicações
contínuas  e  as normas ). Tem entãoV VÐ\ß JÑ Ð\ß ÐIà JÑÑ_ mm_ (cf. 2.1.26
lugar uma aplicação linear contínua

G V _ _ VÀ Ð\ß ÐIà JÑÑ Ä ÐIà Ð\ß JÑÑ,
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com definida porm m Ÿ "G , 

GÐ0ÑÐ?ÑÐBÑ œ 0ÐBÑÐ?Ñ.

Dem: Para cada  tem lugar uma aplicação linear contínua de ? − I ÐIàJÑ_
para  que a  associa , para a qual se tem . ParaJ Ð?Ñ m Ð?Ñm Ÿ m?mm m- - - -
cada  e  podemos assim considerar um elemento de0 − Ð\ß ÐIà JÑÑ ? − IV _
VÐ\ß JÑ 0 B, composição de  com a aplicação linear contínua referida, que a 
associa , aplicação que estamos a designar  e que verifica0ÐBÑÐ?Ñ Ð0ÑÐ?ÑG
portanto

m Ð0ÑÐ?ÑÐBÑm Ÿ m0ÐBÑmm?m Ÿ m0m m?mG _ ,

donde

m Ð0ÑÐ?Ñm Ÿ m0m m?mG _ _ .

A aplicação , que a  associa , que é trivialmente linear, éG GÐ0Ñ ? Ð0ÑÐ?Ñ
assim contínua e com  e daqui decorre que a aplicação ,m Ð0Ñm Ÿ m0mG G_

que é trivialmente linear, é contínua e com .m m Ÿ "G 

3.6.10 (Diferenciabilidade da solução relativamente ao parâmetro I) Sejam
K J e  dois espaços vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais de
Banach e ,  uma aplicação bilinear contínua.3À K ‚ J Ä J ÐDß CÑ È D ‚ C
Sejam  um espaço vetorial normado sobre ,  um domínio deI \ § IŠ
diferenciabilidade localmente convexo,  em , ,  e+  , > − Ò+ß ,Ó C − J‘ ! !

> #À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä K À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä J,

duas aplicações contínuas, parcialmente diferenciáveis relativamente à
primeira variável e tais que as aplicações

H À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä ÐIàKÑ H À\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑ" "> _ # _,   (1)

sejam contínuas. Tem-se então que a aplicação contínua \ Ä ÐÒ+ß ,Óß J ÑV
que a  associa a aplicação  definida pelas condiçõesB − \ 0 À Ò+ß ,Ó Ä JÐBÑ

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ C
ÐBÑ
w

ÐBÑ

ÐBÑ ! !

> #

(cf. ) é mesmo de classe . Mais precisamente,3.6.7 G"

1) Podemos considerar aplicações bilineares contínuas

3 _ _ 3 - 3 -

3 _ _ 3 . 3 .

s sÀK ‚ ÐIàJÑ Ä ÐIàJÑ ÐDß ÑÐ?Ñ œ ÐDß Ð?ÑÑ

À ÐIàKÑ ‚ J Ä ÐIàJÑ Ð ß CÑÐ?Ñ œ Ð Ð?Ñß CÑ

, ,
˜ ˜, ,

para as quais utilizaremos, como para  a notação multiplicativa 3, .‚
2) Podemos considerar uma aplicação contínua
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# _ # > #s sÀ\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑ ÐBß >Ñ œ H ‚ 0 Ð>Ñ  H, . " "ÐBß>Ñ ÐBÑ ÐBß>Ñ
284

3) Sendo, para cada ,  a aplicação definida pelasB − \ 0 À Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑs
ÐBÑ _

condições

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ !

s s s

s
ÐBÑ

w

ÐBÑ

ÐBÑ !

> #  

,
   

285
(2)

o diferencial em  da aplicaçãoB

\ Ä ÐÒ+ß ,Óß J ÑV , B È 0ÐBÑ,

é a aplicação linear contínua - V -B BÀ ÐÒ+ß ,Óß J Ñ Ð?ÑI Ä  tal que  é a aplicação
contínua .> È 0 Ð>ÑÐ?Ñs

ÐBÑ

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
a) Seja  tal que7   !

m ÐDß CÑm Ÿ 7mDmmCm3   (3)

quaisquer que sejam  e . Dados  e , tem-seD − K C − J D − K − ÐIàJÑ- _
para cada ? − I

m ÐDß Ð?ÑÑm Ÿ 7mDmm Ð?Ñm Ÿ 7mDmm mm?m3 - - - ,

o que mostra que a aplicação , que a  associa , que é3 - 3 -sÐDß Ñ ? ÐDß Ð?ÑÑ
trivialmente linear, é contínua e com

m ÐDß Ñm Ÿ 7mDmm ms3 - -   (4)

e portanto que , que é trivialmente bilinear, é contínua. Analogamente,3s
dados  e , tem-se para cada . _− ÐIàKÑ C − J ? − I

m Ð Ð?Ñß CÑm Ÿ 7m Ð?ÑmmCm Ÿ 7m mm?mmCm3 . . . ,

o que implica que a aplicação , que a  associa , que é3̃ . 3 .Ð ß CÑ ? Ð Ð?Ñß CÑ
trivialmente linear, é contínua e com

m Ð ß CÑm Ÿ 7m mmCm3 . .˜   (5)

o que mostra que , que é trivialmente bilinear, é contínua.3̃
b) A continuidade da aplicação  definida em 2)# _sÀ\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑ
resulta da continuidade das aplicações  e  em (1) e da continuidadeH H" "> #
da aplicação ,  (cf. ), tendo em contaF FÀ\ ‚ Ò+ß ,Ó Ä J ÐBß >Ñ œ 0 Ð>ÑÐBÑ 3.6.8
o facto de  ser uma aplicação bilinear contínua.3̃
c) A existência e unicidade para cada  de uma aplicação derivávelB − \

0 À Ò+ß ,Ó Ä ÐIà JÑs
ÐBÑ _  verificando (2) é uma consequência de , onde a3.6.5

284Reparar que aqui o sinal  corresponde à aplicação bilinear contínua .˜‚ 3
285Reparar que aqui o sinal  corresponde à aplicação bilinear contínua .‚ s3
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aplicação bilinear contínua considerada é .3 _ _sÀK ‚ ÐIàJÑ Ä ÐIàJÑ
d) Tendo em conta , tem lugar uma aplicação contínua de  para3.6.7 \

V _ÐÒ+ß ,Óß ÐIà JÑÑ B 0s que a  associa  e, por composição com a aplicaçãoÐBÑ

linear contínua  no lema , obtemos uma nova aplicação contínua, de G 3.6.9 \
para , que a cada  associa uma aplicação linear_ VÐIà ÐÒ+ß ,Óß J ÑÑ B − \

contínua  associando a  a aplicação ,I Ä ÐÒ+ß ,Óß J Ñ ? − I > È 0 Ð>ÑÐ?ÑsV ÐBÑ

aplicação linear essa que não é mais do que a que designámos por  no-B

enunciado. Resta-nos mostrar que a aplicação  que a \ Ä ÐÒ+ß ,Óß J Ñ BV
associa  é diferenciável num ponto  arbitrário e com diferencial igual a0 BÐBÑ "

-B"
.

e) Seja  arbitrário.$  !
Tal como em , vamos fixar algumas constantes positivas começando por3.6.7
recordar que fixámos em a) uma constante  tal que, nas notações7   !
multiplicativas associadas às aplicações bilineares contínuas ,  e ,˜3 3 3s

mD ‚ Cm Ÿ 7mDmmCm mD ‚ m Ÿ mDmm m m ‚ Cm Ÿ 7m mmCm, , .- - . .

Seja  o máximo dos três números<   !

max max max
>−Ò+ß,Ó >−Ò+ß,Ó >−Ò+ß,Ó

" " ÐB ß>Ñ ÐB Ñm ÐB ß >Ñm mH m m0 Ð>Ñm> >, , .   
" "

(6)

Seja  tal que$w  !

Ð7Ð#<  "Ñ  "Ñ Ð,  +Ñ/ Ÿ$ $w 7<Ð,+Ñ .   (7)

Tendo em conta  e o tipo de continuidade uniforme estabelecido em3.6.7
1.6.40, consideremos  tal que  seja convexo e que para cada&  ! F ÐB Ñ  \& "

B − F ÐB Ñ  \ > − Ò+ß ,Ó& "  e  se tenha

mH H m Ÿ

mH H m Ÿ ß

m0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñm Ÿ Ö"ß ×

" "ÐBß>Ñ ÐB ß>Ñ
w

" "ÐBß>Ñ ÐB ß>Ñ
w

ÐBÑ ÐB Ñ
w

> > $

# # $

$

"

"

"

,

,

   

min

(8)

em particular

m0 Ð>Ñm Ÿ m0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñm  m0 Ð>Ñm Ÿ <  "ÐBÑ ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ" "
.   (9)

f) Tendo em conta a regra de Barrow, podemos escrever

0 Ð>Ñ œ C  ÐBß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  ÐBß =Ñ .=

0 Ð>Ñ œ C  ÐB ß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  ÐB ß =Ñ .=

0 Ð>Ñ œ ÐB ß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  ÐB ß =Ñ .=s s s

ÐBÑ ÐBÑ!
>

>

ÐB Ñ ÐB Ñ! " "
>

>

ÐB Ñ ÐB Ñ
>

>

" "

(
(

(

!

" "

!

" "

!

> #

> #

> #

,

,

desta última fórmula resultando, a partir da consideração da aplicação linear
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contínua , , que_ - -ÐIà JÑ Ä J È ÐB  B Ñ"

-

> #

> -

>

ÐB Ñ " "ÐB Ñ

>

>

" " " "ÐB Ñ

>

>

" "ÐB Ñ

" "ÐB ß=Ñ ÐB Ñ

" "

!

"

!

"

" "

ÐB  B ÑÐ>Ñ œ 0 Ð>ÑÐB  B Ñ œs

œ ÐB ß =Ñ ‚ 0 Ð=ÑÐB  B Ñ  ÐB ß =ÑÐB  B Ñ .= œs s

œ ÐB ß =Ñ ‚ ÐB  B ÑÐ=Ñ 

H ÐB  B Ñ ‚ 0 Ð

(
(

=Ñ  H ÐB  B Ñ .=" "ÐB ß=Ñ#
"

,

Deduzimos agora das fórmulas que obtivémos nesta alínea que

0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ  ÐB  B ÑÐ>Ñ œ

œ ÐB ß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  0 Ð=Ñ  ÐB  B ÑÐ=Ñ 

 ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ  H ÐB  B Ñ ‚ 0 Ð=Ñ 

H

ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ "

>

>

" B "ÐBÑ ÐB Ñ

" " "ÐB ß=Ñ ÐBÑ

" ÐB ß=

" "

!

" "

"

"

-

> -

> > >

>

( ˆ ‰
ˆ ‰

Ñ ÐBÑ ÐB Ñ"

" " "ÐB ß=Ñ

ÐB  B Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  0 Ð=Ñ 

 ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ  H ÐB  B Ñ .=

ˆ ‰
"

"
# # #

pelo que, se  vem, tendo em conta o segundo teorema daB − F ÐB Ñ  \& "

média em 3.3.4 e as desigualdades (3), (6), (8) e (9),

¼ ¼
¹( ¼ ˆ ‰¼

¼ˆ ‰ ¼¼

0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ  ÐB  B ÑÐ>Ñ Ÿ

Ÿ ÐB ß =Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  0 Ð=Ñ  ÐB  B ÑÐ=Ñ 

 ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ  H ÐB  B Ñ ‚ 0 Ð=Ñ 



ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ "

>

>

" B "ÐBÑ ÐB Ñ

" " "ÐB ß=Ñ ÐBÑ

" "

!

" "

"

-

> -

> > >

H ÐB  B Ñ ‚ 0 Ð=Ñ  0 Ð=Ñ 

 ÐBß =Ñ  ÐB ß =Ñ  H ÐB  B Ñ .= Ÿ

Ÿ 7< 0 Ð=Ñ  0 Ð=Ñ  ÐB  B ÑÐ=Ñ .= 

 7 m

" "ÐB ß=Ñ ÐBÑ ÐB Ñ

" " "ÐB ß=Ñ

>

>

ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ "

>

>
w

>

# # #

-

$

" "

"

!

" "

!

ˆ ‰¼
¼ ¼ ¹

¹ ¹( ¼ ¼
¹( B  B mÐ<  "Ñ 7<mB  B m  mB  B m .= Ÿ

Ÿ 7< 0 Ð=Ñ  0 Ð=Ñ  ÐB  B ÑÐ=Ñ .= 

 Ð7Ð#<  "Ñ  "Ñ Ð,  +ÑmB  B m

" " "
w w

>

>

ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ "

w
"

$ $

-

$

¹
¹ ¹( ¼ ¼

!

" "

donde, pelo lema de Gronwall em  e pela desigualdade (7),3.6.6

¼ ¼0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ  ÐB  B ÑÐ>Ñ Ÿ

Ÿ Ð7Ð#<  "Ñ  "Ñ Ð,  +ÑmB  B m/ Ÿ

Ÿ Ð7Ð#<  "Ñ  "Ñ Ð,  +Ñ/ mB  B m Ÿ mB  B m

ÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ "

w 7<l>> l
"

w 7<Ð,+Ñ
" "

" "

!

-

$

$ $ ,

e portanto
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m0  0  ÐB  B Ñm Ÿ mB  B mÐBÑ ÐB Ñ ÐB Ñ " _ "" "
- $ ,

o que mostra que a aplicação  é efetivamente diferenciável em  eB È 0 BÐBÑ "

com diferencial .-ÐB Ñ" 

3.6.11 (Diferenciabilidade da solução relativamente ao parâmetro II) Sejam
K J e  dois espaços vetoriais normados sobre Š, o segundo dos quais de
Banach e ,  uma aplicação bilinear contínua.3À K ‚ J Ä J ÐDß CÑ È D ‚ C
Sejam  um espaço vetorial normado sobre ,  um domínio deI \ § IŠ
diferenciabilidade localmente convexo,  um intervalo não trivial,N § ‘
> − N C − J! !,  e

> #À\ ‚ N Ä K À\ ‚ N Ä J,

duas aplicações contínuas, parcialmente diferenciáveis relativamente à
primeira variável e tais que as aplicações

H À\ ‚ N Ä ÐIàKÑ H À\ ‚ N Ä ÐIàJÑ" "> _ # _,

sejam contínuas.
Seja  a aplicação contínua definida por ,F FÀ\ ‚ N Ä J ÐBß >Ñ œ 0 Ð>ÑÐBÑ

onde  é a aplicação definida pelas condições0 À N Ä JÐBÑ

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ C
ÐBÑ
w

ÐBÑ

ÐBÑ ! !

> #

(cf. ). Tem-se então que a aplicação 3.6.8 F é mesmo de classe . G" 286

Mais precisamente, e retomando as notações utilizadas em :3.6.10
1) A derivada parcial relativamente à segunda variável ( ) é dada por3.3.30

`

`>
ÐBß >Ñ œ

F
> #ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >ÑÐBÑ .

2) Tem lugar uma aplicação contínua

# _ # > #s sÀ\ ‚ N Ä ÐIàJÑ ÐBß >Ñ œ H ‚ 0 Ð>Ñ  H, . " "ÐBß>Ñ ÐBÑ ÐBß>Ñ

3) Sendo  a aplicação contínua (cf. ) definida porF _sÀ\ ‚ N Ä ÐIàJÑ 3.6.8
F _sÐBß >Ñ œ 0 Ð>Ñ 0 À N Ä ÐIàJÑs s

ÐBÑ ÐBÑ, onde  é a aplicação definida por

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ !

s s s

s
ÐBÑ

w

ÐBÑ

ÐBÑ !

> #

,

o diferencial parcial relativamente à primeira variável é dado por

286No caso em que  encaramos  como parte do espaço vetorial complexo  paraŠ ‚ ‚œ N
poder dar sentido à propriedade de diferenciabilidade de .F
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H œ ÐBß >Ñs
" ÐBß>ÑF F .

Dem: A afirmação em 1) resulta simplesmente de se ter ``>
F ÐBß >Ñ œ 0 Ð>ÑÐBÑ

w . A

afirmação em 2) resulta da continuidade das aplicações  e   e daH H" "> #
continuidade da aplicação  definida por . Mostremos queF FÐBß >Ñ œ 0 Ð>ÑÐBÑ

F é parcialmente diferenciável em relação à primeira variável num ponto
arbitrário  e com diferencial parcial nesse ponto dado porÐB ß > Ñ" "

FsÐB ß > Ñ œ 0 Ð> Ñ Bs
" " " "ÐB Ñ" , isto é, que é diferenciável em , e com aquele

diferencial, a aplicação  que a  associa  e isso\ Ä J B ÐBß > Ñ œ 0 Ð> ÑF " "ÐBÑ

resulta de escolher, pelo lema ,  em  tais que  e  pertençam a3.6.4 +  , N > >! "

Ò+ß ,Ó \ ‚ Ò+ß ,Ó e aplicar  à restrição de  e  a , tendo em conta a3.6.7 > #
existência de uma aplicação linear contínua de  para  que a VÐÒ+ß ,Óß J Ñ J 1
associa  A conclusão em 1) implica a continuidade da aplicação1Ð> ÑÞ"
`
`>
F ÐBß >ÑÀ\ ‚ N Ä J  e portanto, por composição com a isometria natural
E Š"À J Ä Ð à JÑ H_ F _ Š a continuidade de # À\ ‚ N Ä Ð à JÑ.  Uma vez287

que, pela conclusão de 3), a aplicação  também éH À\ ‚ N Ä ÐIàJÑ"F _
contínua, resulta agora de  que  é de classe .3.3.25 FÀ\ ‚ N Ä J G" 

3.6.12 (Corolário) Sejam  e  dois espaços vetoriais normados sobre K J Š, o
segundo dos quais de Banach e ,  uma3À K ‚ J Ä J ÐDß CÑ È D ‚ C
aplicação bilinear contínua. Sejam  um espaço vetorial normado sobre ,I Š
\ § I N § um domínio de diferenciabilidade localmente convexo,  um‘
intervalo não trivial, ,  e> − N C − J! !

> #À\ ‚ N Ä K À\ ‚ N Ä J,

duas aplicações de classe , onde . A aplicaçãoG " Ÿ 5 Ÿ _5

F FÀ\ ‚ N Ä J ÐBß >Ñ œ 0 Ð>Ñ 0 À N Ä J definida por , onde  é aÐBÑ ÐBÑ

aplicação definida pelas condições

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ C
ÐBÑ
w

ÐBÑ

ÐBÑ ! !

> #

é então também de classe . G5 288

Dem: Começamos por notar que basta examinar o caso em que ,5  _
uma vez que uma aplicação de classe  é simplesmente uma aplicação queG_

é de classe  para todo o  finito. Fazemos então a demonstração porG 55

indução em , reparando que o caso em que  é consequência de 5 5 œ " 3.6.11
e . Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo  e que  e  são3.3.28 5 > #
de classe . Tendo em conta a hipótese de indução a aplicaçãoG5"

287No caso em que , olhamos para  como domínio de diferenciabilidadeŠ ‚œ N
localmente convexo no espaço vetorial normado complexo  e temos em conta a‚
observação feita em .3.1.14
288Mais uma vez, no caso em que  encaramos  como parte do espaço vetorialŠ ‚œ N
complexo  para poder dar sentido à propriedade de diferenciabilidade de .‚ F
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# _ # > #s sÀ\ ‚ N Ä ÐIàJÑ ÐBß >Ñ œ H ‚ 0 Ð>Ñ  H, , " "ÐBß>Ñ ÐBÑ ÐBß>Ñ

é de classe  o que, mais uma vez pela hipótese de indução, implica que éG5

também de classe  a aplicação  definida porG À\ ‚ N Ä ÐIàJÑs5 F _

FsÐBß >Ñ œ 0 Ð>Ñs
ÐBÑ , onde

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >Ñ

0 Ð> Ñ œ !

s s s

s
ÐBÑ

w

ÐBÑ

ÐBÑ !

> #

,

ou seja que é de classe  a aplicação G H5
"F _À\ ‚ N Ä ÐIàJÑ. Uma vez

que a igualdade

`

`>
ÐBß >Ñ œ

F
> #ÐBß >Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  ÐBß >ÑÐBÑ

implica, mais uma vez pela hipótese de indução, que  é de`
`>
F À\ ‚ N Ä J

classe  e portanto que o mesmo acontece a G H À\ ‚ N Ä ÐIàJÑ5
#F _

deduzimos de  que  é de classe , o que termina a3.3.29 FÀ\ ‚ N Ä J G5"

demonstração por indução. 

Nos resultados precedentes estudámos o modo como a solução duma
equação diferencial linear depende de eventuais parâmetros mas deixámos
em aberto a dependência relativa às condições iniciais que se consideram.
O resultado que examinamos em seguida esclarece essa dependência.

3.6.13 (Dependência das condições iniciais) Sejam  e  espaços vetoriaisK J
normados sobre , o segundo dos quais completo, e  umaŠ 3À K ‚ J Ä J
aplicação bilinear contínua, relativamente à qual notaremos, como temos
vindo a fazer,  o elemento . Sejam  um intervalo nãoD ‚ C ÐDß CÑ N §3 ‘
trivial,  e  e  duas aplicações contínuas. Tem-se> − N À N Ä K À N Ä J! > #
então:
a) Tem lugar uma aplicação bilinear contínua

3 _ _sÀK ‚ ÐJ à JÑ Ä ÐJ à JÑ

definida por

3 ! 3 !sÐDß ÑÐ?Ñ œ ÐDß Ð?ÑÑ,

para a qual utilizaremos também a notação multiplicativa .D ‚ œ ÐDß Ñs! 3 !
b) Ficam bem definidas aplicações de classe G"

0 À N Ä J À N Ä ÐJ à JÑ! , - _

pelas condições
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0 Ð> Ñ œ ! Ð> Ñ œ M.

0 Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  Ð>Ñ Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚ Ð>Ñ
! ! ! J

!
w w

!

,
, ,

-

> # - > -

onde as multiplicações são as associadas a  e a  respetivamente3 3s
c) Para cada  a solução  da equação diferencialC − J 0À N Ä J!

0 Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚ 0Ð>Ñ  Ð>Ñw > #

com a condição inicial  está definida por0Ð> Ñ œ C! !

0Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ  Ð>ÑÐC Ñ! !- .

d) Na notação de b), para cada  a aplicação linear contínua> − N"

- _ - .Ð> Ñ − ÐJ à JÑ Ð> Ñ œ Ð> Ñ" " !
" é um isomorfismo topológico, com , onde

. _À N Ä ÐJ à JÑ G é a aplicação de classe  definida pelas condições"

. . > .Ð> Ñ œ M. Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚ Ð>Ñ" J
w, .

Dem: a) Para cada  e  podemos considerar uma aplicaçãoD − K − ÐJ à JÑ! _
linear  que a  associa  a qual é contínua e com normaJ Ä J ? ÐDß Ð?ÑÑ3 !
menor ou igual a  uma vez quem mmDmm m3 !

m ÐDß Ð?ÑÑm Ÿ m mmDmm Ð?Ñm Ÿ m mmDmm mm?m3 ! 3 ! 3 ! .

Fica assim bem definida uma aplicação  que é3 _ _sÀK ‚ ÐJ à JÑ Ä ÐJ à JÑ
evidentemente bilinear e é contínua tendo em conta a desigualdade

m ÐDß Ñm Ÿ m mmDmm ms3 ! 3 ! ,

que referimos acima.
b) Trata-se de uma consequência direta do resultado sobre existência e
unicidade de solução em .3.6.5
c) Sendo  verificamos diretamente que0Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ  Ð>ÑÐC Ñ! !-

0Ð> Ñ œ 0 Ð> Ñ  Ð> ÑÐC Ñ œ !  M. ÐC Ñ œ C! ! ! ! ! J ! !-

e, considerando a aplicação linear contínua , , que_ ! !ÐJ à JÑ Ä J È ÐC Ñ!

0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ  Ð>ÑÐC Ñ œ

œ Ð>Ñ ‚ 0 Ð>Ñ  Ð>Ñ  Ð>Ñ ‚ Ð>ÑÐC Ñ œ

œ Ð>Ñ ‚ 0Ð>Ñ  Ð>Ñ

w w w
! !

! !

-

> # > -

> # .

d) Se reparmos que a aplicação  verifica  e0 Ð>Ñ œ ! 0 Ð> Ñ œ !! ! !

0 Ð>Ñ œ ! œ Ð>Ñ ‚ 0 Ð>Ñ!
w

!>

o que vimos em c) mostra que a solução  da equação diferencial0 À N Ä J

0 Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚ 0Ð>Ñw >

com a condição inicial  está definida por . Uma0Ð> Ñ œ C 0Ð>Ñ œ Ð>ÑÐC Ñ! ! !-
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vez que a solução referida também tem a condição inicial ,0Ð> Ñ œ Ð> ÑÐC Ñ" " !-
a conclusão que acabámos de obter mas utilizando agora  como “instante>"
inicial” mostra que

C œ 0Ð> Ñ œ Ð> ÑÐ Ð> ÑÐC ÑÑ! ! ! " !. - .

Verificámos assim que a aplicação linear contínua  verifica. _Ð> Ñ − ÐJ à JÑ!

. -Ð> Ñ ‰ Ð> Ñ œ M. > >! " J ! " e esta mesma conclusão, com os papéis de  e 
trocados, implica que se tem também , ou seja que - . -Ð> Ñ ‰ Ð> Ñ œ M. Ð> Ñ" ! J "

é um isomorfismo topológico com  como inverso..Ð> Ñ! 

Como exemplo importante de aplicação do estudo das equações diferen-
ciais lineares vamos definir a aplicação exponencial no contexto das álge-
bras de Banach e estabelecer algumas das suas propriedades. Uma defi-
nição alternativa desta aplicação já foi sugerida no exercício .2.3.11

3.6.14 Seja  uma álgebra de Banach sobre o corpo  (cf. ). Tem-seX Š 2.3.29
então:
a) Para cada  existe uma única aplicação diferenciável  talB − 0 À ÄX ‘ XÐBÑ

que

0 Ð!Ñ œ " 0 Ð>Ñ œ B † 0 Ð>ÑÐBÑ ÐBÑÐBÑ
w, ,   (1)

onde  é o elemento um da álgebra de Banach, vindo então também"

0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ † BÐBÑ
w

ÐBÑ .

b) Pode definir-se uma aplicação  de classe expÀ ÄX X G_ (a aplicação
exponencial) por

expÐBÑ œ 0 Ð"ÑÐBÑ ,   (2)

tendo-se  e para cada expÐ!Ñ œ " > − ‘

0 Ð>Ñ œ Ð>BÑÐBÑ exp . 289

c) Sendo  tais que , tem-seBß C − B † C œ C † BX

exp expÐBÑ † C œ C † ÐBÑ

e

exp exp expÐB  CÑ œ ÐBÑ † ÐCÑ.

Em particular, para cada ,  é invertível,B − ÐBÑX exp

289Tendo em conta o exercício , a conclusão desta alínea permite-nos garantir que a3.3.11
aplicação exponencial aqui definida coincide com a construída no exercício .2.3.11
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exp expÐBÑ œ ÐBÑ"

e para cada 8 − 

exp expÐBÑ œ Ð8BÑ8 .

d) Sendo  tais que , tem-seBß ? − B † ? œ ? † BX

H Ð?Ñ œ ÐBÑ † ? œ ? † ÐBÑexp exp expB .

Em particular, para cada  tem-se .? − H Ð?Ñ œ ?X exp!

e) Para cada  tem-se> − ‘

expÐ> "Ñ œ / "> ,

onde em ambos os membros  é o elemento um da álgebra de Banach e  é a" />

função exponencial usual no contexto de . Em particular a exponencial‘
usual no contexto de  coincide com a aplicação exponencial de  como‘ ‘
álgebra de Banach real.
Dem: a) A existência e unicidade de uma aplicação  verificando0 À ÄÐBÑ ‘ X

(1) é uma consequência do teorema de existência e unicidade de solução em
3.6.5 em que neste caso temos uma equação homogénea com a aplicação de
valor constante  como aplicação  O facto de se terB Þ>

B † 0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ † BÐBÑ ÐBÑ

para cada  resulta da parte de unicidade do mesmo teorema uma vez> − ‘
que, pondo 1Ð>Ñ œ B † 0 Ð>Ñ 2Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ † B 1Ð!Ñ œ B œ 2Ð!ÑÐBÑ ÐBÑ e , vem  e

1

2

w w
ÐBÑ ÐBÑ

w w
ÐBÑ ÐBÑ

Ð>Ñ œ B † 0 Ð>Ñ œ B † B † 0 Ð>Ñ œ B † 1Ð>Ñ

Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ † B œ B † 0 Ð>Ñ † B œ B † 2ÐBÑ

,

.

b) O facto de a aplicação expÀ Ä GX X definida por (2) ser de classe  é_

consequência do resultado  sobre a diferenciabilidade da solução3.6.12
relativamente a um parâmetro. Consideremos agora  fixado e seja> − ‘
1À Ä 1Ð=Ñ œ 0 Ð=>Ñ 1Ð!Ñ œ "‘ X a aplicação definida por , que verifica  eÐBÑ

1 Ð=Ñ œ >0 Ð=>Ñ œ >B † 0 Ð=>Ñ œ >B † 1Ð=Ñw w
ÐBÑ ÐBÑ .

Tem-se assim

0 Ð=>Ñ œ 1Ð=Ñ œ 0 Ð=ÑÐBÑ Ð>BÑ ,

em particular

0 Ð>Ñ œ 0 Ð"Ñ œ Ð>BÑÐBÑ Ð>BÑ exp .

Pondo  na igualdade anterior vemos que, com  arbitrário,> œ ! B − X

exp expÐ!Ñ œ Ð!BÑ œ 0 Ð!Ñ œ "ÐBÑ .
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c) Sejam  definidas por  e  e1ß 2À Ä 1Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ † C 2Ð>Ñ œ C † 0 Ð>Ñ‘ X ÐBÑ ÐBÑ

reparemos que  e1Ð!Ñ œ C œ 2Ð!Ñ

1 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ † C œ B † 0 Ð>Ñ † CÑ œ B † 1Ð>Ñ

2 Ð>Ñ œ C † 0 Ð>Ñ œ C † B † 0 Ð>Ñ œ B † C † 0 Ð>Ñ œ B † 2Ð>Ñ

w w
ÐBÑ ÐBÑ

w w
ÐBÑ ÐBÑ ÐBÑ

,

pelo que o resultado sobre a unicidade de solução garante que para cada
> − ‘ se tem

0 Ð>Ñ † C œ 1Ð>Ñ œ 2Ð>Ñ œ C † 0 Ð>ÑÐBÑ ÐBÑ ,

em particular

exp expÐBÑ † C œ 0 Ð"Ñ † C œ C † 0 Ð"Ñ œ C † ÐBÑÐBÑ ÐBÑ .

Seja agora  a aplicação definida por5À Ä‘ X

5Ð>Ñ œ Ð>BÑ † Ð>CÑ œ 0 Ð>Ñ † 0 Ð>Ñexp exp ÐBÑ ÐCÑ .

Vem  e, uma vez que5Ð!Ñ œ "

Ð>BÑ † C œ >ÐB † CÑ œ >ÐC † BÑ œ C † Ð>BÑ,

tem-se

5 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ † 0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ † 0 Ð>Ñ œ

œ B † 0 Ð>Ñ † 0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ † C † 0 Ð>Ñ œ

œ B † Ð>BÑ † Ð>CÑ  Ð>BÑ † C † Ð>CÑ œ

œ B † Ð>BÑ †

w w w
ÐBÑ ÐCÑÐCÑ ÐBÑ

ÐBÑ ÐCÑ ÐBÑ ÐCÑ

exp exp exp exp
exp expÐ>CÑ  C † Ð>BÑ † Ð>CÑ œ

œ ÐB  CÑ † 5Ð>Ñ

exp exp
,

de onde deduzimos que  e portanto5Ð>Ñ œ 0 Ð>ÑÐBCÑ

exp exp expÐB  CÑ œ 0 Ð"Ñ œ 5Ð"Ñ œ ÐBÑ † ÐCÑÐBCÑ .

Sendo  arbitrário, o facto de se ter B − B † ÐBÑ œ B † B œ ÐBÑ † BX
implica que

" œ Ð!Ñ œ ÐB  ÐBÑÑ œ ÐBÑ † ÐBÑ

" œ Ð!Ñ œ Ð ÐBÑ  BÑ œ ÐBÑ † ÐBÑ

exp exp exp exp
exp exp exp exp

,
( ,

e portanto  é invertível e com  e a igualdadeexp exp expÐBÑ ÐBÑ œ ÐBÑ"

exp expÐBÑ œ Ð8BÑ8  verifica-se naturalmente por indução, tendo em conta a
comutabilidade .Ð8BÑ † B œ 8ÐB † BÑ œ B † Ð8BÑ
d) Uma vez que se tem também  para cada , aB † Ð>?Ñ œ Ð>?Ñ † B > − ‘
conclusão de c) implica que

exp exp exp expÐB  >?Ñ œ ÐBÑ † Ð>?Ñ œ ÐBÑ † 0 Ð>ÑÐ?Ñ

donde, derivando ambos os membros como funções de ,>
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H Ð?Ñ œ ÐBÑ † 0 Ð>Ñ œ ÐBÑ † ? † 0 Ð>Ñexp exp expB>? Ð?Ñ
w

Ð?Ñ .

Em particular, tomando , obtemos  e a igual-> œ ! H Ð?Ñ œ ÐBÑ † ?exp expB

dade  resulta do que vimos em c).exp expÐBÑ † ? œ ? † ÐBÑ
e) Lembrando que a função  definida por  verifica: ‘ ‘ :À Ä Ð>Ñ œ />

: ‘ Xw >Ð>Ñ œ / 1À Ä, vemos que, para a aplicação  definida por
1Ð>Ñ œ / " 1Ð!Ñ œ " 1 Ð>Ñ œ / " œ " † 1Ð>Ñ> w >,tem-se  e , o que implica que

/ " œ 1Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ œ Ð> "Ñ>
Ð"Ñ exp . 

Exaninamos em seguida algumas propriedades da aplicação exponencial
quando a álgebra de Banach envolvida é . Essas propriedades envolvem‚
as funções trigonométricas sen e  que, para além da sua origem geomé-cos
trica bem conhecida, admitem definições alternativas puramente analíticas
(por exemplo através das respetivas séries de potências), cujas proprie-
dades, que incluem a definição da constante , são estudadas em cursos1
básicos de Análise Real. Para quem não tenha ainda encontrado nenhuma
dessas definições alternativas propomos no exercício  adiante uma3.6.1
que se baseia no estudo das equações diferenciais lineares.

3.6.15 (A aplicação exponencial na álgebra de Banach comutativa )‚  A apli-
cação exponencial  tem as seguintes propriedades:expÀ Ä‚ ‚
a) Para cada  tem-se a > − ‘ fórmula de Euler

exp cosÐ> 3Ñ œ Ð>Ñ  Ð>Ñ 3sen ,   (1)

em particular . Além disso, para cada  com  existel Ð> 3Ñl œ " D − lDl œ "exp ‚
um único  (alternativamente, um único ) com> − Ò!ß # Ò § > − Ó ß Ó1 ‘ 1 1
expÐ> 3Ñ œ D.
b) Para cada  tem-se .= − Ð=Ñ œ / −‘ ‘exp =

c) Sendo  tem-se=ß > − ‘

exp cosÐ=  > 3Ñ œ / Ð Ð>Ñ  Ð>Ñ 3Ñ= sen ,   (2)

em particular ,  e  se, el Ð=  > 3Ñl œ / Ð Ñ œ Ï Ö!× Ð=  > 3Ñ œ "exp exp exp= ‚ ‚
só se,  e .= œ ! > − #1™
d) A derivada de  no sentido complexo é dada por .exp exp expwÐDÑ œ ÐDÑ
Dem: a) Sendo  a aplicação definida por sen ,0 À Ä 0Ð>Ñ œ Ð>Ñ  Ð>Ñ 3‘ ‚ cos
as propriedades de diferenciabilidade das funções trigonométricas implicam
que

0 Ð>Ñ œ  Ð>Ñ  Ð>Ñ 3 œ 3Ð Ð>Ñ  Ð>Ñ 3Ñ œ 30Ð>Ñw sen sencos cos

o que implica, nas notações de , que . As3.6.14 0Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ œ Ð> 3ÑÐ3Ñ exp
restantes afirmações em a) resultam da fórmula (1) e das propriedades
conhecidas das funções trigonométricas.
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b) A aplicação  definida por  verifica0 À Ä § 0Ð=Ñ œ /‘ ‘ ‚ =

0 Ð=Ñ œ / œ " † 0Ð=Ñw = ,

o que implica que

0Ð=Ñ œ 0 Ð=Ñ œ Ð= † "Ñ œ Ð=ÑÐ"Ñ exp exp .

c) Uma vez que temos uma álgebra comutativa, resulta da alínea c) de 3.6.14
que

exp exp exp cosÐ=  > 3Ñ œ Ð=Ñ Ð> 3Ñ œ / Ð Ð>Ñ  Ð>Ñ 3Ñ= sen

e

l Ð=  > 3Ñl œ / l Ð>Ñ  Ð>Ñ 3l œ /exp cos= =sen .

O facto de se ter  resulta de que se  em  vemexpÐ Ñ œ Ï Ö!× D Á !‚ ‚ ‚
D œ lDl lDl  ! l l œ " =ß > −D D

lDl lDl com  e , o que implica a existência de  tais‘

que  e , portanto . Se  e / œ lDl Ð> 3Ñ œ D œ Ð=  > 3Ñ = œ ! > − #= D
lDlexp exp 1™

as propriedades conhecidas das funções trigonométricas implicam que
cosÐ>Ñ œ " Ð>Ñ œ ! e sen  e portanto

exp cosÐ=  > 3Ñ œ Ð>Ñ  Ð>Ñ 3 œ "sen .

Reciprocamente, se  vem , dondeexp expÐ=  > 3Ñ œ " / œ l Ð=  > 3Ñl œ "=

= œ !, e portanto

" œ Ð> 3Ñ œ Ð>Ñ  Ð>Ñ 3exp cos sen ,

ou seja  e sen  o que, pelas propriedades conhecidas dascosÐ>Ñ œ " Ð>Ñ œ !
funções trigonométricas, implica que .> − #1™
d) Tendo em conta a alínea d) de , vemos que3.6.14

exp exp exp expw
DÐDÑ œ H Ð"Ñ œ ÐDÑ † " œ ÐDÑ. 

Vamos agora voltar aos resultados gerais envolvendo as soluções de
equações diferenciais lineares com parâmetros para obter a partir deles um
resultado devido a Frobenius sobre a existência de solução para um tipo
de equações diferenciais lineares em que a variável independente, em vez
de pertencer a , pertence a um espaço vetorial normado . Esse‘ I
resultado, que está naturalmente relacionado com a primitivação com
variável vetorial estudada em , vai exigir como hipótese uma3.5.21
“condição de integrabilidade” que corresponde à igualdade (1) no
resultado sobre primitivação que acabamos de referir.

3.6.16 (Equações diferenciais totais lineares) Sejam ,  e  espaçosJ I K
vetoriais normados sobre Š, o primeiro dos quais completo e
3 _À K ‚ J Ä ÐIàJÑ uma aplicação bilinear contínua, para a qual utiliza-
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remos a notação multiplicativa . Sejam D ‚ C œ ÐDß CÑ − ÐIà JÑ E § I3 _
um domínio de diferenciabilidade e  e  duas> # _À E Ä K ÀE Ä ÐIàJÑ
aplicações contínuas. Diz-se que uma aplicação  é uma 0 ÀE Ä J solução da
equação diferencial total linear definida por  e  se  for diferenciável em> # 0
cada  e comB − E

H0 œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ  ÐBÑ − ÐIà JÑB > # _ .   (1)

Quando isso acontecer, sendo  e , dizemos que a soluçãoB − E C œ 0ÐB Ñ! ! !

tem a   (ou a condição inicial ).condição incial ÐB ß C Ñ 0ÐB Ñ œ C! ! ! !
290

No caso em que a aplicação  é identicamente  diz-se que a# _À E Ä ÐIàJÑ !
equação diferencial linear é .homogénea
Repare-se que se  é solução da equação diferencial linear definida0 ÀE Ä J
por  e  então  é contínua, por ser diferenciável em cada ponto e daqui> # 0
decorre, por (1), que  é contínua, ou seja, que  é deH0ÀE Ä ÐIàJÑ 0_
classe G Þ"

3.6.17 Mais geralmente, nas condições de , s3.6.16 e as aplicações  e>À E Ä K
# _À E Ä ÐIàJÑ G 5   ! forem de classe  (onde ) então uma solução5

0 ÀE Ä J G da equação diferencial linear definida por  e  é de classe .> # 5"

Em consequência, se  e  forem de classe , o mesmo acontece a .> # G 0_

Dem: O caso em que  já foi justificado na definição. Para o caso geral,5 œ !
demonstramos por indução em  que  é de classe  para cada , o: 0 G : Ÿ 5  ":

passo de indução resultando de que se  é de classe  para um certo 0 G : Ÿ 5:

então pela identidade (1) na definição a aplicação  é deH0ÀE Ä ÐIàJÑ_
classe  e portanto  é de classe .G 0 G: :" 

A partir de agora, para podermos aplicar resultados estabelecidos na
secção , vamos supor que o domínio de diferenciabilidade  é local-3.3 E
mente convexo. Além disso será conveniente, e nalguns casos essencial,
que  seja estrelado relativamente a um dos seus pontos .E B!

3.6.18 (Teorema de unicidade e caracterização das soluções) Sejam ,  e J I K
espaços vetoriais normados sobre Š, o primeiro dos quais completo e
3 _À K ‚ J Ä ÐIàJÑ uma aplicação bilinear contínua, para a qual utiliza-
remos a notação multiplicativa . Sejam D ‚ C œ ÐDß CÑ − ÐIà JÑ E § I3 _
um domínio de diferenciabilidade localmente convexo e estrelado
relativamente a um certo  e  e  duas apli-B − E ÀE Ä K ÀE Ä ÐIàJÑ! > # _
cações de classe . Tem-se então:G"

a) Podemos considerar aplicações de classe G"

> _ #À E ‚ Ò!ß "Ó Ä ÐJ à JÑ ÀE ‚ Ò!ß "Ó Ä J, ,

definidas por

290Comparar com .3.6.2
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> >

# #

ÐBß >ÑÐCÑ œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ C ÐB  B Ñ

ÐBß >Ñ œ ÐB  >ÐB  B ÑÑÐB  B Ñ

ˆ ‰! ! !

! ! !

,

,

e os diferenciais parciais  e  estãoH ÀI Ä ÐJà JÑ H ÀI Ä J" "ÐBß>Ñ ÐBß>Ñ> _ #

definidos por

H Ð?ÑÐCÑ œ H Ð>?Ñ ‚ C ÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ C Ð?Ñ

H Ð?Ñ œ H Ð>?ÑÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ

" !ÐBß>Ñ B >ÐBB Ñ

! !

" !ÐBß>Ñ B >ÐBB Ñ

! !

> >

>

# #

#

ˆ ‰ˆ ‰! !

! !

     ,

     .

b) Dado , não pode haver mais que uma solução  daC − J 0ÀE Ä J!

equação diferencial total linear definida por  e  com a condição inicial> #
0ÐB Ñ œ C! !. Mais precisamente, a existir uma tal solução com aquela
condição inicial, vem necessariamente  onde 0ÐBÑ œ Ð"Ñ À Ò!ß "Ó Ä J: :ÐBÑ ÐBÑ

é a aplicação diferenciável definida pelas condições

: : > : #ÐBÑ ÐBÑ! ÐBÑ
wÐ!Ñ œ C Ð>Ñ œ ÐBß >ÑÐ Ð>ÑÑ  ÐBß >Ñ, ,

isto é, é a solução da equação diferencial linear paramétrica definida por  e>
por  com a condição inicial  e o valor  do parâmetro (cf. , onde# Ð!ß C Ñ B! 3.6.7
a multiplicação considerada é a aplicação de avaliação )._ÐJ à JÑ ‚ J Ä J
Dem: a) O facto de  ser de classe  resulta de isso#À E ‚ Ò!ß "Ó Ä J G"

acontecer à aplicação , tendo em conta os resultados sobre a# _À E Ä ÐIàJÑ
diferenciabilidade da aplicação composta e o facto de termos uma aplicação
bilinear contínua  que a  associa . Deste último_ ! !ÐIà JÑ ‚ I Ä J Ð ß BÑ ÐBÑ
facto deduzimos também, pela regra de Leibnitz sobre a derivação de um
produto, que

H Ð?Ñ œ H Ð>?ÑÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ

" !ÐBß>Ñ B >ÐBB Ñ

! !

# #

#
! !

     .

O facto de  ser de classe  resulta também de ser> _À E ‚ Ò!ß "Ó Ä ÐJ à JÑ G"

de classe  a aplicação  tendo em conta os resultados sobre aG ÀE Ä K" >
diferenciabilidade da aplicação composta, mas convirá sermos um pouco
mais explícitos: Começamos por notar que à aplicação bilinear contínua
3 _À K ‚ J Ä ÐIàJÑ fica associada uma aplicação linear contínua

3 _ _ 3 3 _w wÀ K Ä ÐJ à ÐIà JÑÑ ÐDÑÐCÑ œ ÐDß CÑ − ÐIà JÑ, .

Notamos em seguida que tem lugar uma aplicação linear contínua (de facto
um isomorfismo topológico)  que a cada_ _ _ _ÐJ à ÐIà JÑÑ Ä ÐIà ÐJ à JÑÑ
! _ ! _À J Ä ÐIàJÑ ÀI Ä ÐJ à JÑ associa  definido por˜

! !˜ÐBÑÐCÑ œ ÐCÑÐBÑ

(reparar que
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m ÐCÑÐBÑm Ÿ m ÐCÑmmBm Ÿ m mmCmmBm! ! !

donde  e , portanto ).˜ ˜ ˜m ÐBÑÐCÑm Ÿ m mmBmmCm m ÐBÑm Ÿ m mmBm m m Ÿ m m! ! ! ! ! !
Por composição com  obtemos assim uma aplicação linear contínua3w

3 _ _ 3 3ww ww wÀ K Ä ÐIà ÐJ à JÑÑ ÐDÑÐBÑÐCÑ œ ÐDÑÐCÑÐBÑ œ ÐD ‚ CÑÐBÑ,

e o facto de  ser de classe  resulta agora de se ter> G"

> 3 >ÐBß >Ñ œ Ð ÐB  >ÐB  B ÑÑÑÐB  B Ñww
! ! ! .

Desta caracterização deduzimos que

H Ð?Ñ œ ÐH Ð>?ÑÑÐB  B Ñ  Ð ÐB  >ÐB  B ÑÑÑÐ?Ñ" ! ! !ÐBß>Ñ B >ÐBB Ñ
ww ww> 3 > 3 >

! !

donde

H Ð?ÑÐCÑ œ H Ð>?Ñ ‚ C ÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ C Ð?Ñ

" !ÐBß>Ñ B >ÐBB Ñ

! !

> >

>

ˆ ‰ˆ ‰! !

     .

b) Suponhamos que  é uma solução da equação diferencial total0 ÀE Ä J
linear definida por  e  com a condição inicial , portanto que se> # 0ÐB Ñ œ C! !

tem para cada  e B − E ? − I

H0 Ð?Ñ œ Ð ÐBÑ ‚ 0ÐBÑÑÐ?Ñ  ÐBÑÐ?ÑB > #

Fixado  podemos então considerar a aplicação B − E À Ò!ß "Ó Ä J:ÐBÑ

definida por , que verifica  e: :ÐBÑ ÐBÑ! ! !Ð>Ñ œ 0ÐB  >ÐB  B ÑÑ Ð!Ñ œ C

:ÐBÑÐ"Ñ œ 0ÐBÑ > − Ò!ß "Ó e que é diferenciável em cada  e com

:

>

#

> : #

ÐBÑ
w

B >ÐBB Ñ !

! ! ! ! !

! ! !

ÐBÑ

Ð>Ñ œ H0 ÐB  B Ñ œ

œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ 0ÐB  >ÐB  B ÑÑ ÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB  B ÑÑÐB  B Ñ œ

œ ÐBß >ÑÐ Ð>ÑÑ  ÐBß >Ñ

! !ˆ ‰
     

. 

3.6.19 (Condições de integrabilidade)  Sejam ,  e  espaços vetoriais nor-J I K
mados sobre Š 3 _, o primeiro dos quais completo e  umaÀ K ‚ J Ä ÐIàJÑ
aplicação bilinear contínua, para a qual utilizaremos a notação multiplicativa
D ‚ C œ ÐDß CÑ − ÐIà JÑ E § I3 _ . Sejam  um domínio de diferenciabilidade
localmente convexo e estrelado relativamente a um certo  e B − E ÀE Ä K! >
e  duas aplicações de classe . Se para cada  existir# _À E Ä ÐIàJÑ G C − J"

!

uma solução  da equação diferencial total linear definida por  e 0 ÀE Ä J > #
com a condição inicial  então verificam-se as seguintes 0ÐB Ñ œ C! ! condições
de integrabilidade:
1) Para cada  é simétrica a aplicação bilinear  definidaB − E ÀI ‚ I Ä JGB

por
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G # > #B BÐ?ß @Ñ œ H Ð?ÑÐ@Ñ  ÐBÑ ‚ ÐBÑÐ?Ñ Ð@ÑŠ ‹ˆ ‰ ,

isto é, verifica-se  quaisquer que sejam .G GB BÐ@ß ?Ñ œ Ð?ß @Ñ ?ß @ − I
2) Para cada  e  é simétrica a aplicação bilinearB − E C − J
GBßCÀ I ‚ I Ä J  definida por

G > > >BßC BÐ?ß @Ñ œ H Ð?Ñ ‚ C Ð@Ñ  ÐBÑ ‚ Ð ÐBÑ ‚ CÑÐ?ÑÑ Ð@Ñˆ ‰ ˆ ‰Š ‹ .

Dem: Consideremos para cada  e  a aplicação bilinearB − E C − J

Gs ÀI ‚ I Ä JBßC  definida por

G > > >

> # #

s Ð?ß @Ñ œ H Ð?Ñ ‚ C Ð@Ñ  ÐBÑ ‚ Ð ÐBÑ ‚ CÑÐ?ÑÑ Ð@Ñ 

 ÐBÑ ‚ ÐBÑÐ?Ñ Ð@Ñ  H Ð?ÑÐ@Ñ

BßC B

B

ˆ ‰ ˆ ‰Š ‹
Š ‹ˆ ‰ .

Como referido em , sabemos que cada solução  é de classe3.6.17 0 ÀE Ä J
G# o que, tendo em conta , implica que cada derivada de segunda3.3.19
ordem  é uma aplicação bilinear simétrica. Uma vez queH 0 ÀI ‚ I Ä J#

B

se tem

H0 Ð@Ñ œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ Ð@Ñ  ÐBÑÐ@ÑB ˆ ‰> # ,

obtemos por derivação

H 0 Ð?ß @Ñ œ H Ð?Ñ ‚ 0ÐBÑ Ð@Ñ  ÐBÑ ‚ H0 Ð?Ñ Ð@Ñ  H Ð?ÑÐ@Ñ œ

œ H Ð?Ñ ‚ 0ÐBÑ Ð@Ñ  ÐBÑ ‚ Ð ÐBÑ ‚ 0ÐBÑÑÐ?ÑÑ Ð@Ñ 

 ÐBÑ ‚ ÐBÑÐ?Ñ Ð@Ñ  H

#
B B B B

B

ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰Š ‹

Š ‹ˆ ‰

> > #

> > >

> # #     B Bß0ÐBÑÐ?ÑÐ@Ñ œ Ð?ß @ÑsG ,

o que implica que a aplicação bilinear  é simétrica.Gs ÀI ‚ I Ä JBß0ÐBÑ

Verifiquemos agora que se pode mesmo garantir, mais geralmente, que para
cada  e  a aplicação bilinear  é simétrica. IssoB − E C − J ÀI ‚ I Ä JsGBßC

vai resultar do que já provámos se justificarmos que, dados  e B − E C − J
podemos escolher  tal que a solução  da equação diferencialC − J 0ÀE Ä J!

total linear definida por  e  com a condição inicial  verifique> # 0ÐB Ñ œ C! !

0ÐBÑ œ C 0 ÀE Ä J. Ora, tendo em conta a caracterização dessa solução  na
alínea b) de , isso resulta de que, pelas alíneas c) e d) de , 3.6.18 3.6.13 B
estando fixado, a aplicação de  para  que a  associa  é umaJ J C 0ÐBÑ!

aplicação afim cuja aplicação linear associada é um isomorfismo, em
particular é bijetiva. Uma vez provada a simetria da aplicação bilinear
Gs ÀI ‚ I Ä J B − E C − JBßC  para qualquer  e  podemos concluir que para
cada  é simétrica a aplicação bilinear , que não éB − E ÀI ‚ I Ä JsGBß!

mais do que a aplicação notada  no enunciado e daqui deduzimos queGB

também é simétrica para cada  e  a aplicação bilinearB − E C − J
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G G Gs  ÀI ‚ I Ä JBßC B BßC, que não é mais do que a aplicação notada  no
enunciado. 

3.6.20 (Teorema de Frobenius linear) Sejam ,  e  espaços vetoriais nor-J I K
mados sobre Š 3 _, o primeiro dos quais completo e  umaÀ K ‚ J Ä ÐIàJÑ
aplicação bilinear contínua, para a qual utilizaremos a notação multiplicativa
D ‚ C œ ÐDß CÑ − ÐIà JÑ E § I3 _ . Sejam  um domínio de diferenciabilidade
localmente convexo e estrelado relativamente a um certo  e B − E ÀE Ä K! >
e  duas aplicações de classe  e suponhamos verificadas as# _À E Ä ÐIàJÑ G"

condições de integrabilidade referidas em . Para cada  existe3.6.19 C − J!

então uma única solução  da equação diferencial total linear0 ÀE Ä J
definida por  e  com a condição inicial .> # 0ÐB Ñ œ C! !

Dem:291 Vamos dividir a demonstração em várias partes, começando por
notar que a unicidade da solução com aquela condição inicial já foi
estabelecida em :3.6.18
a) Consideremos as aplicações de classe G"

> _ #À E ‚ Ò!ß "Ó Ä ÐJ à JÑ ÀE ‚ Ò!ß "Ó Ä J, ,

definidas na alínea a) de . Tendo em conta  (com ,3.6.18 3.6.11 N œ Ò!ß "Ó
K œ ÐJ à JÑ ÐJ à JÑ ‚ J Ä J_ _ e a aplicação de avaliação  como
multiplicação), podemos considerar uma aplicação  deFÀ E ‚ Ò!ß "Ó Ä J
classe  definida pela condição de se terG"

F :ÐBß >Ñ œ Ð>ÑÐBÑ ,

onde  é a aplicação diferenciável definida pelas condições:ÐBÑÀ Ò!ß "Ó Ä J

:ÐBÑ !Ð!Ñ œ C  e

: > : #ÐBÑ
w

ÐBÑÐ>Ñ œ ÐBß >ÑÐ Ð>ÑÑ  ÐBß >Ñ,   (1)

aplicação cujo diferencial parcial  está definido pelaH − ÐIàJÑ" ÐBß>ÑF _

condição de se ter  com  definidoH œ Ð>Ñ À Ò!ß "Ó Ä ÐIà JÑs s" ÐBß>Ñ ÐBÑ ÐBÑF : : _

pelas condições de se ter  e, nas notações de ,:s Ð!Ñ œ !ÐBÑ 3.6.10

: 3 > : #s s s sÐ>Ñ œ ÐBß >Ñß Ð>Ñ  ÐBß >ÑÐBÑ ÐBÑ
w ˆ ‰   (2)

com

# 3 > : # _sÐBß >Ñ œ H ß Ð>Ñ  H − ÐIàJÑ˜ ,ˆ ‰" "ÐBß>Ñ ÐBÑ ÐBß>Ñ

onde

3 _ _ _

3 _ _ _

sÀ ÐJ à JÑ ‚ ÐIà JÑ Ä ÐIàJÑ

À ÐIà ÐJ à JÑÑ ‚ J Ä ÐIàJÑ˜

291A demonstração que apresentamos é baseada na que se encontra, na situação mais
geral das equações diferenciais totais não necessariamente lineares, em .Dieudonné, [6]
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estão definidos por

3 ! - ! -

3 " "

sÐ ß ÑÐ?Ñ œ Ð Ð?ÑÑ

Ð ß AÑÐ?Ñ œ Ð?ÑÐAÑ

,
˜ .

b) Lembrando a caracterização de uma possível solução na alínea b) de
3.6.18, consideremos a aplicação  de classe  definida por0 ÀE Ä J G"

0ÐBÑ œ Ð"Ñ œ ÐBß "Ñ: FÐBÑ .

Reparando que  e  constatamos que a aplicação> #ÐB ß >ÑÐCÑ œ ! ÐB ß >Ñ œ !! !

de valor constante  é solução da equação diferencial linear (1) para C B œ B! !

pelo que  para cada , em particular .: :ÐB Ñ ÐB Ñ! ! !! !
Ð>Ñ œ C > 0ÐB Ñ œ Ð"Ñ œ C

Resta-nos provar, o que faremos nas próximas alíneas, que se tem

H0 œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ  ÐBÑB > #

para cada .B − E
c) Consideremos  e  fixados e seja  a aplicação deB − E ? − I 1À Ò!ß "Ó Ä J
classe  definida por . Vem  e,G 1Ð>Ñ œ Ð>ÑÐ?Ñ 1Ð!Ñ œ Ð!ÑÐ?Ñ œ !s s"

ÐBÑ ÐBÑ: :

tendo em conta (2),

1 Ð>Ñ œ ÐBß >ÑÐ1Ð>ÑÑ  H Ð?ÑÐ Ð>ÑÑ  H Ð?Ñw
" "ÐBß>Ñ ÐBÑ ÐBß>Ñ> > : # .

d) Consideremos, mais uma vez,  e  fixados e seja B − E ? − I 2À Ò!ß "Ó Ä J
a aplicação de classe  definida porG"

2Ð>Ñ œ > ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  > ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñˆ ‰> : #! ! ! !ÐBÑ .

Vem  e2Ð!Ñ œ !

2 Ð>Ñ œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  > H ÐB  B Ñ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ 

 > ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ 

 >H

w
! ! !ÐBÑ B >ÐBB Ñ ÐBÑ

! ! ! !ÐBÑ
w

B 

ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰> : > :

> : #

#

! !

!

    

    >ÐBB Ñ !

! ! !ÐBÑ B >ÐBB Ñ ÐBÑ

! ! ÐBÑ

!

! !

ÐB  B ÑÐ?Ñ œ

œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  > H ÐB  B Ñ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ 

 > ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ ÐBß >ÑÐ Ð>ÑÑ Ð?Ñ 

 > Ð

ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰
ˆ

> : > :

> > :

>

    

    B  >ÐB  B ÑÑ ‚ ÐBß >Ñ Ð?Ñ  ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ 

 >H ÐB  B ÑÐ?Ñ œ

œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  > H ÐB  B Ñ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ

! ! ! !

B >ÐBB Ñ !

! ! !ÐBÑ B >ÐBB Ñ ÐBÑ

# #

#

> : > :

‰
ˆ ‰ ˆ ‰    

! !

! !


 > ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ ÐB  B Ñ Ð?Ñ 

 > ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ ÐB  >ÐB  B ÑÑÐB  B Ñ Ð?Ñ 

 ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ 

    

    

    

Š ‹ˆˆ ‰ ‰
Š ‹ˆˆ ‰
> > :

> #

#

! ! ! ! !ÐBÑ

! ! ! ! !

! ! >H ÐB  B ÑÐ?Ñ#B >ÐBB Ñ !! !
.

Utilizando agora a definição das aplicações bilineares G GB BßC e  em ,3.6.19
que pelas condições de integrabilidade são simétricas, obtemos
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2 Ð>Ñ œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ 

 > ÐB  B ß ?Ñ  > œ

œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>

w
! ! ! !ÐBÑ

B >ÐBB ÑÑß Ð>Ñ !

! ! ÐBÑ

ˆ ‰
ˆ
> : #

G

> :

    
! ! ÐBÑ: GB >ÐBB Ñ !! !

ÐB  B ß ?Ñ

Ñ Ð?Ñ  ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ 

 > Ð?ß B  B Ñ  > œ

œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ 

‰
ˆ ‰

#

G

> : #

! !

B >ÐBB ÑÑß Ð>Ñ !

! ! ! !ÐBÑ

    

    

! ! ÐBÑ: GB >ÐBB Ñ !! !
Ð?ß B  B Ñ

 > H Ð?Ñ ‚ Ð>Ñ ÐB  B Ñ  >H Ð?ÑÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ > ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ ÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB

ˆ ‰
Š ‹ˆ ˆ ‰ ‰
Š

> : #

> > :

>

B >ÐBB Ñ ÐBÑ B >ÐBB Ñ! !

! ! ! ! !ÐBÑ

!

! ! ! !

    

     B ÑÑ ‚ > ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ ÐB  B Ñ! ! ! !ˆ ˆ ‰‹#

ou ainda, lembrando a definição de  e as caracterizações de  e de  e2Ð>Ñ > #
dos respetivos diferenciais parciais em ,3.6.18

2 Ð>Ñ œ ÐB  >ÐB  B ÑÑ ‚ Ð>Ñ Ð?Ñ  ÐB  >ÐB  B ÑÑÐ?Ñ 

 > H Ð?Ñ ‚ Ð>Ñ ÐB  B Ñ  >H Ð?ÑÐB  B Ñ 

 ÐB  >ÐB  B

w
! ! ! !ÐBÑ

B >ÐBB Ñ ÐBÑ B >ÐBB Ñ! !

! !

ˆ ‰
ˆ ‰
ˆ
> : #

> : #

>

    

    
! ! ! !

ÑÑ ‚ 2Ð>Ñ ÐB  B Ñ œ

œ ÐBß >ÑÐ2Ð>ÑÑ  H Ð?ÑÐ Ð>ÑÑ  H Ð?Ñ

‰ !

" "ÐBß>Ñ ÐBÑ ÐBß>Ñ> > : # .

e) Comparando a fórmula para 1wÐ>Ñ obtida em c) com a última fórmula para
2 Ð>Ñ 1ß 2À Ò!ß "Ó Ä Jw  obtida em d), vemos que  são duas soluções duma
mesma equação diferencial linear com a mesma condição inicial  peloÐ!ß !Ñ
que pela unicidade de solução temos  para cada , em particular2Ð>Ñ œ 1Ð>Ñ >

H0 Ð?Ñ œ H Ð?Ñ œ Ð"ÑÐ?Ñ œ 1Ð"Ñ œ 2Ð"Ñ œs

œ ÐBÑ ‚ Ð"Ñ Ð?Ñ  ÐBÑÐ?Ñ œ

œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ Ð?Ñ  ÐBÑÐ?Ñ

B " ÐBß"Ñ ÐBÑ

ÐBÑ

F :

> : #

> #

ˆ ‰ˆ ‰ ,

ou seja , pelo que atingimos o objetivo apontadoH0 œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ  ÐBÑB > #
em b). 

3.6.21 (Corolário — Equações diferenciais lineares na variável complexa)
Sejam  e  espaços vetoriais normados complexos. o primeiro dos quaisJ K
completo e  uma aplicação bilinear contínua, para a qual utili-3À K ‚ J Ä J
zaremos a notação multiplicativa . Sejam  umD ‚ C œ ÐDß CÑ − J E §3 ‚
domínio de diferenciabilidade localmente convexo e estrelado relativamente
a um certo  e  e  duas aplicações de classe .B − E ÀE Ä K ÀE Ä J G!

"> #
Para cada  existe então uma única aplicação diferenciável C − J 0ÀE Ä J!

tal que  e , aplicação  essa que é0ÐB Ñ œ C 0 ÐBÑ œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ  ÐBÑ 0! !
w > #

mesmo de classe  no caso em que  e  são de classe .G G5" 5> #
Dem: Considerando a isometria linear  referida em ,E _ ‚À Ð à J Ñ Ä J 2.1.42
obtemos uma aplicação de classe  (respetivamente de classe G G Ñ" 5

# E # _ ‚s œ ‰ ÀE Ä Ð à JÑ"

e uma aplicação bilinear contínua
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3 E 3 _ ‚s œ ‰ ÀK ‚ J Ä Ð à JÑ" ,

tendo-se então que a equação diferencial linear

0 ÐBÑ œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ  ÐBÑw > #

fica equivalente à equação diferencial total linear

H0 œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ  ÐBÑÞsB > #

Para obtermos a conclusão pretendida basta assim aplicar o teorema de
Frobenius linear  desde que se prove a simetria das aplicações3.6.20
bilineares  e  intervenientes nas condiçõesG ‚ ‚ G ‚ ‚B BßCÀ ‚ Ä J À ‚ Ä J
de integrabilidade em  e isso resulta de que, como para qualquer3.6.19
aplicação bilinear (complexa) , tem-se‚ ‚‚ Ä J

G G G

G G G
B B B

BßC BßC BßC

Ð?ß @Ñ œ ?@ Ð"ß "Ñ œ Ð@ß ?Ñ

Ð?ß @Ñ œ ?@ Ð"ß "Ñ œ Ð@ß ?Ñ

,
. 

Como aplicação do resultado precedente, podemos construir uma função
logaritmo no contexto de , estendendo os logaritmos usuais dos reais‚
maiores que , e verificar as propriedades básicas dessa função.!

3.6.22 (Um logaritmo no contexto de ) a)‚  O subconjunto  de  é‚ ‚Ï Ó_ß !Ó
aberto e estrelado relativamente a  e existe uma única aplicação diferen-"
ciável Log  verificando as condiçõesÀ Ï Ó_ß !Ó Ä‚ ‚

Log , Log ,   Ð"Ñ œ ! ÐDÑ œ
"

D
w(1)

aplicação essa que é mesmo de classe .G_

b) Considerando a aplicação exponencial  referida em ,expÀ Ä‚ ‚ 3.6.15
tem-se Log  para cada .expÐ ÐDÑÑ œ D D − Ï Ó_ß !Ó‚
c) No caso em que , tem-se Log .D − Ó!ß_Ò ÐDÑ œ ÐDÑ −ln ‘
d) Mais geralmente, sendo  tem-seD − Ï Ó_ß !Ó‚

Log ,ÐDÑ œ =  >3

onde  e  são os definidos por= − > − Ó ß Ò‘ 1 1

= œ ÐlDlÑ Ð>Ñ  Ð>Ñ 3 œ
D

lDl
ln cos, sen ,

em particular tem-se

Log .Ð Ï Ó_ß !ÓÑ œ ‚ Ó ß Ò‚ ‘ 1 1

Note-se que ao real Log  também se dá o nome de > œ eÐ ÐDÑÑ argumento
principal de , notado Arg , tendo-se assim Log Arg .D ÐDÑ ÐDÑ œ ÐlDlÑ  ÐDÑ3ln
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Dem: a) Comecemos por mostrar que  é estrelado relativamente‚ Ï Ó_ß !Ó
a . Ora, sendo  em  e  então ou e" D œ +  ,3 Ï Ó_ß !Ó = − Ó!ß "Ò , œ !‚
+  !, caso em que,

Ð"  =Ñ"  =D œ Ð"  =Ñ"  =+ − Ó!ß_Ò § Ï Ó_ß !Ó‚  

ou , caso em que  não pertence a  por ter, Á ! Ð"  =Ñ"  =D Ó_ß !Ó
coeficiente parte imaginária igual a . Podemos agora utilizar ,=, Á ! 3.6.21
com  e , para garantir a existência de uma única aplicação> #œ ! ÐDÑ œ "

D

diferenciável Log  verificando (1), aplicação essa que éÀ Ï Ó_ß !Ó Ä‚ ‚
mesmo de classe .G_ 292

b) Sejam  as aplicações diferenciáveis definidas por0 ß 1À Ï Ó_ß !Ó Ä‚ ‚

0ÐDÑ œ Ð ÐDÑÑ 1ÐDÑ œ Dexp Log , .

Ven  e para cada 0Ð"Ñ œ " œ 1Ð"Ñ D − Ï Ó_ß !Ó‚

0 ÐDÑ œ Ð ÐDÑÑ ÐDÑ œ 0ÐDÑ
"

D

1 ÐDÑ œ " œ 1ÐDÑ
"

D

w w

w

exp Log Log ,

pelo que  e  são duas soluções de uma mesma equação diferencial linear0 1
com uma mesma condição inicial e portanto  para cada .0ÐDÑ œ 1ÐDÑ D
c) Basta atender a que a aplicação  definida por0 À Ó!ß_Ò Ä ‚

0ÐDÑ œ ÐDÑ  ÐDÑLog ln

verifica  e .0Ð"Ñ œ ! 0 ÐDÑ œ !w

d) Sejam  as aplicações de classe  definidas por0 ß 1À Ï Ó_ß !Ó Ä G‚ ‘ _

Log .ÐDÑ œ 0ÐDÑ  1ÐDÑ 3

Tendo em conta a alínea c) de , tem-se3.6.15

D œ Ð ÐDÑÑ œ / Ð1ÐDÑÑ  Ð1ÐDÑÑ 3exp cosLog sen ,0ÐDÑ ˆ ‰
e portanto , ou seja , e  não toma os valores  elDl œ / 0ÐDÑ œ ÐlDlÑ 1ÐDÑ0ÐDÑ ln 1
 D − Ó_ß !Ò Ï Ó_ß !Ó1 ‚ (para os quais viria ) . Uma vez que  é conexo,
por ser estrelado relativamente a , concluímos que  é um" 1Ð Ï Ó_ß !ÓÑ‚
intervalo de  que contém  e não contém  nem , o que implica‘ 1 1! œ 1Ð"Ñ 
que  para cada . Tem-se então1ÐDÑ − Ó ß Ò D − Ï Ó_ß !Ó1 1 ‚

D

lDl
œ Ð1ÐDÑÑ  Ð1ÐDÑÑ 3cos sen

pelo que as restantes afirmações de d) resultam da propriedade conhecida das

292É um luxo, que porventura alguns considerarão de mau gosto, utilizar  para tirar3.6.21
esta conclusão. Trata-se essencialmente de um problema de existência de primitiva que
pode ser facilmente resolvido a partir de .3.5.22
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funções trigonométricas que afirma que todo o complexo de módulo  pode"
ser escrito de um único modo na forma sen  com , ocosÐ>Ñ  Ð>Ñ3 > − Ó ß Ó1 1
complexo sendo 1 quando . > œ 1 

Exercícios

Ex. 3.6.1 (As funções trigonométricas e a constante  reinventadas)1  Neste exercício
vamos supor que nunca estudámos as funções trigonométricas e fazer uma construção
alternativa destas baseada nas propriedades das equações diferenciais lineares.
a) Mostrar que existem funções diferenciáveis Sen  e Cos  únicas queÀ Ä À Ä‘ ‘ ‘ ‘
verifiquem as condições

Sen , Cos , Sen Cos(t), Cos SenÐ!Ñ œ ! Ð!Ñ œ " Ð>Ñ œ Ð>Ñ œ  Ð>Ñw w

e que estas aplicações são mesmo de classe .   Caracterizar a apli-G_ 293 Sugestão:
cação de  para  que a  associa Sen Cos  como a solução de uma equação‘ ‘# > Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑ
diferencial linear conveniente que para  toma o valor .> œ ! Ð!ß "Ñ
b) Verificar que qualquer que seja  tem-se> − ‘

Sen Cos ,# #Ð>Ñ  Ð>Ñ œ "

em particular Sen  e Cos  pertencem a .Ð>Ñ Ð>Ñ Ò"ß "Ó
c) Verificar que qualquer que seja  tem-se> − ‘

Sen Sen , Cos Cos .Ð>Ñ œ  Ð>Ñ Ð>Ñ œ Ð>Ñ

Sugestão: Verificar que as aplicações de  em  que a  associam‘ ‘# >

Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑ Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑSen Cos e Sen Cos

são soluções de uma mesma equação diferencial linear com o mesmo valor para
> œ !.
d) Verificar que quaisquer que sejam  tem-se=ß > − ‘

Sen Sen Cos Cos Sen ,
Cos Cos Cos Sen Sen .

Ð=  >Ñ œ Ð=Ñ Ð>Ñ  Ð=Ñ Ð>Ñ

Ð=  >Ñ œ Ð=Ñ Ð>Ñ  Ð=Ñ Ð>Ñ

Sugestão: Análoga à da alínea precedente mas considerando  fixado e  como= >
variável.
e) Verificar que existe  tal que para cada  se tenha+  ! > − Ò!ß +Ò

È#

#
 Ð>Ñ Ÿ "Cos .

Notando  o conjunto dos  nestas condições, verificar que se  tem-seN + + − N

293É claro que, conhecendo já as funções trigonométricas sen e cos, definidas geometri-
camente, e as sua propriedades fundamentais, concluímos que Cos cos  eÐ>Ñ œ Ð>Ñ
Sen sen  e que a constante  que definiremos adiante coincide com a constante Ð>Ñ œ Ð>Ñ s1 1
definida geometricamente.
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!  Ð>Ñ 
#

#
Sen

È
para cada  e no intervalo  a função Sen é estritamente crescente e a> − Ó!ß +Ò Ò!ß +Ó
função Cos é estritamente drecrescente.
f) Nas notações de e), verificar que se  então  e deduzir que o conjunto + − N +  " N
admite um máximo  e que se tem!  +  "!

Cos SenÐ+ Ñ œ Ð+ Ñ œ
#

#
! !

È
e daqui que .+ !

#
#

È
g) Definir a constante  por , a qual verifica portanto .1 1 1s s sœ %+ # #   %!

È 294

Determinar os valores de Sen  e de Cos  para os valores ,  e  de  e deduzirÐ>Ñ Ð>Ñ # >s s1s
# 1 1

que as funções Sen e Cos são periódicas de período .  Utilizar as fór-#s1 Sugestão:
mulas para Sen  e Cos  que se deduzem das igualdades em d).Ð#>Ñ Ð#>Ñ
h) Verificar que se tem Cos  para cada . Deduzir que no intervaloÐ>Ñ  ! > − Ò!ß Ò1s#
Ò!ß Ó1s#  a função Sen é estritamente crescente e a função Cos é estritamente descres-
cente.  Utilizar as desigualdades obtidas em e) e a fórmula para Cos  queSugestão: Ð#>Ñ
se deduz da segunda igualdade em d).
i) Utilizar as conclusões de h) e c) e as fórmulas

Cos Cos , Sen Sen ,Ð  >Ñ œ  Ð>Ñ Ð  >Ñ œ Ð>Ñs s1 1

que se justificam facilmente, para mostrar que a aplicação de  para  que a Ó ß Ó >s s1 1 ‘#

associa Cos Sen  é injetiva e tem como imagemÐ Ð>Ñß Ð>ÑÑ

W œ ÖÐBß CÑ − ± B  C œ "×‘# # # .

j) Deduzir de i) que é também injetiva e com imagem  a aplicação de  para W Ò!ß # Òs1 ‘#

que a  associa Cos Sen .> Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑ

Ex. 3.6.2 Sejam  uma álgebra de Banach e  um elemento tal que .X XN − N † N œ "
Mostrar que para cada  tem-se> − ‘

exp cosÐ>N Ñ œ Ð>Ñ † "  Ð>Ñ † Nsen ,

em particular sen .exp cosÐN Ñ œ Ð"Ñ † "  Ð"Ñ † N

Ex. 3.6.3 (Equações diferenciais lineares de coeficientes constantes) Nas notações de
3.6.2, as aplicações  e  podem ser consideradas os coeficientes da> #À N Ä K À N Ä J
equação diferencial linear e, desse ponto de vista, chamam-se equações diferenciais
lineares de coeficientes constantes àquelas em que as aplicações  e  são constantes,> #
caso em que não há nenhuma razão que leve a não tomar para  a totalidade de .N ‘
Neste contexto podemos notar  o vetor do espaço de Banach  que é o valorC Js!

constante da aplicação ,  o vetor do espaço vetorial normado  que é o valor# D Ks!

constante da aplicação  e  a aplicação linear contínua definida por> - _− ÐJ à J Ñ
C È D ‚ Cs! , o que conduz a que a equação diferencial linear de coeficientes

294Esta estimativa não se pode considerar muito precisa mas sempre poderá servir
nalgumas situações. É claro que, conhecendo já as funções trigonométricas sen e cos
definidas geometricamente e a constante  definida no mesmo contexto, concluímos que1
1 1s œ .
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constantes possa ser escrita na forma

0 Ð>Ñ œ Ð0Ð>ÑÑ  Csw
!- ,

que não necessita referir o espaço , onde se procura a aplicação  queK 0À Ä J‘
verifica aquela equação e uma certa condição inicial .0Ð> Ñ œ C! !

a) (O caso da equação homogénea) Verificar que a solução da equação diferencial
linear homogénea de coeficientes constantes

0 Ð>Ñ œ Ð0Ð>ÑÑw -

com a condição inicial  pode ser dada explicitamente por0Ð> Ñ œ C! !

0Ð>Ñ œ Ð>  > Ñ ÐC Ñexpˆ ‰! !- ,

onde  é a aplicação exponencial da álgebra de Banach  que examinámosexp _ÐJ à J Ñ
em  e que sabemos coincidir com a aplicação  definida no exercício .3.6.14 2.3.11exp
b) (O caso da equação não necessariamente homogénea) Verificar que a solução
da equação diferencial linear de coeficientes constantes

0 Ð>Ñ œ Ð0Ð>ÑÑ  Csw
!-

com a condição inicial  pode ser dada explicitamente por0Ð> Ñ œ C! !

0Ð>Ñ œ Ð>  > Ñ Ð2Ð>ÑÑexpˆ ‰! -

onde

2Ð>Ñ œ C  Ð=  = Ñ ÐC Ñ .=s! !
>

>

!( ˆ ‰
!

exp - .

c) (Generalização de b)) Verificar que, no caso em que o “coeficiente” corres-
pondente a  continua a ser constante mas o correspondente a  já não o é neces-> #
sariamente, havendo portanto lugar para considerar um intervalo não trivial  comoN
domínio de , a solução da equação diferencial#

0 Ð>Ñ œ Ð0Ð>ÑÑ  Ð>Ñw - #

com a condição inicial  pode ser dada explicitamente no intervalo  por0Ð> Ñ œ C N! !

0Ð>Ñ œ Ð>  > Ñ Ð2Ð>ÑÑexpˆ ‰! -

onde

2Ð>Ñ œ C  Ð=  = Ñ Ð Ð=ÑÑ .=! !
>

>( ˆ ‰
!

exp - # .

Ex. 3.6.% Seja  a álgebra das matrizes reais do tipo , que se viu no exercício`8 8 ‚ 8
2.3.9 ser uma álgebra de Banach para uma norma conveniente. Lembrar que, como se
viu no exercício , tem lugar uma aplicação de classe  , que a3.2.7 G À Ä_

8det ` ‘
cada matriz associa o seu determinante e que, para cada matriz invertível , tem-se\

H ÐEÑ œ ÐE ‚\ Ñ ‚ Ð\Ñdet det\
"Tr ,

onde se nota Tr  o traço duma matriz .ÐFÑ F
Mostrar que, para cada matriz , tem-se] − `8
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det expÐ Ð] ÑÑ œ /TrÐ] Ñ.

Sugestão: Mostrar, mais geralmente, que , verificando quedet expÐ Ð>] ÑÑ œ /> Ð] ÑTr

ambos os membros são soluções de uma mesma equação diferencial linear com a
mesma condição inicial.

Ex. 3.6.5 a) Sejam  e  duas álgebras de Banach sobre  e  um X Y Š 0 X YÀ Ä morfismo
unitário de álgebras normadas, isto é uma aplicação linear contínua verificando as
condições  e  quaisquer que sejam . Verificar0 0 0 0 XÐ"Ñ œ " ÐB † CÑ œ ÐBÑ † ÐCÑ Bß C −
que, para as aplicações exponenciais de  e de , tem-seX Y

0 0Ð ÐBÑÑ œ Ð ÐBÑÑexp exp

qualquer que seja . Na notação utilizada em , mostrar que seB − X Sugestão: 3.6.14
tem, mais geralmente, .0Ð0 Ð>ÑÑ œ 0 Ð>ÑÐBÑ Ð ÐBÑÑ0

b) Seja  uma álgebra de Banach e consideremos a  , aX Xálgebra de Banach oposta ‡

saber aquela que apenas difere da original por considerarmos uma nova multiplicação
‡ B‡C œ C † B definida por . Mostrar que as aplicações exponenciais  de  e de exp X X*

coincidem.  Ter em conta uma das conclusões da alínea a) de .Sugestão: 3.6.16
c) Seja  um espaço de Hilbert e consideremos a correspondente álgebra de BanachI
_ÐIàIÑ como álgebra de Banach real assim como a respetiva álgebra de Banach
oposta . Reparar que tem lugar um morfismo unitário de álgebras normadas_ÐIàIÑ‡

reais  que a cada  associa a aplicação linear_ _ - _ÐIàIÑ Ä ÐIàIÑ − ÐIàIÑ‡

adjunta  e deduzir de a) que se tem-‡

exp expÐ Ñ œ Ð Ñ- -‡ ‡ .

Ex. 3.6.6 Sejam  um espaço de Banach sobre  e  uma aplicação bili-I ÀI ‚ I Ä IŠ #
near contínua e notemos, como noutras situações já encontradas, . #ÐBß CÑ œ B † C 295

Se  é uma aplicação linear contínua, diz-se que  é um  se se- -À I Ä I #-morfismo
tem  quaisquer que sejam  e que  é uma - - - -ÐB † CÑ œ ÐBÑ † ÐCÑ Bß C − I #-derivação
se se tem  quaisquer que sejam . Consideremos- - -ÐB † CÑ œ ÐBÑ † C  B † ÐCÑ Bß C − I
a álgebra de Banach  e a correspondente aplicação exponencial que_ÐIàIÑ
notaremos .exp
a) Mostrar que, se  é uma -derivação, então a aplicação linear contínua- #
expÐ ÑÀ I Ä I- # é um -morfismo.
Sugestão: Uma ideia que pareceria natural seguir, na sequência do que se tem vindo a
fazer, seria tentar mostrar que, nas notações de , viria, mais geralmente,3.6.14
quaisquer que sejam ,Bß C − I

0 Ð>ÑÐB † CÑ œ 0 Ð>ÑÐBÑ † 0 Ð>ÑÐCÑÐ Ñ Ð Ñ Ð Ñ- - -   (1)

constatando que ambos os membros seriam soluções de uma mesma equação diferen-
cial linear com uma mesma condição inicial. Esta ideia parece não funcionar direta-
mente mas já funciona se escrevermos a condição de  ser -derivação na forma- #

- # # - # -‰ œ ‰ Ð ‚ M. Ñ  ‰ ÐM. ‚ ÑI I

(igualdade em ) e escrevermos a igualdade (1), a estabelecer, na forma_ÐIßIàIÑ

295Por exemplo,  pode ser uma álgebra de Banach e  a respetiva multiplicação.I #
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0 Ð>Ñ ‰ œ ‰ Ð0 Ð>Ñ ‚ 0 Ð>ÑÑÐ Ñ Ð Ñ Ð Ñ- - -# # .

b) Mostrar que, se  é tal que, para cada ,  seja um -mor-- _ ‘ - #− ÐIàIÑ > − Ð> Ñexp
fismo, então  é uma -derivação (não afirmamos, no entanto, que se  for um- # -expÐ Ñ
# - #-morfismo  tenha que ser uma -derivação).  Reparar que basta derivarSugestão:
como funções de  ambos os membros da igualdade>

0 Ð>ÑÐB † CÑ œ 0 Ð>ÑÐBÑ † 0 Ð>ÑÐCÑÐ Ñ Ð Ñ Ð Ñ- - -

e fazer em seguida .> œ !

Ex. 3.6.7 (Invertibilidade da aplicação exponencial no espaço das aplicações 
autoadjuntas) Seja  um espaço de Hilbert sobre  e notemos  oI ÐIàIÑŠ _=+

subespaço vetorial  de  constituído pelas aplicações lineares contínuasreal _ÐIàIÑ
autoadjuntas (cf. ).2.5.34
a) Mostrar que se  fica definida uma aplicação sesquilinear hermítica- _− ÐIàIÑ=+

contínua associada  (cf.  e ) por! ŠÀ I ‚ I Ä 2.5.3 2.5.4

! -ÐBß CÑ œ ØBß ÐCÑÙ.

b) Diz-se que uma aplicação linear contínua autoadjunta  é -À I Ä I topologi-
camente definida positiva se a aplicação sesquilinear hermítica associada o for (cf. o
exercício ) isto é, se existe  tal que3.3.8 &  !

ØBß ÐBÑÙ   ØBß BÙ- & ,

para cada  .B − I
c) Mostrar que, se  é topologicamente definida positiva, então pode-se- _− ÐIàIÑ=+

definir um novo produto interno em , pondoI

ØØBß CÙÙ œ ÐBß CÑ œ ØBß ÐCÑÙ! - ,

produto interno esse cuja norma associada é equivalente à associada ao produto
interno original.
d) Mostrar que, se    é um outro produto interno de , cuja norma associada sejaØØ ß ÙÙ I
equivalente à associada ao produto interno original, então existe um, e um só,
- _ - -− ÐIàIÑ ØØBß CÙÙ œ ØBß ÐCÑÙ tal que se tenha  e que  é então autoadjunta e
topologicamente definida positiva.  Ter em conta o teorema da represen-Sugestão:
tação de Riesz em .2.5.29
e) Mostrar que, se  é uma aplicação linear contínua autoadjunta e topologi--À I Ä I
camente definida positiva, então  é um isomorfismo topológico de  sobre .- I I
Sugestão: Sendo , considerar uma aplicação linear contínuaØØBß CÙÙ œ ØBß ÐCÑÙ-
. .À I Ä I ØBß CÙ œ ØØBß ÐCÑÙÙ tal que se tenha .
f) Mostrar que o subconjunto  de , constituído pelas aplicações_ _=+ =+ÐIàIÑ ÐIàIÑ
lineares autoadjuntas topologicamente definidas positivas é um aberto convexo
daquele espaço, que contém a aplicação identidade .M.I
g) Mostrar que, se , então, considerando a aplicação exponencial - _− ÐIàIÑ=+ exp
da álgebra de Banach , a aplicação linear contínua  é auto-_ -ÐIàIÑ Ð ÑÀ I Ä Iexp
adjunta e definida positiva.  Reparar que se temSugestão:

exp exp expÐ Ñ œ Ð Ñ ‰ Ð Ñ
# #

-
- -

.

h) Mostrar que se pode definir uma aplicação de classe C ,_
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logÀ ÐIàIÑ Ä ÐIàIÑ_ _=+ =+ ,

pondo

logÐ Ñ œ Ð"  >ÑM.  > ‰ Ð  M. Ñ .>. . .( ˆ ‰
!

"

I I
"

(dizemos que log  é o logaritmo da aplicação linear contínua autoadjunta e definidaÐ Ñ.
positiva ).  Ter em conta o resultado sobre a diferenciabilidade do integral. Sugestão:
paramétrico em  assim como as seguintes propriedades algébricas elementares3.5.19
em :  Se  e  é invertível então ;  Se  é_ ! " " ! ! ! " " ! !ÐIàIÑ ‰ œ ‰ ‰ œ ‰1) 2)" "

invertível então a adjunta  é também invertível e com ( , em! ! !‡ ‡ " " ‡Ñ œ Ð Ñ
particular se  é autoadjunto o mesmo acontece a ;  Se  e  e ! ! ! " " ! ! "" 3) ‰ œ ‰
são autoadjuntas então  é autoadjunta.! "‰
i) Mostrar que  e que, para cada  e cada logÐM Ñ œ ! − ÐIàIÑ − ÐIàIÑI =+ =+. _ ! _
tais que , tem-se. ! ! .‰ œ ‰

H Ð Ñ œ ‰log. ! . !" .

Sugestão: Aplicar o teorema de derivação do integral paramétrico em ,3.5.18
aplicando a fórmula para a derivada da inversão em , e reparar que a função3.2.20
integranda admite a primitiva

: . !Ð>Ñ œ > Ð"  >ÑM.  > ‰ˆ ‰I
"

.

j) Mostrar que, para cada , tem-se- _− ÐIàIÑ=+

log expˆ ‰Ð Ñ œ- -.

Sugestão: Verificar, mais geralmente, que, para cada , ,> − Ð> Ñ œ >‘ - -log expˆ ‰
utilizando a conclusão de i) para derivar o primeiro membro.
k) Mostrar que, para cada , tem-se. _− ÐIàIÑ=+

exp logˆ ‰Ð Ñ œ. .

(fica assim provado que a restrição de  a  é um difeomorfismo desteexp _=+ÐIàIÑ
espaço de Banach sobre o seu aberto , tendo  como difeomorfismoP ÐIàIÑ=+ log
inverso).  Verificar, mais geralmente, que se temSugestão:

expŠ ‹( ˆ ‰
!

=

I I I
"

Ð"  >ÑM.  > ‰ Ð  M. Ñ .> œ Ð"  =ÑM.  =. . .,

reparando que ambos os membros tomam o mesmo valor para  e são soluções de= œ !
uma mesma equação diferencial linear.

Ex. 3.6.8 (Outra caracterização da aplicação exponencial) Seja  um álgebra deX
Banach sobre .Š
a) Mostrar, por indução, que para cada natural  tem lugar uma aplicação8   "
: X X : X8 8

_ 8À Ä G ÐBÑ œ B Bß ? − de classe  definida por  e que se  verificam
B † ? œ ? † B B œ " tem-se (com a convenção )!

H Ð?Ñ œ 8? † B:8B
8".

b) Mostrar que para cada  tem-seB − X
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exp limÐBÑ œ Ð"  Ñ
B

8
  .
8p_

8

Sugestão: Considerar a aplicação diferenciável  e para cada  a0 À Ò!ß "Ó Ä 8 −X 
aplicação diferenciável  definidas por0 À Ò!ß "Ó Ä8 X

0Ð>Ñ œ Ð>BÑ 0 Ð>Ñ œ " 
>B

8
exp , 8

8Š ‹
e, tendo em conta  e , reparar que se  tem-se2.3.33 2.3.34 8  mBm

0 Ð>Ñ œ B † Ð"  >CÑ † 0 Ð>Ñ8
w "

8 ,

com , eC œ B"8

0 B † Ð"  >CÑ † 0Ð>ÑwÐ>Ñ œ " ,

com , tendo então em conta o resultado sobre a continuidade relativamente aoC œ !
parâmetro  em .C 3.6.7

Ex. 3.6.9 (Um resultado sobre a imagem da aplicação exponencial) Seja  umaX
álgebra de Banach e consideremos a aplicação exponencial . Seja expÀ Ä C −X X X
tal que  e lembremos que, tendo em conta  e ,  é invertívelmCm  " "  >C2.3.33 2.3.34
para cada  e é contínua a aplicação de  em  que a  associa .> − Ò!ß "Ó Ò!ß "Ó > Ð"  >CÑX "

a) Sendo

B œ Ð"  >CÑ † C .> −(
!

"
" X,

verificar que se tem  (  é  logaritmo de ).expÐBÑ œ "  C B "  Cum
Sugestão: Sendo  as aplicações de classe  definidas por0 ß 1À Ò!ß "Ó Ä GX "

0Ð=Ñ œ Ð"  >CÑ † C .> 1Ð=Ñ œ Ð0Ð=ÑÑ(
!

=
" , ,exp

verificar que se tem

1 Ð=Ñ œ Ð"  =CÑ † C † 1Ð=Ñw " ,

para o que convirá ter em conta que se  em  e  é invertível entãoA † D œ D † A DX
também

A † D œ D † D † A † D œ D † A † D † D œ D † A" " " " " " .

Reparar então que  e a aplicação  definida por  têm o1 2À Ò!ß "Ó Ä 2Ð=Ñ œ "  =CX
mesmo valor para  e verificam uma mesma equação diferencial linear.= œ !
b) Mostrar que se  verifica  então o elemento  definido em a) admite aC − mCm  " BX
caracterização alternativa

B œ  œ  C   â
C C C

8 # $
" Š ‹
8 "

8 # $

.

Sugestão: Utilizar  para mostrar que tem lugar uma aplicação  de3.3.34 : XÀ Ò!ß "Ó Ä
classe  definida porG"
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:Ð>Ñ œ  œ  >C   â
> C > C > C

8 # $
" Š ‹
8 "

8 8 # # $ $

para a qual se tem

:w # # $ "Ð>Ñ œ  C  >C  > C â œ Ð"  >CÑ † CŠ ‹
e utilizar  para calcular o integral em a).:

Ex. 3.6.10 (Limites “laterais” da função logaritmo Log em )3.6.22
a) (Outra função logaritmo auxiliar) Mostrar que se pode definir uma aplicação de
classe og  porG À Ï Ò!ß_Ò Ä_ _ ‚ ‚

_ 1og LogÐDÑ œ ÐDÑ  3

para a qual se tem

_ 1 _ _og , og , og .Ð"Ñ œ 3 ÐDÑ œ Ð ÐDÑÑ œ D
"

D
w exp

Deduzir que se tem

_og ,ÐDÑ œ =  >3

onde  e  são os definidos por= − > − Ó!ß # Ò‘ 1

= œ ÐlDlÑ Ð>Ñ  Ð>Ñ 3 œ
D

lDl
ln cos, sen ,

em particular a imagem de og é ._ ‘ 1‚ Ó!ß # Ò
b) Reparar que

‚ ‘ ‚ ‚Ï œ Ð Ï Ó_ß !ÓÑ  Ð Ï Ò!ß_ÒÑ

é a união de dois abertos conexos  e , constituídos respetivamente pelos‚ ‚ 

complexos com coeficiente da parte imaginária maior que  e por aqueles com!
coeficiente da parte imaginária menor que . Verificando que!

Log og , Log , og ,Ð3Ñ œ 3 œ Ð3Ñ Ð3Ñ œ  3 Ð3Ñ œ 3
# # #

$1 1 1
_ _

deduzir que se tem og Log  para cada  e og Log_ ‚ _ 1ÐDÑ œ ÐDÑ D − ÐDÑ œ ÐDÑ  # 3

para cada .D − ‚

c) Concluir das alíneas precedentes que para cada  não existe o limite+ − Ó_ß !Ò
lim
DÄ+

Log , mostrando que existem os “limites laterais”ÐDÑ

lim lim ln

lim lim ln

DÄ+ DÄ+
D− D−

DÄ+ DÄ+
D− D−

‚ ‚

‚ ‚

 

 

Log og ,

Log og .

ÐDÑ œ ÐDÑ œ Ð+Ñ  3

ÐDÑ œ ÐDÑ  # 3 œ Ð+Ñ 3

_ 1

_ 1 1

Mostrando que também não existe o limite de Log  quando , concluir que aÐDÑ D Ä !
função Log não pode ser prolongada como função contínua a nenhum domínio que
contenha estritamente o seu.
d) Deduzir de c) que, para a função Arg  referida em ,À Ï Ó_ß !Ó Ä Ó ß Ò‚ 1 1 3.6.22
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tem-se, para cada ,+ − Ó_ß !Ò

lim lim
DÄ+ DÄ+
D− D−‚ ‚ 

Arg , Arg ,ÐDÑ œ ÐDÑ œ 1 1

o que não se poderá considerar um resultado surpreendente.

Ex. 3.6.11 (Teorema de Frobenius no contexto de  e )Š Š8 7  Neste exercício propo-
mo-nos exibir a versão original das equações diferenciais totais lineares em que se
parte de um domínio de diferenciabilidade localmente convexo  (um abertoE § Š8

de , se quisermos simplificar), suposto estrelado relativamente a um certo ,Š8
!B − E

se consideram para ,  e  funções de classe " Ÿ : Ÿ 7 " Ÿ ; Ÿ 7 " Ÿ 3 Ÿ 8 G"

+ ÀE Ä3
:ß; Š

e para  e  funções de classe " Ÿ : Ÿ 7 " Ÿ 3 Ÿ 8 G"

, À E Ä3
: Š

e se procuram funções diferenciáveis  tomando em  valores0 ß 0 ßá ß 0 ÀE Ä B" # 7 !Š
dados em  (as condições iniciais) e verificando o sistema de  equaçõesŠ 7‚ 8
diferenciais “parciais” lineares

ÚÝÝÝÝÛÝÝÝÝÜ

`0
`B

3 3 3
"ß" "ß7 "" 7

`0
`B

3 3 3
#ß" " 7#ß7 #

`0
`B

3
7ß" "

"

3

#

3

7

3

ÐBÑ œ + ÐBÑ 0 ÐBÑ â + ÐBÑ 0 ÐBÑ  , ÐBÑ

ÐBÑ œ + ÐBÑ 0 ÐBÑ â + ÐBÑ 0 ÐBÑ  , ÐBÑ

â

ÐBÑ œ + ÐBÑ 0 ÐBÑ â + ÐBÑ 0 ÐBÑ  , ÐBÑ3 3
7ß7 77 ,

onde cometemos o abuso de, para uma aplicação diferenciável , usar a nota-1ÀE Ä Š

ção  para designar o valor , sendo  o -ésimo elemento da base`1
`B B 3 3

3
ÐBÑ − H1 Ð/ Ñ / 3Š

canónica de , mesmo no caso em que não faça sentido considerar as derivadasŠ8

parciais (no caso em que  é um produto cartesiano  essa notação é compatívelE 296

com o referido em , tendo em conta ).3.3.30 3.3.27
a) Verificar que, notando ,0 ÀE Ä Š7

0ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑß 0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑÑ" # 7 ,

o sistema de equações diferenciais atrás referido é equivalente à equação diferencial
total linear

H0 œ ÐBÑ ‚ 0ÐBÑ  ÐBÑ − Ð à ÑB
8 7> # _ Š Š ,

onde, notando  e  os vetores das bases canónicas de  e / ßá ß / / ßá ß /s s" 8 " 7
8 7Š Š

respetivamente,  é a aplicação de classe  definida por# _ Š ŠÀ E Ä Ð à Ñ G8 7 "

#ÐBÑÐ/ Ñ œ , ÐBÑ /s3 :

:

3
:" ,

> _ Š _ Š ŠÀ E Ä Ð à Ð à ÑÑ G7 8 7 " é a aplicação de classe  definida por

296ou, mais geralmente, contém um tal produto, o que acontece certamente no caso em
que  é aberto.E
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>ÐBÑÐ/ ÑÐ/ Ñ œ + ÐBÑ /s s; 3 :

:

3
:ß;"

e a multiplicação

_ Š _ Š Š Š _ Š ŠÐ à Ð à ÑÑ ‚ Ä Ð à Ñ7 8 7 7 8 7

é a aplicação de avaliação.  Lembrar que duas aplicações lineares com oSugestão:
mesmo domínio coincidem se coincidirem nos vetores de uma base deste.
b) Verificar que as condições de integrabilidade referidas em , para a equação3.6.19
diferencial total linear referida em a) são equivalentes às igualdades

`, `,

`B `B
ÐBÑ  + ÐBÑ, ÐBÑ œ ÐBÑ  + ÐBÑ, ÐBÑ

`+ `+

`B `B
ÐBÑ  + ÐBÑ+ ÐBÑ œ ÐBÑ  + ÐBÑ+ ÐBÑ

4 3
: :

3 4< <

4 3 3 4
:ß< < :ß< <

4 3
:ß; :ß;

3 4< <

4 3 3 4
:ß< <ß; :ß< <ß;

" "
" "

,

,

quaisquer que sejam  e .  Análoga à apontada" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 " Ÿ :ß ; Ÿ 7 Sugestão:
para a alínea precedente mas incluindo propriedades análogas envolvendo aplicações
bilineares e trilineares.
c) (O caso particular em que )7 œ "  O caso particular das alíneas precedentes em
que o espaço de chegada é , em vez de , admite alguma simplificação que valeráŠ Š7

a pena examinar. Mudando ligeiramente as notações, para tirar partido do desapareci-
mento dos índices  e , consideramos  aplicações  e  de: ; #8 + ÀE Ä , ÀE Ä3 3Š Š
classe  (onde ) e procuramos uma aplicação diferenciável G " Ÿ 3 Ÿ 8 0ÀE Ä" Š
com um valor dado no ponto  e verificando o sistema de  equaçõesB − E 8!

diferenciais parciais lineares

`0

`B
ÐBÑ œ + ÐBÑ0ÐBÑ  , ÐBÑ

3
3 3

(onde ). Verificar que a condição de integrabilidade que garante a existên-" Ÿ 3 Ÿ 8
cia (e unicidade) de uma tal aplicação  é equivalente às igualdades0

`,

`B `B
ÐBÑ  + ÐBÑ, ÐBÑ œ ÐBÑ  + ÐBÑ, ÐBÑ

`,

`+

`B `B
ÐBÑ œ ÐBÑ

`+

4

3 4
4 3 3 4

3

4

3 4

3

,

.

§7. Propriedades elementares das aplicações holomorfas.

O nosso objetivo nesta secção é examinar algumas propriedades da dife-
renciabilidade que são válidas apenas no contexto em que o corpo dos
escalares é  e em que os domínios que consideramos são conjuntos‚
abertos, contexto em que é usual utilizar a designação de aplicações holo-
morfas como sinónimo da de aplicações diferenciáveis no sentido
complexo. Como instrumentos fundamentais para esse estudo utiliza-
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remos os integrais ao longo de caminhos e de segmentos e as propriedades
profundas, envolvendo estes, que foram estudadas, num contexto mais
geral, na secção , a partir de . Começamos por estudar as3.5 3.5.23
aplicações cujo domínio é um aberto de .‚

3.7.1 (Os caminhos circulares normalizados) Sejam  e . VamosD − <  !! ‚
notar  a aplicação de classe  definida por# ‚D ß<

_
!
À Ò!ß "Ó Ä G

# 1D ß< !!
Ð>Ñ œ D  < Ð# >3Ñexp

que verifica  (é um caminho fechado) e tem como imagem# #D ß< D ß<! !
Ð!Ñ œ Ð"Ñ

a circunferência de centro  e raio D <!

W ÐD Ñ œ ÖD − ± lD  D l œ <×< ! !‚

(cf. as propriedades da aplicação exponencial em  e as propriedades3.6.15
usuais das funções trigonométricas). Para este caminho tem-se para todo o
A − F ÐD Ñ< !

(
#D ß<!

"

D  A
.D œ # 31 .   (1)

Dem: Repare-se que o integral em (1) faz sentido uma vez que a aplicação
contínua  toma valores no aberto  onde é contínua a função que a# ‚D ß<!

Ï ÖA×

D 1ÀF ÐD Ñ Ä associa . Consideremos a aplicação  definida por"
DA < ! ‚

1ÐAÑ œ .D œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .>
" "

D  A D  < Ð# >3Ñ  A
( (
#D ß<!

!

"

! exp
exp

1
1 1 .

Tendo em conta o teorema de diferenciabilidade do integral paramétrico em
3.5.18 a aplicação  é de classe  e1 G"

1 ÐAÑ œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .> œ !
"

ÐD  < Ð# >3Ñ  AÑ
w

!

"

!
#(

exp
exp

1
1 1 ,

esta última igualdade resultando de que para cada  a aplicaçãoA
: ‚À Ò!ß "Ó Ä  definida por

: 1 1
1

Ð>Ñ œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ
"

ÐD  < Ð# >3Ñ  AÑ!
#exp

exp

admite a primitiva  definida por< ‚À Ò!ß "Ó Ä

<
1

Ð>Ñ œ
"

D  < Ð# >3Ñ  A! exp
,

para a qual se tem . Uma vez que a bola aberta  é< <Ð!Ñ œ Ð"Ñ F ÐD Ñ< !

convexa, em particular estrelada relativamente a , deduzimos de  que aD! 3.3.5
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aplicação  é constante. Para calcular o valor da constante notamos que1

1ÐD Ñ œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .> œ
"

D  < Ð# >3Ñ  D

œ # 3 .> œ # 3

!
!

"

! !

!

"

(
(

exp
exp

1
1 1

1 1 . 

3.7.2 (Fórmula integral de Cauchy) Sejam  um espaço de Banach complexo,J
Y § 0ÀY Ä J‚ um aberto e  uma aplicação , isto é, umaholomorfa
aplicação diferenciável, no sentido complexo, em cada ponto . SejamD − Y
D − Y <  ! F ÐD Ñ Y! < ! e  tais que a bola fechada  esteja contida em . Para
cada  tem-seA − F ÐD Ñ< !

0ÐAÑ œ .D
" 0ÐDÑ

# 3 D  A1
(
#D ß<!

.

Dem: Comecemos por notar que, tendo em conta  e aplicando ,3.7.1 3.5.24
com a aplicação linear contínua , , tem-se‚ Ä J + È +0ÐAÑ

( (Š ‹
# #D ß< D ß<! !

0 ÐAÑ "

D  A D  A
.D œ .D 0ÐAÑ œ # 30ÐAÑ1 .

Consideremos agora uma aplicação  definida por1À Y Ä J

1ÐDÑ œ
D Á A

0 ÐAÑ D œ A
œ 0ÐDÑ0ÐAÑ

DA
w

, se 
, se ,

aplicação que é diferenciável, em particular contínua, em todos os pontos de
Y Ï ÖA× A e também é contínua em , tendo em conta que a caracterização da
derivada  garante que0 ÐAÑw

lim
DÄA
DÁA

1ÐDÑ œ 1ÐAÑ.

Podemos agora aplicar  à restrição de  ao convexo  (que, como3.5.37 1 F ÐD Ñ< !

referido em , é um domínio de diferenciabilidade localmente convexo)3.3.12
para garantir que essa restrição é primitivável e portanto, tendo em conta
3.5.27 e o facto de o caminho  ser fechado#D ß<!

! œ 1ÐDÑ .D œ .D œ
0ÐDÑ  0ÐAÑ

D  A

œ .D  .D œ .D  # 30ÐAÑ
0ÐDÑ 0ÐAÑ 0ÐDÑ

D  A D  A D  A

( (
( ( (
# #

# # #

D ß< D ß<! !

D ß< D ß< D ß<! ! !

1 ,

igualdade que implica a fórmula no enunciado. 
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O resultado precedente já contém uma das conclusões “surpreendentes”
que vamos encontrar no estudo das aplicações holomorfas, nomeadamente
o facto de o valor de  num ponto de  ficar determinado pelos seus0 F ÐD Ñ< !

valores na fronteira , imagem do caminho . O próximoW ÐD Ñ< ! D ß<#
!

resultado examina outra dessas conclusões surpreendentes: Uma aplicação
holomorfa que à partida apenas sabemos ser diferenciável, no sentido
complexo, em cada ponto do domínio é necessariamente uma aplicação de
classe .G_

3.7.3 (Fórmula integral de Cauchy para as derivadas) Sejam  um espaço deJ
Banach complexo,  um aberto e  uma aplicação holomorfa.Y § 0ÀY Ä J‚
Tem-se então:
a) A aplicação  é de classe .0 G_

b) Sejam  e  tais que . Para cada   asD − Y <  ! F ÐD Ñ § Y A − F ÐD Ñ! < ! < !

derivadas de ordem  podem ser caracterizadas por5   "

0 ÐAÑ œ .D
5x 0ÐDÑ

# 3 ÐD  AÑ
Ð5Ñ

5"1
(
#D ß<!

,   (1)

fórmula que, por , também é válida para .3.7.2 5 œ !
Dem: Tendo em conta o facto de a noção de aplicação de classe  ser localG5

(cf. ), para provar a) basta mostrar que para cada  existe um3.2.14 D − Y!

aberto de  contendo  onde a restrição de  é de classe . Dado um talY D 0 G!
_

D <  ! F ÐD Ñ § Y! < !, consideramos  tal que . Vamos mostrar que a restrição
de  ao aberto , que contém , é de classe  e com as derivadas de0 F ÐD Ñ D G< ! !

_

ordem  caracterizadas por (1), o que provará, em particular, a conclusão de5
b). Para isso provamos por indução em  que a restrição é de classe  e5 G5

com a derivada de ordem  caracterizada por (1), sendo cómodo começar5
com o caso , lembrando que  não é mais do que a aplicação .5 œ ! 0 0Ð!Ñ

Tendo em conta o facto de uma aplicação diferenciável ser contínua, portanto
de classe , o caso  resulta da fórmula integral de Cauchy em .G 5 œ !! 3.7.2
Suponhamos então que a conclusão pretendida é verdadeira para um certo
5   ! A − F ÐD Ñ, tendo-se assim para cada < !

0 ÐAÑ œ .D œ
5x 0ÐDÑ

# 3 ÐD  AÑ

œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .>
5x 0ÐD  < Ð# >3ÑÑ

# 3 ÐD  < Ð# >3Ñ  AÑ

Ð5Ñ
5"

!

"
!

!
5"

1

1 1

1
1 1

(
(
#D ß<!

exp
exp

exp .

Para cada  a aplicação de  para  que a  associa> − Ò!ß "Ó F ÐD Ñ J A< !

0ÐD  < Ð# >3ÑÑ

ÐD  < Ð# >3Ñ  AÑ
‚ # <3 Ð# >3Ñ

!

!
5"

exp
exp

exp
1

1
1 1

é derivável e com derivada igual a
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Ð5  "Ñ0ÐD  < Ð# >3ÑÑ

ÐD  < Ð# >3Ñ  AÑ
‚ # <3 Ð# >3Ñ

!

!
5#

exp
exp

exp
1

1
1 1 ,   (2)

sendo contínua a aplicação de  que a  associa (2).F ÐD Ñ ‚ Ò!ß "Ó ÐAß >Ñ< !

Aplicando o teorema de diferenciabilidade do integral paramétrico em ,3.5.18
concluímos assim que a aplicação  é de classe , portanto0 ÀF ÐD Ñ Ä J GÐ5Ñ "

< !

que  é de classe  e que0 ÀF ÐD Ñ Ä J G< !
5"

0 ÐAÑ œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .> œ
5x Ð5  "Ñ0ÐD  < Ð# >3ÑÑ

# 3 ÐD  < Ð# >3Ñ  AÑ

œ .D
Ð5  "Ñx 0ÐDÑ

# 3 ÐD  AÑ

Ð5"Ñ

!

"
!

!
5#

5#

1 1

1
1 1

1

(
(

exp
exp

exp

#D ß<!

,

o que termina a demonstração por indução. 

3.7.4 (Corolário — Estimações de Cauchy) Sejam  um espaço de BanachJ
complexo,  um aberto e  uma aplicação holomorfa. SejamY § 0ÀY Ä J‚
D − Y <  ! F ÐD Ñ § Y Q   ! m0ÐDÑm Ÿ Q! < !,  tal que  e  tal que  para cada
D − W ÐD Ñ Q m0ÐDÑm D< !  (por exemplo  igual ao máximo de  para  no compacto
W ÐD Ñ § Y m0ÐD Ñm Ÿ Q 5   !< ! !). Então  e, mais geralmente, para cada ,

m0 ÐD Ñm Ÿ
5xQ

<
Ð5Ñ

! 5
.

Dem: Tendo em conta , vem3.7.3

m0 ÐD Ñm œ .D œ
5x 0ÐDÑ

# 3 ÐD  D Ñ

œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ.> Ÿ
5x 0ÐD  < Ð# >3ÑÑ

# 3 ÐD  < Ð# >3Ñ  D Ñ

Ÿ 5x
m0ÐD  < Ð# >3ÑÑ

Ð5Ñ
!

!
5"

!

"
!

! !
5"

!

"
!

½ ½(
½ ½(

(

1

1 1

1
1 1

1

#D ß<!

exp
exp

exp

exp m Q 5xQ

< < <
‚ < .> Ÿ 5x .> œ

5" 5 5
!

"( .



3.7.5 (Corolário) Sejam  um espaço de Banach complexo,  um aberto eJ Y § ‚
0 À Y Ä J D − Y <  ! uma aplicação holomorfa. Sejam ,  tal que!

F ÐD Ñ § Y Q   ! m0ÐDÑm Ÿ Q D − F ÐD Ñ< ! < ! e  tal que  para cada . Tem-se
então, quaisquer que sejam :Dß A − F ÐD Ñ<

# !

a
5 "

Ð5Ñ
5

5
m0 ÐDÑm Ÿ

# 5xQ

<
.a)
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m0ÐDÑ  0ÐAÑm Ÿ lD  Al
#Q

<

m0 ÐDÑ  0 ÐAÑm Ÿ lD  Al
)Q

<

,

,w w
#

b)

c) Sendo ,< œ ÖmD  D mß mA  D m×w
! !max

m0ÐDÑ  0ÐAÑ  0 ÐD ÑÐD  AÑm Ÿ < mD  Am
)Q

<
w w

! #
,

em particular

m0ÐDÑ  0ÐD Ñ  0 ÐD ÑÐD  D Ñm Ÿ lD  D l
)Q

<
! ! ! !

w #
#

.

Dem: Para cada  tem-seD − F ÐD Ñ<
# !

W ÐDÑ § F ÐDÑ § F ÐD Ñ< <
# # < !

pelo que, tendo em conta as estimações de Cauchy em , tem-se para3.7.4
cada 5   "

m0 ÐDÑm Ÿ œ
5xQ # 5xQ

<
Ð5Ñ

<
#

5

5

5ˆ ‰ .

Em particular, para cada  vemD − F ÐD Ñs <
# !

m0 ÐDÑm Ÿ m0 ÐDÑm Ÿs s
#Q )Q

< <
w ww

#
, .

Lembrando a isometria natural  e o facto de  serJ Ä Ð à JÑ F ÐD Ñ_ ‚ <
# !

convexo, deduzimos do segundo teorema da média em   que para3.3.4 297

Dß A − F ÐD Ñ<
# !  vem

m0ÐDÑ  0ÐAÑm Ÿ lD  Al
#Q

<

e que para  vemD̃ß A − F ÐD Ñ<
# !

m0 ÐDÑ  0 ÐAÑm Ÿ lD  Al
)Q

<
w w

#
˜ ˜ ,

em particular

m0 ÐDÑ  0 ÐD Ñm Ÿ lD  D l
)Q

<
w w

! !#
˜ ˜ .

Esta última desigualdade implica que para , tem-se para cada ˜Dß A − F ÐD Ñ D<
# !

297Onde , .B œ A B œ D!
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em , com ,ÒÒAß DÓÓ § F ÐD Ñ < œ ÖmD  D mß mA  D m×< ! ! !
w

w max

m0 ÐDÑ  0 ÐD Ñm Ÿ lD  D l Ÿ <
)Q )Q

< <
w w w

! !# #
˜ ˜

e portanto, mais uma vez pelo segundo teorema da média ,298

m0ÐDÑ  0ÐAÑ  0 ÐD ÑÐD  AÑm Ÿ < lD  AlÞ
)Q

<
w w

! #


3.7.6 (Teorema de Morera) Sejam  um aberto,  um espaço de BanachY § J‚
complexo e  uma aplicação contínua. Tem-se então:1À Y Ä J
a) Se  é holomorfa então quaisquer que sejam ,  com1 C − Y <  !!

F ÐC Ñ § Y DßA − F ÐC Ñ< ! < ! e , vem

( ( (
C C A

D A D

! !

1ÐBÑ .B œ 1ÐBÑ .B  1ÐBÑ .B.

b) Se qualquer que seja  existir  tal que  e queC − Y <  ! F ÐC Ñ § Y! < !

quaisquer que sejam Dß A − F ÐC Ñ< !

( ( (
C C A

D A D

! !

1ÐBÑ .B œ 1ÐBÑ .B  1ÐBÑ .B

então  é holomorfa.1
Dem: Suponhamos que  é holomorfa e sejam  e  com1 C − Y <  !!

F ÐC Ñ § Y 1 F ÐC Ñ< ! < !. Aplicando  à restrição de  a , concluímos a3.5.37
existência de uma aplicação holomorfa  tal que 0 ÀF ÐC Ñ Ä J 0 ÐDÑ œ 1ÐDÑ< !

w

para cada  e portanto, pela alínea e) de , quaisquer queD − F ÐC Ñ< ! 3.5.31
sejam  vemDß A − F ÐC Ñ< !

( ( (
C C A

D A D

! !

1ÐBÑ .B œ 1ÐBÑ .B  1ÐBÑ .B.

Suponhamos, reciprocamente, que se verifica a hipótese em b). Dado C − Y!

arbitrário, podemos escolher  verificando as condições em b).<  !
Aplicando  à aplicação  associada à restrição de3.5.32 = _ ‚À F ÐC Ñ Ä Ð à JÑ< !

1 F ÐC Ñ a , concluímos a existência de uma aplicação holomorfa< !

0 ÀF ÐC Ñ Ä J H0 œ ÐBÑ 0 ÐBÑ œ 1ÐBÑ< ! B
w com , isto é , para cada=

B − F ÐC Ñ 0 G< !
_. Tendo em conta , a aplicação  é de classe , em3.7.3

particular a restrição de  a , igual à derivada de  é holomorfa. Por1 F ÐC Ñ 0< !

fim, tendo em conta o facto de a diferenciabilidade ser uma questão local,
concluímos que  é holomorfa.1 

3.7.7 (A série de Taylor de uma aplicação holomorfa) Sejam  um espaço deJ
Banach complexo,  um aberto e  uma aplicação holomorfa.Y § 0ÀY Ä J‚
Sejam  e  tais que . Para cada  tem-seD − Y V  ! F ÐD Ñ § Y A − F ÐD Ñ! V ! V !

298Onde ,  e  corresponde a .B œ A B œ D 0 ÐD Ñ! !
w0
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então

0ÐAÑ œ ÐA  D Ñ œ
0 ÐD Ñ

5x

œ 0ÐD Ñ  0 ÐD ÑÐA  D Ñ  ÐA  D Ñ  ÐA  D Ñ â
0 ÐD Ñ 0 ÐD Ñ

# $x

"
5 !

Ð5Ñ
!

!
5

! ! ! ! !
w # $

ww www
! !

onde a soma envolvida é a de uma família absolutamente somável de vetores
de . J 299

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes, afastando já o caso
trivial em que :A œ D!
a) Seja  fixado. Fixemos  com . SejamA − F ÐD Ñ <  ! lA  D l  <  VV ! !

!  =  " = œ Q   ! m0ÐDÑm D o definido por  e  o máximo de  para  nolAD l
<

!

compacto .W ÐD Ñ § Y< !

b) As estimações de Cauchy em  implicam que se tem3.7.4

½ ½0 ÐD Ñ QlA  D l

5x <
ÐA  D Ñ Ÿ œ Q =

Ð5Ñ 5
! !

!
5 5

5
, 

onde , o que mostra que é absolutamente somável a!
5 !

5 Q
"=Q = œ  _

família envolvida na soma no enunciado.
c) Para cada  tem-seD − W ÐD Ñ< !

" ÐA  D Ñ " A  D ÐA  D Ñ

D  A ÐD  D Ñ D  D ÐD  D Ñ ÐD  D Ñ â
œ œ  "

5 !

! ! !
5 #

! ! ! !
5" # $

,

onde

¹ ¹ÐA  D Ñ "

ÐD  D Ñ <
œ =

!
5

!
5"

5,

em particular, por ser , a soma envolvida é a de uma!
5 !

" "
< <Ð"=Ñ

5= œ  _

família absolutamente somável.
Subdem: O facto de termos uma família somável resulta de, como referido
acima, termos uma família absolutamente somável. Para verificarmos que a
soma é igual a  basta agora reparar que"

DA

299Em particular, considerando, para ,  , concluímos que,!  <  V A œ D  < − F ÐD Ñ! V !

na linguagem referida em  no contexto das séries de potências,  é um raio de3.3.35 V

convergência associado à família dos vetores  de  e que para cada  a0 ÐD Ñ
5x

Ð5Ñ
! J !  <  V

família das restrições a  das aplicações  é normalmenteF ÐD Ñ A È ÐA  D Ñ< ! !
0 ÐD Ñ

5x
5

Ð5Ñ
!

somável.
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ÐD  AÑ œ ÐD  D Ñ  ÐA  D Ñ œ
ÐA  D Ñ ÐA  D Ñ

ÐD  D Ñ ÐD  D Ñ

œ  œ
ÐA  D Ñ ÐA  D Ñ

ÐD  D Ñ ÐD  D Ñ

œ "  
ÐA  D Ñ

ÐD  D Ñ

" "ˆ ‰
" "

" "

5 ! 5 !

! !
5 5

! !
5" 5"! !

5 ! 5 !

! !
5 5"

! !
5 5"

5 "

!
5

!
5

5 "

!
5

!
5

ÐA  D Ñ

ÐD  D Ñ
œ ".

d) Para cada  vem, tomando em c) ,> − Ò!ß "Ó D œ D  < Ð# >3Ñ! exp 1

0 D  < Ð# >3Ñ

D  < Ð# >3Ñ  A
‚ < Ð# >3Ñ œ

œ ‚ < Ð# >3Ñ0 D  < Ð# >3Ñ
ÐA  D Ñ

< Ð# >3Ñ

ˆ ‰
" ˆ ‰ ˆ ‰
!

!

5 !

!
5

5" !

exp

exp
exp

exp
exp exp

1

1
1

1
1 1 ,

onde temos a soma de uma família normalmente somável de funções de  (cf.>
2.3.24) uma vez que

½ ½ˆ ‰ ˆ ‰ÐA  D Ñ

< Ð# >3Ñ
‚ < Ð# >3Ñ0 D  < Ð# >3Ñ Ÿ

Ÿ Q œ Q=
mA  D m

<

!
5

5" !

!
5

5
5

exp
exp exp

1
1 1

,

com . Tendo em conta a forma integral de Cauchy em!
5 !

5 Q
"=Q= œ  _

3.7.2 e o resultado sobre a integração da soma de uma família normalmente
somável de aplicações em , vemos agora que3.5.16

0ÐAÑ œ .D œ
" 0ÐDÑ

# 3 D  A

œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .> œ
"

# 3 D  < Ð# >3Ñ  A

0 D  < Ð# >3Ñ

œ ‚ < Ð# >3Ñ0 D  <
ÐA  D Ñ

< Ð# >3Ñ

1

1 1

1
1 1

1
1

(
( ˆ ‰

( " ˆ ‰ ˆ

#D ß<!

!

"
!

!

!

"

5 !

!
5

5" !

exp

exp
exp

exp
exp exp

exp
exp exp

Ð# >3Ñ .> œ

œ ‚ < Ð# >3Ñ0 D  < Ð# >3Ñ .>
ÐA  D Ñ

< Ð# >3Ñ

1

1
1 1

‰
"( ˆ ‰ ˆ ‰
5 ! !

"
!

5

5" !

bastando agora reparar que, tendo em conta as fórmulas integrais de Cauchy
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para as derivadas,

( ˆ ‰ ˆ ‰
(

!

"
!

5

5" !

! !
5 5

!

"

!
5"

Ð5Ñ

ÐA  D Ñ

< Ð# >3Ñ
‚ < Ð# >3Ñ0 D  < Ð# >3Ñ .> œ

œ ÐA  D Ñ ‚ .D œ ÐA  D Ñ
" 0ÐDÑ 0 ÐDÑ

# 3 ÐD  D Ñ 5x

exp
exp exp

1
1 1

1
. 

Repare-se mais uma vez no contraste da diferenciabilidade no contexto da
variável complexa com a diferenciabilidade no da variável real: Além de
uma função diferenciável de variável real não ter de ser de classe ,G_

mesmo que o seja não tem que ser a soma da sua série de Taylor centrada
num certo ponto do domínio nalguma vizinhança desse ponto nem, muito
menos em qualquer bola de centro nesse ponto contida no domínio (por
exemplo, para a função  de domínio  e de classe  a série de"

"B
_

# ‘ G

Taylor centrada em  apenas converge para . Vamos agora! B − Ó"ß "Ò
examinar algumas consequências da representação de uma aplicação holo-
morfa pela sua série de Taylor.

3.7.8 (Zeros de aplicações holomorfas) Sejam  um espaço de BanachJ
complexo,  um aberto,  uma aplicação holomorfa,  eY § 0ÀY Ä J D − Y‚ !

V  ! F ÐD Ñ § Y tais que . Tem-se então:V !

a) Se  para todo o  então  para cada .0 ÐD Ñ œ ! 5   ! 0ÐDÑ œ ! D − F ÐD ÑÐ5Ñ
! V !

b) Se  é tal que  para cada  (em particular5   " 0 ÐD Ñ œ ! ! Ÿ 5  5! ! !
Ð5Ñ

0 ÐD Ñ œ ! 1À Y Ä J! ) pode definir-se uma aplicação holomorfa  por

1ÐDÑ œ
D Á D

D œ D

Ú
ÛÜ

0ÐDÑ

ÐDD Ñ !

0 ÐD Ñ
5 x !

!
5!

Ð5 Ñ! !

!

 , se 

 , se 
 ,   (1)

para a qual se tem portanto  para cada .0ÐDÑ œ ÐD  D Ñ 1ÐDÑ D − Y!
5!

c) Se existir  tal que  então existe  tal que5   ! 0 ÐD Ñ Á ! !  <  VÐ5Ñ
!

0 ÐDÑ Á ! D − F ÐD Ñ Ï ÖD × 0ÐD Ñ œ ! para cada (no caso em que , podemos< ! ! !

dizer que  é um  de ).D 0! zero isolado
Dem: A conclusão de a) resulta do facto de, por , se ter3.7.7

0ÐDÑ œ ÐD  D Ñ
0 ÐD Ñ

5x
"
5 !

Ð5Ñ
!

!
5.

para cada . Suponhamos agora que se verificam as hipóteses emD − F ÐD ÑV !

b). Uma vez que a aplicação  definida por (1) tem restrição holomorfa a1
Y Ï ÖD × 1! , para verificar que  é holomorfa basta verificar que tem restrição
holomorfa a . Ora, para cada  resulta de  queF ÐD Ñ D − F ÐD ÑV ! V ! 3.7.7
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0ÐDÑ œ ÐD  D Ñ œ ÐD  D Ñ ÐD  D Ñ
0 ÐD Ñ 0 ÐD Ñ

5x 5x
" "
5 ! 5 5

Ð5Ñ Ð5Ñ
! !

! ! !
5 5 55! !

!

e portanto

1ÐDÑ œ ÐD  D Ñ œ ÐD  D Ñ
0 ÐD Ñ 0 ÐD Ñ

5x Ð5  5 Ñx
" "
5 5 5 !

Ð5Ñ Ð55 Ñ
! !

! !
55 5

!
!

!

!

   (2)

(esta igualdade é válida, por definição também para ), onde todas asD œ D!
somas envolvidas correspondem a famílias absolutamente somáveis. Em
particular, para cada , podemos considerar  e!  <  V D œ D  < − F ÐD Ñ! V !

deduzir que

"
5 !

Ð55 Ñ
!

!

5m0 ÐD Ñm

Ð5  5 Ñx
<  _

!

,

o que, tendo em conta  e o resultado sobre a diferenciabilidade da3.3.35
aplicação composta, garante que a restrição de  a  é efetivamente1 F ÐD ÑV !

holomorfa. Nas hipóteses de c), podemos considerar  igual ao mínimo5   !!

dos  tais que  e então existe  tal que  para5 0 ÐD Ñ Á ! !  <  V 0ÐDÑ Á !Ð5Ñ
!

cada , no caso em que  pela continuidade de  e porD − F ÐD Ñ Ï ÖD × 5 œ ! 0< ! ! !

ser  e no caso em que  pela continuidade da aplicação  em0ÐD Ñ Á ! 5   " 1! !

b) e por ser .1ÐD Ñ Á !! 

3.7.9 (Corolário) Sejam  um aberto conexo e  um conjuntoY § E § Y‚
admitindo um  , isto é, um ponto ponto de acumulação D − Y D − Y! !

aderente a . Se  é um espaço de Banach complexo e E Ï ÖD × J 1ß 2À Y Ä J!

são duas aplicações holomorfas tais que  para cada  então1ÐDÑ œ 2ÐDÑ D − E
1 œ 2 Y § Y.  Em particular, se existir um aberto não vazio  tal que300 w

0 œ 1 0 œ 1ÎY ÎYw w  então .
Dem: Seja  a aplicação definida por , que é0 À Y Ä J 0ÐDÑ œ 1ÐDÑ  2ÐDÑ
holomorfa e verifica  para cada . Tem-se então 0ÐDÑ œ ! D − E 0 ÐD Ñ œ !Ð5Ñ

!

para todo o  visto que se para algum  fosse  a alínea c) de5   ! 5 0 ÐD Ñ Á !Ð5Ñ
!

3.7.8 garantia a existência de  tal que  não continha nenhum<  ! F ÐD Ñ< !

elemento de . Consideremos agora o subconjunto  consti-E Ï ÖD × F § Y!

tuído pelos  tais que  para todo o , conjunto que é fechadoD − Y 0 ÐDÑ œ ! 5Ð5Ñ

em , por ser a interseção da família de fechados em Y Y

F œ ÖD − Y ± 0 ÐDÑ œ !×5
Ð5Ñ ,

e é não vazio por conter . Se  a alínea a) de  garante que, sendoD D − F! " 3.7.8
V  ! F ÐD Ñ § Y 0ÐDÑ œ ! D − F ÐD Ñ tal que  tem-se  para todo o , o queV " V "

300Podemos assim dizer que uma aplicação holomorfa cujo domínio seja um aberto
conexo de  fica univocamente determinada pelos valores que toma nalgum subconjunto‚
do domínio que admita algum ponto de acumulação no domínio.
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implica que  para todo o  e , portanto0 ÐDÑ œ ! D − F ÐD Ñ 5   !Ð5Ñ
V "

F ÐD Ñ § F F YV " . Concluímos assim que o conjunto , além de fechado em  e
não vazio, é também aberto pelo que a hipótese de  ser conexo implica queY
F œ Y 1ÐDÑ œ 2ÐDÑ D − Y o que traduz o facto de se ter  para todo o . 

3.7.10 (Singularidades removíveis) Sejam  um aberto, ,  umY § D − Y J‚ !

espaço de Banach complexo e  uma aplicação holomorfa tal0 À Y Ï ÖD × Ä J!

que exista  e  com  e  para cada<  ! Q   ! F ÐD Ñ § Y m0ÐDÑm Ÿ Q< !

D − F ÐD Ñ Ï ÖD × 0 D< ! ! ! (  é localmente limitada em ). Existe então uma única
aplicação holomorfa  cuja restrição a  seja .0 À Y Ä J Y Ï ÖD × 0!

Dem: A unicidade resulta de que não pode deixar de ser ,0ÐD Ñ œ 0ÐDÑ!
DÄD
lim

!

tendo em conta o facto de uma aplicação holomorfa ser contínua.
Consideremos agora a aplicação  definida por1À Y Ä J

1ÐDÑ œ
ÐD  D Ñ 0ÐDÑ D Á D
! D œ Dœ ! !

#

!

, se 
, se 

que tem restrição holomorfa a  e que é derivável em , e comY Ï ÖD × D! !

1 ÐD Ñ œ ! D − F ÐD Ñ Ï ÖD ×w
! < ! ! uma vez que para cada  tem-se

½ ½1ÐDÑ  1ÐD Ñ

D  D
œ mÐD  D Ñ0ÐDÑm Ÿ QmD  D m

!

!
! ! ,

onde  quando . O facto de  ser holomorfa e comQmD  D mp! D p D 1! !

1ÐD Ñ œ 1 ÐD Ñ œ !! !
w  implica agora, pela alínea b) de , a existência de uma3.7.8

aplicação holomorfa  que verifica  para cada0 À Y Ä J 1ÐDÑ œ ÐD  D Ñ 0ÐDÑ!
#

D − Y 0ÐDÑ œ 0ÐDÑ D − Y Ï ÖD ×, e portanto  para cada .! 

3.7.11 (Teorema de Liouville) Sejam  um espaço de Banach e  umaJ 0À Ä J‚
aplicação holomorfa  limitada. Tem-se então que  é uma aplicação cons-301 0
tante. Em particular, no caso em que  é uma aplicação holomorfa0 À Ä J‚
tal que , tem-se  para todo o .lim

DÄ_
0ÐDÑ œ ? − J 0ÐDÑ œ ? D − ‚ 302

Dem: Seja  tal que  para todo o . Tendo em contaQ   ! m0ÐDÑm Ÿ Q D − ‚
uma das estimações de Cauchy em , dado  arbitrário vem para3.7.4 D −! ‚
todo o <  !

m0 ÐD Ñm Ÿ
Q

<
w

!

o que implica, por ser  quando , que . O facto de aQ
<

w
!p ! <p_ 0 ÐD Ñ œ !

aplicação  ter derivada igual a  em todos os pontos do seu domínio0 !
convexo implica que se trata de uma aplicação constante. No caso em que 0

301Às aplicações holomorfas cujo domínio é a totalidade de  é costume dar o nome de‚
aplicações .inteiras
302O limite referido é naturalmente o relativo à topologia de  como compactifi-‚  Ö_×
cado de Alexandroff de .‚
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é uma aplicação holomorfa com limite  quando , obtemos um? − J D p_
prolongamento contínuo  de  ao compacto  tomando o valor 0 0  Ö_× ?‚
em , pelo que esse prolongamento é limitado e portanto o mesmo acontece_
a . O que vimos no início mostra que  é constante e portanto o limite 0 0 ?
tem que ser igual a essa constante. 

3.7.12 (Exemplo de aplicação às álgebras de Banach complexas) Seja
X &Á Ö!× uma álgebra de Banach complexa com elemento um que notamos 
(cf. , com notação diferente). Para cada  existe então  tal2.3.29 ! X ‚− D −
que  não seja invertível (um tal  diz-se um  de ).! & ! D D valor espetral
Dem: Suponhamos, por absurdo, que  era invertível para todo o! & D
D − œ  ! Á Ö!× Á !‚ ! ! & X !, em particular  era invertível e, por ser , .
Tendo em conta , podemos então considerar uma aplicação holomorfa3.1.28
0 À Ä‚ X definida por

0ÐDÑ œ ÐD  Ñ Þ& ! "

Tendo em conta , sempre que  vem  e portanto2.3.33 lDl  #m m ! ¼ ¼!
D #

"

m0ÐDÑm œ m  m Ÿ Ÿ ‚ œ ß
" " " " " "

D D D #m m m m"  " 
ˆ ‰ ¸ ¸ ¼ ¼&

!

! !

"

D
"
#

!

o que mostra que  é limitada no complementar da bola fechada .0 F Ð!Ñ#m m!

Uma vez que , sendo contínua, é também limitada naquela bola fechada,0
que é compacta, concluímos que  é limitada e portanto, pelo teorema de0
Liouville em , que  é constante. Mas isso implica que também é3.7.11 0
constante a aplicação de  para  que a  associa , o que é absurdo‚ X & !D D 
por esta aplicação ter derivada  em cada , onde  por ser .& & XD Á ! Á Ö!× 

3.7.13 (Exemplo de aplicação ao Teorema Fundamental da Álgebra) Sejam
8   " + ß + ßá ß + − 0À Ä,  e  a aplicação polinomial definida por" # 8 ‚ ‚ ‚

0ÐDÑ œ D  + D â + D  +8 8"
" 8" 8.

Existe então  tal que .D − 0ÐD Ñ œ !! !‚
Dem: Reparemos que  é uma aplicação holomorfa. Suponhamos, por0
absurdo, que se tinha  para todo o . Considerando a aplicação0ÐDÑ Á ! D − ‚
holomorfa  definida por1À Ä‚ ‚

1ÐAÑ œ "  + A â + A  + A" 8" 8
8" 8

que verifica , podemos considerar  tal que" œ 1Ð!Ñ œ 1ÐAÑ  !lim
AÄ!

&

l1ÐAÑl   lAl  D −"
#  sempre que . Concluímos daqui que para cada  com& ‚

lDl  " "
D&  vem  donde¸ ¸ &

l0 ÐDÑl œ D 1Ð Ñ  
" "

D #
¸ ¸8

8&
.
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Vemos então que a aplicação holomorfa de  para  que a  associa  tem‚ ‚ D "
0ÐDÑ

restrição limitada a  e, por ter também restrição limitada ao‚ Ï F Ð!Ñ"
&

compacto , é limitada. Pelo teorema de Liouville em  concluímosF Ð!Ñ"
&

3.7.11

que esta aplicação é constante e portanto que  também é constante e isso é0
absurdo uma vez que, por exemplo por , tem-se .3.3.35 0 Ð!Ñ œ 8x Á !Ð8Ñ 

3.7.14 (O teorema do máximo) Sejam Y § J‚ um aberto conexo,  um espaço
de Hilbert complexo (por exemplo …  e  uma aplicaçãoJ œ Ñ 0 À Y Ä J‚
holomorfa tal que exista  e  com  eD − Y V  ! F ÐD Ñ § Y! V !

m0ÐDÑm Ÿ m0ÐD Ñm!

para cada . Tem-se então que  é uma aplicação constante.D − F ÐD Ñ 0V !
303

Dem: Vamos começar por mostrar que se tem  para cada0ÐDÑ œ 0ÐD Ñ!
D − F ÐD Ñ 0ÐD Ñ œ !V ! !, para o que podemos já afastar o caso trivial em que .
Seja  arbitrário. Tendo em conta a fórmula integral de Cauchy em!  <  V
3.7.2, vem

m0ÐD Ñm œ .D œ
" 0ÐDÑ

# 3 D  D

œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .> œ
" 0ÐD  < Ð# >3ÑÑ

# 3 < Ð# >3Ñ

œ 0ÐD  < Ð# >3ÑÑ .> Ÿ m0ÐD  < Ð# >3Ñ

!
!

!

"
!

! !

" "

! !

½ ½(
½ ½(
½ ½( (

1

1 1

1
1 1

1 1

#D ß<!

exp
exp

exp

exp exp Ñm .> Ÿ

Ÿ m0ÐD Ñm .> œ m0ÐD Ñm(
!

"

! !

o que implica que se tem

½ ½( (
(
! !

" "

! !

!

"

!

0 ÐD  < Ð# >3ÑÑ .> œ m0ÐD  < Ð# >3ÑÑm .> œ

œ m0ÐD Ñm .>

exp exp1 1

.

A segunda igualdade implica, por , que3.5.8

m0ÐD  < Ð# >3ÑÑm œ m0ÐD Ñm! !exp 1   (1)

para cada  e a primeira, por , que existe  e uma aplicação> A − J3.5.9
contínua : ‘ :À Ò!ß "Ó Ä Ð>Ñ   ! tal que  e

0ÐD  < Ð# >3ÑÑ œ Ð>ÑA! exp 1 :   (2)

para cada  e portanto>

303Este resultado não é válido para espaços de Banach complexos arbitrários. Para um
contaexemplo, ver o exercício  adiante.3.7.7
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m0ÐD Ñm œ m0ÐD  < Ð# >3ÑÑm œ Ð>ÑmAm! ! exp 1 : .   (3)

Deduzimos de (3) que a aplicação  é constante e portanto, por derivação de:
(2) como função de ,>

! œ H0 Ð# <3 Ð# >3ÑÑ œ # <3 Ð# >3Ñ0 ÐD  < Ð# >3ÑÑD < Ð# >3Ñ
w

!! exp 1 1 1 1 1 1exp exp exp ,

donde . Tendo em conta a arbitrariedade de0 ÐD  < Ð# >3ÑÑ œ !w
! exp 1

> − Ò!ß "Ó < Ó!ßVÒ 0 ÐDÑ œ ! e a arbitrariedade de  em  concluímos que  paraw

cada  e portanto, por continuidade, para todo o .D − F ÐD Ñ Ï Ö!× D − F ÐD ÑV ! V !

Concluímos daqui que  tem restrição constante a , objetivo que0 F ÐD ÑV !

anunciámos no início. O facto de  ser constante no seu domínio  resulta0 Y
finalmente do que se verificou em .3.7.9 

3.7.15 (O espaço  das aplicações holomorfas)[ÐY ßJÑ  Sejam  um espaçoJ
de Banach complexo e  um aberto não vazio e recordemos que noY § ‚
espaço vetorial , de todas as aplicações , está definidaE:ÐY ß JÑ 0 À Y Ä J
uma topologia natural, a saber a da convergência uniforme nos compactos
(cf. ), topologia essa que é metrizável, uma vez que  é localmente1.7.45 Y
compacto e de base contável (cf. ). É esta a topologia que vamos1.7.54
utilizar implicitamente.
Recordemos ainda que, como se verificou em , o subespaço vetorial1.7.51
V VÐY ß JÑ E:ÐY ß JÑ ÐY ß JÑ de  é fechado e a topologia induzida em  é uma
topologia vetorial (cf.  e )2.6.1 2.6.36 304

As propriedades gerais das aplicações diferenciáveis garantem-nos que o
conjunto  das aplicações holomorfas  constitui um[ÐY ß JÑ 0 À Y Ä J
subespaço vetorial de . Este subespaço goza das seguintesVÐY ß JÑ
propriedades importantes, que não seriam válidas se nos situássemos no
contexto de  como corpo dos escalares, cuja justificação se baseia nas‘
propriedades especiais das aplicações holomorfas que temos vindo a estudar
nesta secção e na versão do teorema de Ascoli examinada em :1.7.55
a)  é um subespaço vetorial fechado de , e portanto de[ VÐY ß JÑ ÐY ß JÑ
E:ÐY ß JÑ.
b) (O operador de derivação) Tem lugar uma aplicação linear contínua

HÀ ÐY ß JÑ Ä ÐY ß JÑ[ [

definida por .HÐ0Ñ œ 0 w

c) (Teorema de Montel) Seja  um subconjunto tal que paraT [§ ÐY ß JÑ
cada compacto  exista  com  para cada O § Y Q  ! m0ÐDÑm Ÿ Q 0 −O O T
e . Tem-se então que  é equicontínuo (cf. ). Em consequência,D − O T 1.7.41
coincidem em  as topologias induzidas pela da convergência simples e pelaT
da convergência uniforme nos compactos e a aderência ad  de  emÐ ÑT T
E:ÐY ß JÑ para a topologia da convergência simples coincide com a sua
aderência para a topologia da convergência uniforme nos compactos, é

304Ao contrário da topologia em  que não o é necessariamente.E:ÐY ßIÑ
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equicontínua e está contida em .[ÐY ß JÑ
d) (Teorema de Montel) Nas hipóteses de c), se o espaço de Banach  forJ
de dimensão finita então o conjunto ad  com a topologiaÐ Ñ § ÐY ß JÑT [
induzida pela da convergência uniforme nos compactos, que coincide com a
induzida pela da convergência simples, é compacto e, naturalmente,
metrizável.
Dem: a) Seja  aderente a  e mostremos que se tem1 − ÐY ß JÑ ÐY ß JÑV [
1 − ÐY ß JÑ D − Y <  ! F ÐD Ñ § Y[ . Seja  arbitrário. Seja  tal que . Sejam! < !

D ß D − F ÐD Ñ  !" # < !  arbitrários. Seja  arbitrário. Considerando a vizinhança$
de  em  constituída pelos  tais que  para todo o1 ÐY ß JÑ 0 m0ÐDÑ  1ÐDÑm ŸV $
D F ÐD Ñ no compacto  (cf. a alínea c) de ), podemos considerar< ! 1.7.46
0 − ÐY ß JÑ[  nesta vizinhança, tendo-se, pela alínea a) do teorema de
Morera em ,3.7.6

( ( (
D D D

D D D

! ! "

# " #

0 ÐDÑ .D œ 0ÐDÑ .D  0ÐDÑ .D.

Deduzimos daqui, tendo em conta as desigualdades em , que3.5.30

½ ½( ( (
½ ½( ( (
½ ½ ½( (

D D D

D D D

D D D

D D D

D D

D D

! ! "

# " #

! ! "

# " #

! !

# "

1ÐDÑ .D  1ÐDÑ .D  1ÐDÑ .D œ

œ 1ÐDÑ  0ÐDÑ .D  1ÐDÑ  0ÐDÑ .D  1ÐDÑ  0ÐDÑ .D Ÿ

Ÿ 1ÐDÑ  0ÐDÑ .D  1ÐDÑ  0ÐDÑ .D  1ÐDÑ  0ÐDÑ .D Ÿ

Ÿ mD  D m  mD  D m  mD  D m

½ ½ ½(
D

D

# ! " ! # "

"

#

$ $ $ ,

donde, tendo em conta a arbitrariedade de , que$  !

½ ½( ( (
D D D

D D D

! ! "

# " #

1ÐDÑ .D  1ÐDÑ .D  1ÐDÑ .D œ !,

isto é,

( ( (
D D D

D D D

! ! "

# " #

1ÐDÑ .D œ 1ÐDÑ .D  1ÐDÑ .D.

Aplicando agora a alínea b) do teorema de Morera em , deduzimos que3.7.6
1 é efetivamente uma aplicação holomorfa.
b) Provemos a continuidade de  num elemento  arbitrário,H 0 − ÐY ß JÑ! [
para o que utilizaremos o critério de continuidade para aplicações com
valores em  na alínea b) de . Fixado um compacto não vazioE:ÐY ß JÑ 1.7.46
O § Y 0 ficamos assim reduzidos a mostrar que é contínua em  a aplicação!

de  para , com a topologia da convergência uniforme, que[ÐY ß JÑ E:ÐOßJÑ
a cada  associa a restrição a  de . No caso em que  seja 0 O 0 Y œ <  !w ‚
arbitrário e, caso contrário seja  menor que o mínimo sobre  da<  ! O
função contínua estritamente positiva que a  associa . ResultaD .ÐDß Ï Y Ñ‚
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desta escolha que para cada  vem . Pela propriedade dasD − O F ÐDÑ § Y<

coberturas, podemos considerar um número finito de pontos D ßá ß D − O" 8

tais que

O § F ÐD Ñ âF ÐD Ñ< <
# #" 8

e considerar o compacto

O œ F ÐD Ñ âF ÐD Ñ § Yw
< " < 8 .

Dado  arbitrário podemos agora considerar a vizinhança  de  em$ i ! 0!
[ [ÐY ß JÑ 0 − ÐY ß JÑ m0ÐDÑ  0 ÐDÑm  constituída pelos  tais que  para!

<
#
$

cada  (cf. a alínea c) de ) e então para cada  tem-seD − O D − Ow 1.7.46
F ÐD Ñ " Ÿ 4 Ÿ 8<

# 4  para algum  donde, pela desigualdade na alínea a) de ,3.7.5
com ,5 œ "

m0 ÐDÑ  0 ÐDÑm œ mÐ0  0 Ñ ÐDÑm Ÿ ‚ œ
# <

< #
w w w

! !
$

$,

isto é , o que prova a continuidade pretendida.. Ð0 ß 0 Ñ Ÿ_
w w
ÎO ÎO! $

c) Provemos a equicontinuidade de  num ponto , para o que fixamosT D − Y!

$  ! <  ! F ÐD Ñ § Y arbitrário. Fixemos  tal que  e, tendo em conta a< !

compacidade de , consideremos  tal que  paraF ÐD Ñ Q   ! m0ÐDÑm Ÿ Q< !

cada  e . Seja  tal que . Para cada D − F ÐD Ñ 0 − !    0 −< !
< #Q
# <T & $ T&

e  tem-se então, pela alínea b) de ,D − F ÐD Ñ& ! 3.7.5

m0ÐDÑ  0ÐD Ñm Ÿ lD  D l  
#Q #Q

< <
! !

&
$,

o que prova a equicontinuidade pretendida. O facto de em  coincidirem asT
duas topologias induzidas referidas e o de a aderência ad  de  emÐ ÑT T
E:ÐY ß JÑ para a topologia da convergência simples coincidir com a sua
aderência para a topologia da convergência uniforme nos compactos e ser
equicontínua resulta diretamente das alíneas a) e b) do teorema de Ascoli em
1.7.55 e o facto de esta aderência estar contida em  resulta de, como[ÐY ß JÑ
vimos em a), este ser fechado em  para a topologia da conver-E:ÐY ß JÑ
gência uniforme nos compactos.
d) Para cada , podemos considerar a constante  associada aoD − Y QD

compacto , para a qual se tem assim  para cada ÖD× § Y m0ÐDÑm Ÿ Q 0 −D T
pelo que o conjunto  está contido na bola fechada de centro  e raio TÐDÑ ! QD

que é um compacto de . A conclusão decorre agora da alínea c) do teoremaJ
de Ascoli em .1.7.55 

As aplicações holomorfas que estudámos até agora, apesar de tomarem
valores num espaço de Banach complexo arbitrário, tinham como domínio
um aberto de . Vamos agora examinar aplicações cujo domínio é um‚
aberto de um espaço vetorial normado complexo começando com um
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resultado auxiliar em que este é , resultado que poderia ser generali-‚#

zado ao contexto de , à custa de notações um pouco mais pesadas .‚8 305

3.7.16 (Aplicações holomorfas de duas variáveis) Sejam  um espaço deJ
Banach complexo, umaY § Z § 0ÀY ‚ Z Ä J‚ ‚ e  dois abertos e  
aplicação localmente limitada (cf. ) e  isto é,2.6.35 separadamente holomorfa
tal que para cada  seja holomorfa a aplicação , D − Z Y Ä J A È 0ÐAß D Ñ! !

e para cada  seja holomorfa a aplicação , .A − Y Z Ä J D È 0ÐA ß DÑ! !

Tem-se então que a aplicação  é de classe , no sentido complexo.0 G_ 306

Dem: Vamos dividir a demonstação em várias partes, considerando, para
fixar ideias a norma do máximo,  em .mÐAß DÑm œ ÖlAlß lDl×max ‚#

a) Vamos começar por mostrar que a aplicação  é contínua.0
Subdem: Provemos a continuidade de  num ponto , para0 ÐA ß D Ñ − Y ‚ Z! !

o que consideramos  arbitrário. Uma vez que a aplicação  é$  ! 0
localmente limitada, consideremos  e  tais que<  ! Q  !

F ÐA ß D Ñ œ F ÐA Ñ ‚ F ÐD Ñ § Y ‚ Z< ! ! < ! < !

e que para cada  nesta bola se tenha . Para cada ÐAß DÑ m0ÐAß DÑm Ÿ Q ÐAß DÑ
na bola

F ÐA ß D Ñ œ F ÐA Ñ ‚ F ÐD Ñ< < <
# # #! ! ! !

podemos aplicar a conclusão da alínea b) de  a aplicações holomorfas de3.7.5
domínios  e , que se obtêm por fixação da outra variável, para concluirY Z
que

m0ÐAß DÑ  0ÐA ß D Ñm Ÿ m0ÐAß DÑ  0ÐA ß DÑm  m0ÐA ß DÑ  0ÐA ß D Ñm Ÿ

Ÿ mA  A m  mD  D m Ÿ
#Q #Q

< <

Ÿ mÐAß DÑ  ÐA ß D Ñm
%Q

<

! ! ! ! ! !

! !

! ! .

Fixando enfim  tal que , concluímos que se tem!   & $< %Q
# <

&

m0ÐAß DÑ  0ÐA ß D Ñm ! ! $

sempre que , o que prova a continuidade pretendida.mÐAß DÑ  ÐA ß D Ñm ! ! &
b) Por definição, a aplicação  admite em cada ponto do domínio derivadas0

parciais (no sentido complexo)  e  e vamos ver que as apli-`0 `0
`A `DÐAß DÑ ÐAß DÑ

305Essa generalização ao contexto de  será proposta adiante no exercício ‚8 3.7.11
seguindo um caminho alternativo.
306Lembrar que, como referido na alínea a) de , a condição de  ser localmente2.6.35 0
limitada verifica-se, em particular, se  for contínua. Existe um teorema muito mais0
profundo, devido a Hartogs, que garante que a conclusão de  ser de classe  pode ser0 G_

obtida sem exigir à partida que a aplicação  seja localmente limitada. Ver, por exemplo,0
Mujica [12] para uma abordagem que inclui esse resultado.
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cações

`0 `0

`A `D
À Y ‚ Z Ä J ÀY ‚ Z Ä J,

são contínuas, o que, tendo em conta  e a isometria natural3.3.25
J Ä Ð à JÑ 0 G_ ‚ , mostrará que  é de classe ."

Subdem: Seja  arbitrário e consideremos  tal que .A − Y <  ! F ÐA Ñ § Y! < !

Tendo em conta a fórmula integral de Cauchy para a derivada em ,3.7.3
vemos que para  e  arbitrários tem-seA − F ÐA Ñ D − Z< !

`0 " 0ÐAß DÑ

`A # 3 ÐA  AÑ
ÐAß DÑ œ .A œ

s

s
s

œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .>
"

# 3

0 A  < Ð# >3Ñß D

A  < Ð# >3Ñ  A

1

1

1

1
1 1

(
( ˆ ‰

ˆ ‰
#A ß<!

#

!

"
!

!
#

exp

exp
exp .

Tendo em conta a continuidade da aplicação

ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰

F ÐA Ñ ‚ Z ‚ Ò!ß "Ó Ä J

ÐÐAß DÑß >Ñ È ‚ # <3 Ð# >3Ñ
0 A  < Ð# >3Ñß D

A  < Ð# >3Ñ  A

< !

!

!
#

exp

exp
exp

1

1
1 1 ,

deduzimos do resultado sobre a continuidade do integral paramétrico em
3.5.17 que a restrição de  a  é conmtínua. O facto de a`0

`A < !F ÐA Ñ ‚ Z

continuidade ser uma questão local permite-nos concluir a continuidade de
`0 `0
`A `DÀ Y ‚ Z Ä J ÀY ‚ Z Ä J. A continuidade de  prova-se de forma
análoga ou, alternativamente, resulta de aplicar o que acabámos de mostrar à
aplicação  definida por .0 À Z ‚ Y Ä J 0ÐDß AÑ œ 0ÐAß DÑs s

c) Vamos agora verificar que as aplicações contínuas

`0 `0

`A `D
À Y ‚ Z Ä J ÀY ‚ Z Ä J,

são também separadamente holomorfas.
Subdem: Tal como em b), explicitamos apenas a verificação de que a
primeira destas aplicações é separadamente holomorfa. O facto de para cada
D − Z Y J A ÐAß D Ñ! !

`0
`A ser holomorfa a aplicação de  para  que a  associa 

resulta de se tratar da derivada de uma aplicação holomorfa (cf. a alínea a) de
3.7.3). Resta-nos mostrar que para cada  é holomorfa a aplicação deA − Y!

Z J D ÐA ß DÑ <  ! F ÐA Ñ § Y para  que a  associa . Ora, sendo  tal que , a`0
`A ! < !

fórmula integral de Cauchy para a derivada em  garante que para cada3.7.3
D − Z  tem-se
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`0 " 0ÐAß DÑ

`A # 3 ÐA  A Ñ
ÐA ß DÑ œ .A œ

s

s
s

œ ‚ # <3 Ð# >3Ñ .> œ
"

# 3

0 A  < Ð# >3Ñß D

< Ð# >3Ñ

œ
0 A  < Ð# >3Ñß D

< Ð# >3Ñ

!
!

#

!

"
!

#

!

"
!

1

1

1

1
1 1

1

1

(
( ˆ ‰

ˆ ‰
( ˆ ‰

#A ß<!

exp

exp
exp

exp

exp
.>.

Uma vez que para cada  é diferenciável a aplicação de  para  que> − Ò!ß "Ó Z J
a  associaD

0 A  < Ð# >3Ñß D

< Ð# >3Ñ

ˆ ‰! exp

exp

1

1

e que, pelo que verificámos em b), é contínua a aplicação de  paraZ ‚ Ò!ß "Ó
J ÐDß >Ñ que a  associa

`0
`D !ˆ ‰A  < Ð# >3Ñß D

< Ð# >3Ñ

exp

exp

1

1

deduzimos do resultado sobre a diferenciabilidade do integral paramétrico
em , tendo em conta a isometria natural , que é3.5.18 J Ä Ð à JÑ_ ‚

efetivamente derivável em cada  a aplicação que a  associa .D − Z D ÐA ß DÑ`0
`A !

d) Vamos provar, por fim, que para cada , a aplicação  é de classe ,:   " 0 G:

o que mostrará que temos uma aplicação de classe .G_

Subdem: O que vimos em b) implica que toda a aplicação contínua e
separadamente holomorfa é de classe . Suponhamos, por indução, queG"

toda a aplicação contínua e separadamente holomorfa é de classe . UmaG:

vez que verificámos em b) e c) que as aplicações

`0 `0

`A `D
À Y ‚ Z Ä J ÀY ‚ Z Ä J,

são também contínuas e separadamente holomorfas, a hipótese de indução
implica que cada uma destas aplicações é de classe  o que implica, tendoG:

em conta  e a isometria natural , que a aplicação  é de3.3.25 J Ä Ð à JÑ 0_ ‚
classe .G:" 

3.7.17 (Exemplo importante de aplicação) Sejam  um espaço de BanachJ
complexo, Y § 0ÀY Ä J‚ um aberto e  uma aplicação holomorfa.
Considerando então o aberto , fica definida uma aplicaçãoY ‚ Y § ‚#

1À Y ‚ Y Ä J G de classe , no sentido complexo, por_

1ÐAß DÑ œ
D Á A

0 ÐAÑ D œ A
œ 0ÐDÑ0ÐAÑ

DA
w

, se 
, se .

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
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a) A continuidade de  num ponto  com  resulta de que existe1 ÐA ß D Ñ A Á D! ! ! !

uma vizinhança de um tal ponto em  onde a restrição de  é oY ‚ Y 1
quociente de duas aplicações contínuas. Em particular, tendo em conta
2.6.35, a aplicação  é localmente limitada em cada um desses pontos1
ÐA ß D Ñ! ! .
b) Vamos provar  também é localmente limitada num ponto da forma1
ÐA ßA Ñ 1! ! , portanto que  é uma aplicação localmente limitada.
Subdem: Seja  tal que  e, uma vez que  é contínua, seja<  ! F ÐA Ñ § Y 0< !

w

Q   ! m0 ÐDÑm D F ÐA Ñ o máximo de  para  no convexo compacto . Tendow
< !

em conta o segundo teorema da média em  e lembrando a isometria3.3.4
usual , vemos que se  em  tem-seJ Ä Ð à JÑ A Á D F ÐA Ñ_ ‚ < !

m0ÐDÑ  0ÐAÑm Ÿ QmD  Am

donde

m1ÐAß DÑm œ Ÿ Q
m0ÐDÑ  0ÐAÑm

mD  Am
.

Uma vez que se tem também se   em A œ D F ÐA Ñ< !

m1ÐAß DÑm œ m0 ÐAÑm Ÿ Qw ,

concluímos que  é limitada na vizinhança  de .1 F ÐA Ñ ‚ F ÐA Ñ ÐA ßA Ñ< ! < ! ! !

c) Vamos mostrar que  é holomorfa na segunda variável, isto é, que sendo1
A − Y Y J D!  fixado, é holomorfa a aplicação de  para  que a  associa
1ÐA ß DÑ! .
Subdem: Esta aplicação tem restrição holomorfa a  tendo em contaY Ï ÖA ×!
o facto de para cada  neste subconjunto se terD

1ÐA ß DÑ œ
0ÐDÑ  0ÐA Ñ

D  A
!

!

!
.

Seja  tal que  e, uma vez que  é contínua, seja  o<  ! F ÐA Ñ § Y 0 Q   !< !
w

máximo de  para  no convexo compacto . Tendo em conta om0 ÐDÑm D F ÐA Ñw
< !

segundo teorema da média em  e lembrando a isometria usual3.3.4
J Ä Ð à JÑ D − F ÐA Ñ Ï ÖA ×_ ‚ , vemos que para cada  tem-se< ! !

m0ÐDÑ  0ÐA Ñm Ÿ QmD  A m! ! ,

donde

m1ÐA ß DÑm œ Ÿ Q
m0ÐDÑ  0ÐA Ñm

mD  A m
!

!

!
.

Podemos agora aplicar o resultado sobre singularidades removíveis em
3.7.10 para garantir a existência de uma aplicação holomorfa  tal2ÀY Ä J
que  para cada  e vem então2ÐDÑ œ 1ÐA ß DÑ D Á A! !
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2ÐA Ñ œ 1ÐA ß DÑ œ œ 0 ÐA Ñ œ 1ÐA ßA Ñ
0ÐDÑ  0ÐA Ñ

D  A
! ! ! ! !

DÄA DÄA

DÁA

!

!

wlim lim
! !

!

,

o que mostra que a aplicação de  para  que a  associa  coincideY J D 1ÐA ß DÑ!

com a aplicação , sendo portanto holomorfa.2
d) Uma vez que para  tem-se trivialmente ,Aß D − Y 1ÐAß DÑ œ 1ÐDß AÑ
concluímos que a aplicação  é também holomorfa na primeira variável.1
Podemos aplicar agora  para garantir que a aplicação  é3.7.16 1À Y ‚ Y Ä J
de classe  no sentido complexo.G_ 

Passando ao estudo do caso geral em que o domínio das aplicações
holomorfas é um aberto dum espaço vetorial normado complexo , seráI
cómodo afastarmo-nos da utilização que tem sido habitual das letras como
variáveis: As letras  e  que habitualmente têm sido utilizadas como= >
variáveis de domínio contido em  passarão a ser utilizadas também para‘
variáveis com domínio contido em ; As letras  e  que têm sido‚ D A
utilizadas como variáveis com domínio contido em  passarão a ser‚
utilizadas para variáveis com domínio contido no espaço vetorial .I

3.7.18 (Aplicações Gâteaux-diferenciáveis) Sejam  um espaço vetorialI
normado complexo, H § I J um aberto,  um espaço de Banach complexo e
0 À Ä J 0H  uma aplicação. Dizemos que  é  seGâteaux-diferenciável
0 D − H 0ÐDÑadmitir em cada  derivada dirigida  segundo qualquer vetorH ?

? − I (cf. ).3.1.6
Repare-se que, como referido em , toda a aplicação diferenciável é3.1.11
também Gâteaux-diferenciável e com H 0ÐDÑ œ H0 Ð?ÑÞ? D

307

3.7.19 Sejam  um espaço vetorial normado complexo, I H § I J um aberto, 
um espaço de Banach complexo e  uma aplicação Gâteaux-dife-0 À Ä JH
renciável. Para cada  e , podemos considerar o aberto  de ,D − Y ? − I Y! ‚

Y œ Ö= − ± D  =? − ×‚ H!

e tem lugar uma aplicação holomorfa  definida por:À Y Ä J

:Ð=Ñ œ 0ÐD  =?Ñ! ,

com

:w
? !Ð=Ñ œ H 0ÐD  =?Ñ.

Dem: Considerando o resultado sobre o limite de uma aplicação composta,

307Examinou-se no exercício , no contexto de  como corpo dos escalares, um3.1.4 ‘
exemplo de uma aplicação contínua e Gâteaux-diferenciável de  para  que não é‘ ‘#

diferenciável. Veremos adiante que um tal exemplo seria impossível no caso de domínios
abertos e de  como corpo dos escalares.‚
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vemos que

lim lim

lim

=Ä=

! ! !

! >Ä!

>Ä!

! ! ! !
? ! !

!

: : : :Ð=Ñ  Ð= Ñ Ð=  >Ñ  Ð= Ñ

=  = >
œ œ

œ œ H 0ÐD  = ?Ñ
0ÐD  = ?  >?Ñ  0ÐD  = ?Ñ

>
. 

3.7.20 (Homogeneidade da derivada dirigida) Sejam  um espaço vetorialI
normado complexo, H § I J um aberto,  um espaço de Banach complexo e
0 À Ä J D − Y ? − IH  uma aplicação Gâteaux-diferenciável. Para cada ,  e
+ − ‚ tem-se então

H 0ÐDÑ œ +H 0ÐDÑ+? ? .

Dem: O caso em que  é trivial, tendo em conta a última afirmação em+ œ !
3.1.6. No caso em que , temos uma consequência simples do teorema+ Á !
sobre o limite da aplicação composta:

H 0ÐDÑ œ œ œ
0ÐD  =+?Ñ  0ÐDÑ 0ÐD  >?Ñ  0ÐDÑ

=

œ + œ +H 0ÐDÑ
0ÐD  >?Ñ  0ÐDÑ

>

+?
=Ä! >Ä! >

+

>Ä!
?

lim lim

lim . 

3.7.21 (Lema — Algumas estimações do tipo Cauchy) Sejam  um espaçoI
vetorial normado complexo, H § I J um aberto,  um espaço de Banach
complexo e  uma aplicação Gâteaux-diferenciável. Sejam ,0 À Ä J D −H H!

<  ! Q   ! F ÐD Ñ § m0ÐDÑm Ÿ Q e  tais que  e que  para cada< ! H
D − F ÐD Ñ D − F ÐD Ñ< ! !.  Tem-se então qualquer que seja  308 309<

#

m0ÐDÑ  0ÐD Ñm Ÿ mD  D m
#Q

<
! ! ,a)

m0ÐDÑ  0ÐD Ñ  H 0ÐD Ñm Ÿ mD  D m
)Q

<
! DD ! !#

#
!

.b)

Tem-se ainda para cada ? − I

mH 0ÐD Ñm Ÿ m?m
Q

<
? !c)

e para cada  e D − F ÐD Ñ ? − I<
$ !

308Dado , a existência de  e  nestas condições estará assegurada seD − <  ! Q   !! H
exigirmos que  seja localmente limitada, o que acontece, em particular, se  for0 0
contínua.
309Comparar com as alíneas b) e c) de .3.7.5
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mH 0ÐDÑ  H 0ÐD Ñm Ÿ mD  D mm?m
*Q

<
? ? ! !#

. 310d)

Dem: Comecemos por reparar que para provar as conclusões de a) e b)
podemos já afastar o caso trivial em que , caso em que ambos osD œ D!
membros de cada uma das desigualdades são . Notemos!

? œ − I
<ÐD  D Ñ

#mD  D m
!

!
,

para o qual se tem . Sejam  o aberto constituído pelos m?m œ Y § = −<
# ‚ ‚

tais que  e reparemos que se  vem ,D  =? − l=l Ÿ # D  =? − F ÐD Ñ! ! < !H
portanto  e que para cada  vem .F Ð!Ñ § = − F Ð!Ñ D  =? − F ÐD Ñ# " ! !H <

#

Sendo  a aplicação holomorfa definida por  (cf.: :À Y Ä J Ð=Ñ œ 0ÐD  =?Ñ!

3.7.19), tem-se  para cada  e  em Ð=Ñm Ÿ Q = − F Ð!Ñ Ð!Ñ œ H 0ÐD Ñ: :# ? !
w

daqui deduzimos, pelas alíneas b) e c) de  que, por ser ,3.7.5 #mDD m
<

! Ÿ "

m0ÐDÑ  0ÐD Ñm œ m  Ð!Ñm Ÿ
#mD  D m

<

Ÿ ‚ œ mD  D m
#Q #mD  D m #Q

# < <

!
!

!
!

: :ˆ ‰
,

e, tendo em conta ,3.7.20

m0ÐDÑ  0ÐD Ñ  H 0ÐD Ñm œ m0ÐDÑ  0ÐD Ñ  H 0ÐD Ñm œ
#mD  D m

<

œ m  Ð!Ñ  Ð!Ñm Ÿ
#mD  D m #mD  D m

< <

Ÿ œ mD  D m
)Q #mD  D m )Q

% < <

! DD ! ! ? !
!

! ! w

!
#

# !
#

!

: : :ˆ ‰
Š ‹ .

Quanto a c), começamos por afastar o caso trivial em que , caso em que? œ !
ambos os membros da desigualdade são . Consideramos, mais uma vez, o!
aberto  constituído pelos  tais que  e a aplicaçãoY § = − D  =? −‚ ‚ H!

holomorfa  definida por . Uma vez que sempre: :À Y Ä J Ð=Ñ œ 0ÐD  =?Ñ!

que  tem-se  e , deduzimos de uma dasl=l Ÿ = − Y m Ð=Ñm Ÿ Q<
m?m :

estimações de Cauchy em  que3.7.4

mH 0ÐD Ñm œ m Ð!Ñm Ÿ œ m?m
Q Q

<
? !

w
<

m?m

: .

Para justificar d), começamos por fixar  arbitrário. ConsideremosD − F ÐD Ñ" !<
$

310Classificamos este resultado como um lema porque temos apenas em vista a sua
aplicação de resultado a seguir. Em particular, não tivemos a preocupação de obter as
melhores constantes nos segundos membros das majorações enunciadas.
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o aberto  de  constituído pelos  tais que  e aH H Hs I D − D  ÐD  D Ñ −" !

aplicação  definida por1À Ä JsH

1ÐDÑ œ 0ÐD  ÐD  D ÑÑ  0ÐDÑ" ! ,

aplicação que é ainda Gâteaux-derivável e com

H 1ÐDÑ œ œ
1ÐD  =?Ñ  1ÐDÑ

=

œ œ
0ÐD  ÐD  D Ñ  =?Ñ  0ÐD  =?Ñ  Ð0ÐD  ÐD  D ÑÑ  0ÐDÑÑ

=
œ H 0ÐD  ÐD  D ÑÑ  H 0ÐDÑ

?
=Ä!

=Ä!

" ! " !

? " ! ?

lim

lim

.

Para cada  tem-se D − F ÐD Ñ F ÐDÑ<
$

#<
$

! § F ÐD Ñ m0ÐAÑm Ÿ Q< !  e portanto  para

cada A − F ÐDÑ D#<
$

 pelo que, aplicando o que vimos em a), com  no lugar de

D < D  ÐD  D Ñ − F ÐDÑ! " !
#<
$ e  no de , e tendo em conta o facto de ser  vem<

$

m1ÐDÑm œ m0ÐD  ÐD  D ÑÑ  0ÐDÑm Ÿ mD  D m œ mD  D m
#Q $Q

<
" ! " ! " !#<

$

e daqui resulta, aplicando o que vimos em c) à aplicação , com  no lugar1 <
$

de  e < $Q
< " !mD  D m Q no de , que

mH 0ÐD Ñ  H 0ÐD Ñm œ mH 1ÐD Ñm Ÿ m?m œ
mD  D m

œ mD  D mm?m
*Q

<

? " ? ! ? !

$Q
< " !

<
$

# " ! . 

3.7.22 (Teorema de regularidade) Sejam  um espaço vetorial normadoI
complexo, H H§ I J 0À Ä J um aberto,  um espaço de Banach complexo e 
uma aplicação Gâteaux-diferenciável e localmente limitada, esta última
condição sendo verificada, em particular, se  for contínua (cf. ).0 2.6.35
Tem-se então que a aplicação  é mesmo de classe .0 À Ä J GH _

Repare-se que as duas hipóteses que fizémos são verificadas, em particular,
no caso em que  é uma  (isto é, diferenciável no0 aplicação holomorfa
sentido complexo)
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes, em cada uma delas
associando a cada  duas constantes  e  tais queD − <  ! Q   !! H
F ÐD Ñ § m0ÐDÑm Ÿ Q D − F ÐD Ñ< ! < !H e que  para cada , o que é possível por
estarmos a supor que  é localmente limitada.0
a) Vamos verificar que  é contínua num ponto  arbitrário.0 D −! H
Subdem: Ora, dado  arbitrário, podemos considerar  tal que$ & ! !   <

#
#Q
<
&  $ e emtão, tendo em conta a desigualdade na alínea a) do lema ,3.7.21

tem-se para cada D − F ÐD Ñ& !
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m0ÐDÑ  0ÐD Ñm Ÿ mD  D m Ÿ 
#Q #Q

< <
! !

&
$,

o que prova a continuidade de  em .0 D!
b) Para cada  tem lugar uma aplicação linear contínua D − ÀI Ä J! H -
definida por . -Ð?Ñ œ H 0ÐD Ñ? !

311

Subdem: Já verificámos em  que se tem  para cada3.7.20 - -Ð+?Ñ œ + Ð?Ñ
+ − ? − I‚ - e  pelo que, para verificar que a aplicação  é linear tudo o que
temos que verificar é que se tem  quaisquer que- - -Ð?  @Ñ œ Ð?Ñ  Ð@Ñ
sejam . Consideremos  tal que  sempre que?ß @ − I  ! D  =?  >@ −& H!

Ð=ß >Ñ − l=l  l>l ‚ & &# verifica  e  e a aplicação contínua, em particular
localmente limitada,  definida por:À F Ð!Ñ ‚ F Ð!Ñ Ä J& &

:Ð=ß >Ñ œ 0ÐD  =?  >@Ñ! .

O facto de  ser Gâteaux-diferenciável implica, por  que  é separa-0 3.7.19 :
damente holomorfa e portanto de classe , em particular diferenciável (cf.G_

3.7.16). Deduzimos daqui, considerando a aplicação  definida<À F Ð!Ñ Ä J&

por , que< :Ð=Ñ œ Ð=ß =Ñ

-
: :

< <
< :

: :

Ð?  @Ñ œ œ œ
0ÐD  =?  =@Ñ  0ÐD Ñ Ð=ß =Ñ  Ð!ß !Ñ

= =

œ œ Ð!Ñ œ H Ð"ß "Ñ œ
Ð=Ñ  Ð!Ñ

=
œ H Ð"ß !Ñ  H Ð!ß "Ñ œ

œ
0ÐD

lim lim

lim

lim

=Ä! =Ä!

! !

=Ä!

w
Ð!ß!Ñ

Ð!ß!Ñ Ð!ß!Ñ

=Ä!

!  =?Ñ  0ÐD Ñ 0ÐD  >@Ñ  0ÐD Ñ

= >
 œ

œ Ð?Ñ  Ð@Ñ

! ! !

>Ä!
lim

- - .

Uma vez provada a linearidade de , a sua continuidade resulta de-À I Ä J
que, pela alínea c) de , tem-se  para cada .3.7.21 m Ð?Ñm Ÿ m?m ? − I- Q

<

c) Vamos verificar que  é diferenciável em cada  e com ,0 D − H0 œ! DH -
!

por outras palavras, para cada ? − I

H0 Ð?Ñ œ H 0ÐD ÑD ? !!
.

Subdem: Dado  arbitrário, consideremos   tal que .$ & $ ! !   < )Q
# <

&
#

Tem-se então, sempre que , pela alínea b) de ,D − F ÐD Ñ& ! 3.7.21

m0ÐDÑ  0ÐD Ñ  ÐD  D Ñm Ÿ mD  D m Ÿ
)Q

<

Ÿ mD  D m Ÿ mD  D m
)Q

<

! ! !#
#

# ! !

-

&
$ ,

311Comparar com o exemplo examinado no exercício , no quadro de  como corpo3.1.4 ‘
dos escalares, em que temos uma aplicação contínua com derivada dirigida segundo
qualquer vetor mas em que essa derivada não é linear como função do vetor.
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o que prova a diferenciabilidade.
d) Vamos agora mostrar que a aplicação diferenciável  é mesmo de0 À Ä JH
classe .G"

Subdem: Provemos a continuidade da aplicação  numH0À Ä ÐIàJÑH _
ponto  arbitrário. Ora, dado  arbitrário, podemos considerarD −  !! H $
!   & $< *Q

$ < tal que  e então, tendo em conta a alínea d) de ,&
# 3.7.21

vem, sempre que ,mD  D m ! &

mÐH0 H0 ÑÐ?Ñm œ mH 0ÐDÑ  H 0ÐD Ñm Ÿ m?m
*Q

<
D D ? ? ! #!

&
,

isto é, , o que prova a continuidade.mH0 H0 m Ÿ D D
*Q
<! #
& $

e) Vamos mostrar que a aplicação contínua  admite emH0À Ä ÐIàJÑH _
cada  derivada dirigida segundo qualquer vetor .D − @ − I! H
Subdem: Consideremos  tal que para cada  e para cada& ‚ ! = − F Ð!Ñ §&

D − F ÐD Ñ § I D  =@ −& !  se tenha  e sejaH

0 ÀF ÐD Ñ ‚ F Ð!Ñ Ä Js
& &!

a aplicação de classe  definida porG"

0ÐDß =Ñ œ 0ÐD  =@Ñs .

Comecemos por mostrar, como resultado auxiliar, que, dada uma aplicação
#À Ò!ß "Ó Ä F Ð!Ñ G G 1ÀF ÐD Ñ Ä J& & de classe , vem de classe  a aplicação " "

!

definida por

1ÐDÑ œ 0ÐDß =Ñ .=s(
#

,

tendo-se então

H1 œ H 0ÐDß =Ñ .=s
D "(

#

.

Para isso, notamos que se tem

1ÐDÑ œ 0ÐDß Ð>ÑÑ Ð>Ñ .>s(
!

"
w# # ,

onde para cada  é contínua a aplicação , e paraD − F ÐD Ñ > È 0ÐDß Ð>ÑÑ Ð>Ñs
& !

w# #

cada  é diferenciável a aplicação  e com> − Ò!ß "Ó D È 0ÐDß Ð>ÑÑ Ð>Ñs # #w

diferencial em  igual a , vindo contínua a aplicaçãoD H 0 Ð>Ñs
" ÐDß Ð>ÑÑ

w
# #

F ÐD Ñ ‚ Ò!ß "Ó Ä ÐIàJÑ ÐDß >Ñ È H 0 Ð>Ñs
& #! " ÐDß Ð>ÑÑ

w_ #, .

Podemos assim aplicar o teorema de diferenciabilidade do integral paramé-
trico em  para garntir que  é efetivamente de classe  e com3.5.18 1 G"
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H1 œ H 0Ð Ð>Ñ .> œ H 0 .=s s
D " "

!

"

ÐDß Ð>ÑÑ
w

ÐDß=Ñ( (#
#

# ,

como enunciado. Dados  arbitrários em , a alínea a) do teorema de= ß = F Ð!Ñ" # &

Morera em  diz-nos que se tem3.7.6

( ( (
! ! =

= = =# " #

"

0 ÐDß =Ñ .= œ 0ÐDß =Ñ .=  0ÐDß =Ñ .=s s s

pelo que, diferenciando ambos os membros e aplicando o resultado auxiliar
acima referido a cada um dos caminhos ,  e  (cf. ),# # #!ß= !ß= = ß=# " " #

3.5.28
obtemos

( ( (
! ! =

= = =

" " "ÐDß=Ñ ÐDß=Ñ ÐDß=Ñ

# " #

"

H 0 .= œ H 0 .=  H 0 .=s s s .

Tomando  e aplicando a alínea b) do teorema de Morera referido,D œ D!
concluímos que é holomorfa a aplicação  que a  associaF Ð!Ñ Ä ÐIàJÑ =& _

H 0 œ H0s
" ÐD ß=Ñ D =@! !

,

em particular, considerando a sua derivada em , existe o limite!

lim
=Ä!

D =@ D
@ D

H0 H0

=
œ H ÐH0Ñ − ÐIà JÑ! !

!
_ ,

que é o que se pretendia provar nesta alínea.
f) Vamos provar agora que a aplicação  é efetivamente de classe0 À Ä JH
G G :   "_ :, isto é que é de classe  para todo o . Fazemo-lo por indução em
: : œ ", começando por reparar que o caso  é o que foi provado nas alíneas a)
a d) da demonstração. Supondo que a afirmação é verdadeira para um certo
:   ", o que provámos em e) mostra que a aplicação contínua
H0À Ä ÐIàJÑH _  admite derivada dirigida em cada ponto do domínio
segundo qualquer vetor de , pelo que, pela hipótese de indução, a aplicaçãoI
H0À Ä ÐIàJÑ G 0 GH _  é de classe , ou seja,  é de classe .: :" 

3.7.23 (A série de Taylor de uma aplicação holomorfa de variável vetorial)
Sejam  um espaço vetorial normado complexo, I H § I J um aberto,  um
espaço de Banach complexo e  uma . Sejam0 À Ä JH aplicação holomorfa
D − V  ! F ÐD Ñ § D − F ÐD Ñ! V ! V !H H e  tais que . Para cada  tem-se então

0ÐDÑ œ H 0 ÐD  D ßá ß D  D Ñ œ
"

5x

œ 0ÐD Ñ  H0 ÐD  D Ñ  H 0 ÐD  D ß D  D Ñ 
"

#
"

$x
H 0 ÐD  D ß D  D ß D  D Ñ â

"
5 !

5
D ! !

! D ! D ! !
#

$
D ! ! !

!

! !

!
     +
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onde a soma envolvida é a de uma família absolutamente somável de vetores
de  JÞ 312

Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que . Sejam  oD œ D Y §! ‚
aberto

Y œ Ö= − ± D  =ÐD  D Ñ − ×‚ H! !

e  a aplicação holomorfa definida por:À Y Ä J

:Ð=Ñ œ 0ÐD  =ÐD  D ÑÑ! ! ,

para a qual se tem  e, tendo em conta , para cada :Ð!Ñ œ 0ÐD Ñ 5  !! 3.2.12

: :Ð5Ñ 5 5
! D ! !Ð!Ñ œ H Ð"ßá ß "Ñ œ H 0 ÐD  D ßá ß D  D Ñ

!
.

Uma vez que sempre que  vem  e quel=l  D  =ÐD  D Ñ − F ÐD ÑV
mDD m ! ! V !

!

"  V
mDD m!

, podemos aplicar a fórmula de Taylor em  para concluir que3.7.7

0ÐDÑ œ Ð"Ñ œ Ð!Ñ  Ð!Ñ  Ð!Ñ  Ð!Ñ â œ
" "

# $x

œ 0ÐD Ñ  H0 ÐD  D Ñ  H 0 ÐD  D ß D  D Ñ 
"

#

 H 0 ÐD  D ß D  D ß D  D Ñ â
"

$x

: : : : :w ww www

! D ! D ! !
#

$
D ! ! !

! !

!
     . 

3.7.24 (Estimações de Cauchy para aplicações holomorfas de variável veto-
rial) Sejam  um espaço vetorial normado complexo, I H § I J um aberto, 
um espaço de Banach complexo e  uma aplicação holomorfa.0 À Ä JH
Sejam ,  tal que  e que, para um certo , seD − Y <  ! F ÐD Ñ § Q   !! < ! H
tenha  para cada .  Tem-se então, para cada m0ÐDÑm Ÿ Q D − F ÐD Ñ 5   "< !

313

e ? − I

mH 0 Ð?ß ßá ß ?Ñm Ÿ m?m
5xQ

<
5 5

D 5!
.

Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que . Sejam  o aberto? œ ! Y § ‚

Y œ Ö= − ± D  =? − ×‚ H!

e  a aplicação holomorfa definida por:À Y Ä J

312Ao contrário do referido na nota de pé de página  a propósito do resultado análogo299
3.7.7, para , não afirmamos que para cada  a família das restrições dasI œ !  <  V‚
parcelas a  seja normalmente somável. Se isso acontecesse  era necessaria-A − F ÐD Ñ 0< !

mente limitada em  e um contraexemplo para esta propriedade aparecerá noF ÐD Ñ< !

exercício  no fim da secção.3.7.12
313Ao contrário de , a existência de um tal  é aqui uma hipótese; no resultado3.7.4 Q   !
referido resultava da compacidade da bola fechada. O que se pode garantir é a existencia
de  com  para o qual exista um tal  (toda a aplicação contínua é<  ! F ÐD Ñ § Q< ! H
localmente limitada).
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:Ð=Ñ œ 0ÐD  =?Ñ! ,

para a qual se tem  e, tendo em conta , para cada :Ð!Ñ œ 0ÐD Ñ 5  !! 3.2.12

: :Ð5Ñ 5 5
! DÐ!Ñ œ H Ð"ßá ß "Ñ œ H 0 Ð?ßá ß ?Ñ

!
.

Uma vez que sempre que  vem  e portantol=l Ÿ D  =? − F ÐD Ñ<
m?m ! < !

m Ð=Ñm Ÿ Q: , deduzimos das estimações de Cauchy em  que3.7.4

mH 0 Ð?ßá ß ?Ñm œ m Ð!Ñm Ÿ œ m?m
5xQ 5xQ

<
5 Ð5Ñ 5

D
<

m?m

5 5!
: ˆ ‰ . 

Voltamos agora a examinar as aplicações holomorfas cujo domínio é um
aberto de  de modo a obtermos uma generalização da fórmula integral‚
de Cauchy, onde os domínios de integração não são necessariamente os
considerados em . Para caracterizar os domínios de integração que3.7.2
será conveniente utilizar será cómodo trabalhar com “combinações linea-
res formais” de caminhos de classe , o que necessita de um instrumentoG"

algébrico abstrato bem conhecido que relembramos a seguir.

3.7.25 (Observação algébrica) Será cómodo utilizar no que segue a construção
algébrica abstrata do  associado a um conjunto arbitráriogrupo abeliano livre
Z > ™. Trata-se da classe de todas as famílias  de elementos de œ Ð: Ñ# # Z−

para as quais exista uma parte finita  de  com  para cada Z Z # Z! !: œ ! Â#

(famílias quase sempre nulas), classe que constitui um subgrupo do grupo
abeliano de todas as aplicações de  para . Repare-se que este grupoZ ™
abeliano (ou, o que é equivalente, módulo sobre o anel ™ dos inteiros) possui
uma base livre em correspondência biunívoca com , a saber a constituídaZ
pelos elementos , com , onde  é a família que associa o inteiro  ao# # Z #s s− "
índice  e  a todos os restantes índices. Mais precisamente, se # ! > œ Ð: Ñ# # Z− ,
tem-se

> #œ : s"
# Z

#

−

,   (1)

onde, como em qualquer grupo abeliano, esta soma eventualmente infinita é,
por definição, igual a qualquer subsoma finita cuja parcelas incluam todas as
que não são .!
É comum cometer-se o abuso de utilizar a notação # para designar a família
# #s atrás referida, desde que seja claro se estamos a referir o índice  ou o
correspondente elemento do grupo abeliano livre, o que conduz a que a
fórmula (1) seja reescrita na forma

> #œ :"
# Z

#

−

.   (2)
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Uma propriedade bem conhecida das bases livres garante-nos que, dados um
grupo abeliano  e, para cada , um elemento , existe um único[ # Z [− 2 −#

morfismo de grupos do grupo abeliano livre associado a  para  que aplicaZ [
cada elemento  da base livre em , nomeadamente aquele que a cada # >2-
verificando (2) associa o elemento

"
# Z

# #

−

: 2

de , elemento que será naturalmente escrito na forma[

$
# Z

#

−

:
2 # ,

no caso em que para o grupo  se utilize a notação multiplicativa.[
Note-se que o facto de termos um morfismo de grupos garante que. dadas
famílias finitas de elementos  (não necessariamente distintos) e de# Z5 −
inteiros , o elemento  do grupo abeliano livre é aplicado no: :5 5 5! #
elemento  de  (ou, no caso da notação multiplicativa, no elemento!: 25 #5 [#  de ).2#5

5: [

3.7.26 ( –cadeias e –cadeias em )! " ‚  As observações algébricas abstratas feitas
em 3.7.25 vão ser aplicadas em duas situações distintas:
a) O conjunto  é o conjunto Z ‚ dos números complexos. O correspondente
grupo abeliano livre será notado Cad  e os seus elementos serão!Ð Ñ‚
chamados  de . Se uma -cadeia corresponder à família de!–cadeias ‚ !
inteiros  chamamos  da -cadeia ao conjunto finito dos  taisÐ: Ñ ! DD D−‚ suporte
que .: Á !D

b) O conjunto  é o conjunto de todas os caminhos  de classeZ # ‚À Ò+ß ,Ó Ä
G +  ,", onde  em  são arbitrários. Para um tal caminho, chamos ‘ suporte
de  ao subconjunto compacto  de  e dizemos que  e# # # ‚ #‡ œ ÐÒ+ß ,ÓÑ Ð+Ñ
#Ð,Ñ são as suas , o primeiro a  e o segundo a extremidades origem meta ou o
fim. O correspondente grupo abeliano livre será notado Cad  e os seus"Ð Ñ‚
elementos serão chamados  de . Se uma -cadeia  corresponder"-cadeias ‚ >"
à família de inteiros  chamamos  de  ao subconjuntoÐ: Ñ# # Z− suporte >
compacto  de  união dos suportes  dos  tais que .> ‚ # #‡ ‡ : Á !#

Repare-se que, em qualquer das situações referidas em a) e b) o suporte de
uma soma de cadeias está contido na união dos suportes destas, o suporte da
cadeia  é vazio e o suporte do produto de um inteiro  por uma cadeia é! : Á !
igual ao suporte desta, em particular a classe das cadeias com suporte contido
num subconjunto dado  é um subgrupo abeliano que admite uma baseE § ‚
livre constituída pelos pontos de , no primeiro caso, e pelos caminhos deE
classe  com suporte contido em , no segundo caso. Esses subgruposG E"

abelianos serão notados respetivamente Cad  e Cad .! "ÐEÑ ÐEÑ
Como em qualquer das situações referidas em a) e b) o conjunto  já temZ
uma estrutura de grupo abeliano, associada à operação de soma em , a‚
comodidade da identificação de um ponto ou de um caminho  com aG"
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correspondente cadeia impõe “como castigo” o risco de confusão sobre qual
a soma ou multiplicação pelos inteiros que se está a considerar. Por esse
motivo, no contexto das operações dos grupos abelianos Cad  e Cad! "Ð Ñ Ð Ñ‚ ‚
usaremos os símbolos

Š ‹  "
no lugar de

  † " 

(soma, subtração, multiplicação por um inteiro e somatório).

3.7.27 (O morfismo bordo e as -cadeias fechadas)" Define-se um morfismo de
grupos abelianos `À Ð Ñ Ä Ð ÑCad Cad , o , pela condição" !‚ ‚ morfismo bordo
de aplicar cada  da base de Cad  no elemento # ‚ ‚ # #À Ò+ß ,Ó Ä Ð Ñ Ð,Ñ ‹ Ð+Ñ"

de Cad . É claro que se  o morfismo  aplica Cad  em! "Ð Ñ E § ` ÐEÑ‚ ‚
Cad . Repare-se que, dados um conjunto finito de índices , uma família!ÐEÑ M
de caminhos  de classe  e uma família de inteiros ,# ‚ ™5 5 5 5

"À Ò+ ß , Ó Ä G : −
vai-se ter

`  :  œ  :  Ð, Ñ ‹ Ð+ ÑŠ ‹" " ˆ ‰
5−M 5−M

5 5 5 5 5# # # .

Diz-se que uma -cadeia  é  se se" œ : > #!
5−M

5 5 fechada ciclo, ou que é um ,

tem . Em particular, no caso em que a -cadeia se reduz a um`Ð Ñ œ ! ">
caminho , a -cadeia é fechada se, e só se, , ou seja,# ‚ # #À Ò+ß ,Ó Ä " Ð+Ñ œ Ð,Ñ
se, e só se, o caminho é fechado. Na figura a seguir está sugerida uma cadeia
fechada que não é do tipo anterior; as setas definem qual a origem e a meta
de cada caminho e um inteiro na proximidade significa que multiplicámos o
correspondente caminho figurado por esse inteiro.

Repare-se que o facto de  ser um morfismo de grupos implica`
imediatamente que o conjunto das -cadeias fechadas é um subgrupo"
abeliano de Cad ."Ð Ñ‚

3.7.28 (O integral de uma aplicação contínua sobre uma -cadeia)" Sejam J
um espaço de Banach complexo, E § 0ÀE Ä J‚ um subconjunto e  uma
aplicação contínua. Pela propriedade fundamental das bases livres existe
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então um único morfismo de grupos abelianos de Cad  para  que aplica"ÐEÑ J
cada caminho  de classe  no integral#À Ò+ß ,Ó Ä E G"

(
#

0ÐDÑ .D

definido em . Notamos3.5.23

(
>

0ÐDÑ .D

a imagem de uma -cadeia  com suporte contido em  por este morfismo." E>
Repare-se que, dados um conjunto finito de índices , uma família deM
caminhos  de classe  e uma família de inteiros ,# ™5 5 5 5

"À Ò+ ß , Ó Ä E G : −
vai-se ter, para a -cadeia ," œ : > #!

5−M
5 5

( ("
> #

0ÐDÑ .D œ : 0ÐDÑ .D
5−M

5
5

.

Observemos que da igualdade precedente decorrem imediatamente
propriedades de linearidade do integral sobre uma -cadeia  relativamente à" >
função integranda  que correspondem às referidas em  para o integral0 3.5.24
sobre um caminho de classe , propriedades essas que pensamos não serG"

necessário explicitar.

3.7.29 (O integral de uma função primitivável ao longo de uma -cadeia"
fechada) Sejam  um espaço de Banach complexo, J Y § ‚ um aberto e
1À Y Ä J  uma aplicação contínua admitindo uma primitiva, isto é, tal que
exista uma aplicação holomorfa  com  para cada0 À Y Ä J 0 ÐDÑ œ 1ÐDÑw

D − Y Þ " Y Se  for uma -cadeia fechada com suporte contido em  tem-se>
então

(
>

1ÐDÑ .D œ !.

Dem: Consideremos o morfismo  de Cad  para  que aplica cadaG !ÐY Ñ J
elemento  da sua base livre em . Como referido em , para cadaA 0ÐAÑ 3.5.27
elemento  da base livre de Cad  tem-se#À Ò+ß ,Ó Ä Y ÐYÑ"

(
#

1ÐDÑ .D œ 0Ð Ð,ÑÑ  0Ð Ð+ÑÑ œ Ð`Ð ÑÑ# # G #

Temos assim dois morfismos de Cad  para  que coincidem nos"ÐY Ñ J
elementos de uma base livre pelo que coincidem, isto é, para cada -cadeia"
> − ÐYÑCad ,"

(
>

1ÐDÑ .D œ Ð`Ð ÑÑG > ,
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em particular, se a -cadeia  for fechada," >

(
>

1ÐDÑ .D œ Ð!Ñ œ !G . 

3.7.30 (O índice de um ponto relativamente a uma -cadeia fechada)" Sejam
> ‚ > > uma -cadeia fechada e  não pertencente ao suporte  de . Tem-se" D − ‡

então que

Ind>
>

ÐDÑ œ .A
" "

# 3 A  D1
(

é um número inteiro, a que se dá o nome de  do complexo índice D
relativamente a . Repare-se que decorre imediatamente da definição que, > D
estando fixado, a aplicação Ind  é um morfismo do grupo abeliano> È ÐDÑ>

das -cadeias fechadas com suporte contido em  para ." Ï ÖD×‚ ™
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
a) Vamos mostrar que, se  é um caminho de classe  e se# ‚À Ò+ß ,Ó Ä G"

D − ÐÒ+ß ,ÓÑ‚ # não pertence ao suporte  então

expŠ ‹(
#

" Ð,Ñ  D

A  D Ð+Ñ  D
.A œ

#

#
.

Subdem: Lembremos que se tem

( (
#

" Ð=Ñ

A  D Ð=Ñ  D
.A œ .=

+

, w#

#
.

Consideremos então a aplicação  definida por: ‚À Ò+ß ,Ó Ä

:
#

#
Ð>Ñ œ .=

Ð=Ñ

Ð=Ñ  D
expŠ ‹(

+

> w

para a qual se tem

: :
#

#
w

w

Ð>Ñ œ Ð>Ñ ‚
Ð>Ñ

Ð>Ñ  D
.

e . Sendo agora  a aplicação definida por: < ‚Ð+Ñ œ Ð!Ñ œ " À Ò+ß ,Ó Äexp

<
:

#
Ð>Ñ œ

Ð>Ñ

Ð>Ñ  D
,

vemos que

<
: # : #

#
w

w w

#
Ð>Ñ œ œ !

Ð>ÑÐ Ð>Ñ  DÑ  Ð>Ñ Ð>Ñ

Ð Ð>Ñ  DÑ

e portanto  é constante, em particular<
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:

# #
< <

Ð,Ñ "

Ð,Ñ  D Ð+Ñ  D
œ Ð,Ñ œ Ð+Ñ œ

ou seja,

expŠ ‹(
#

" Ð,Ñ  D

A  D Ð+Ñ  D
.A œ Ð,Ñ œ:

#

#
.

b) Vamos agora mostrar que se  é uma -cadeia fechada e se  não> ‚" D −
pertence ao suporte  então tem-se>‡

expŠ ‹(
>

"

A  D
.A œ ".

Subdem: Vamos interpretar a conclusão analítica obtida em a) com o auxílio
dos instrumentos algébricos que introduzimos. Para isso, notamos que as
propriedades da aplicação exponencial em  implicam que esta é um‚
morfismo do grupo aditivo  para o grupo multiplicativo  e‚ ‚ Ï Ö!×
consideramos o morfismo  de Cad  para o grupo multiplicativoF ‚D !Ð Ï ÖD×Ñ
‚ Ï Ö!× A definido pela condição de aplicar um elemento  da sua base livre
no complexo não nulo , morfismo que aplica portanto uma -cadeiaA D !! # :  A ÐA  DÑ5 5 5

: no complexo não nulo . O segundo membro da5

igualdade em a) é assim a imagem por  da -cadeiaFD !

`Ð Ñ œ Ð,Ñ ‹ Ð+Ñ# # # .

Temos assim dois morfismos de Cad  para o grupo multiplicativo"Ð Ï ÖD×Ñ‚
‚ >Ï Ö!×, o primeiro aplicando  em

expŠ ‹(
>

"

A  D
.A

e o segundo aplicando  em . A conclusão de a) diz-nos que estes> F >DÐ`Ð ÑÑ
dois morfismos coincidem nos elementos da base livre de Cad , o"Ð Ï ÖD×Ñ‚
que implica que eles coincidem, ou seja, que para cada -cadeia de suporte"
contido em  tem-se‚ Ï ÖD×

expŠ ‹(
>

"

A  D
.A œ Ð`Ð ÑÑF >D .

No caso em que a -cadeia  é fechada tem-se assim" >

expŠ ‹(
>

"

A  D
.A œ Ð!Ñ œ "FD .

c) Para concluir que se  é uma -cadeia fechada com suporte contido em> "
‚ Ï Ö!× .A então  é um inteiro basta agora lembrar que, como" "

# 3 AD1 >
'

referido em , se  tem-se exp  se, e só se,  e3.6.15 =ß > − Ð=  >3Ñ œ " = œ !‘
> − #1™. 
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3.7.31 (O índice como função do ponto) Seja > uma -cadeia fechada com"
suporte . Tem-se então que a função Ind , que a > ‚ ‚ > ™‡ ‡§ À Ï Ä D>

associa o índice Ind  de  relativamente a , é contínua, portanto>ÐDÑ D >
constante em cada parte conexa do aberto , em particular constante em‚ >Ï ‡

cada  componente conexa deste aberto.
Chamaremos  de  ao conjunto, que notaremos int , dos pontosinterior > >Ð Ñ
D − Ï ÐDÑ Á ! Ð Ñ‚ > > >‡ tais que Ind  e  de  ao conjunto, notado ext ,> exterior
dos pontos  tais que Ind . Tem-se assim que  é a uniãoD − Ï ÐDÑ œ !‚ > ‚‡

>

disjunta dos subconjuntos , int  e ext , o primeiro compacto e os> > >‡ Ð Ñ Ð Ñ
outros dois abertos.
Dem: Podemos considerar famílias finitas de caminhos , com# ‚5 5 5À Ò+ ß , Ó Ä
suporte contido em , e de inteiros  tais que . Tem-se> ™ > #‡

5 5 5: − œ : !
então, para cada ,D − Ï‚ >‡

Ind>
#

ÐDÑ œ : .A œ : .>
" " " Ð>Ñ

# 3 A  D # 3 Ð>Ñ  D1 1 #

#" "( (5 5
+

,
5
w

55 5

5

pelo que a continuidade da aplicação Ind  resulta do teorema>À Ï Ä‚ > ™‡

sobre a continuidade do integral paramétrico em . A continuidade desta3.5.17
aplicação implica que a imagem por ela de qualquer subconjunto conexo não
vazio, em particular de cada uma das componentes conexas de , é um‚ >Ï ‡

conexo não vazio contido em , portanto necessariamente um conjunto com™
um único elemento. Essa continuidade implica também que int  e extÐ Ñ Ð Ñ> >
são abertos em , e portanto em .‚ > ‚Ï ‡ 

3.7.32 (Pontos onde o índice é ) ! Seja > uma -cadeia fechada com suporte"
> ‚ ‚ >‡ ‡§ Ï. Tem-se então que  tem uma única componente conexa não
limitada e, para cada  nessa componente conexa,  Ind . Mais preci-D ÐDÑ œ !>

samente, sendo  e  tais que , tem-se IndD − <  ! § F ÐD Ñ ÐDÑ œ !! < !
‡‚ > >

para cada , por outras palavras int .D − Ï F ÐD Ñ Ð Ñ § F ÐD Ñ‚ >< ! < !

Em consequência, podemos garantir que

> > ‚ >‡  Ð Ñ œ Ï Ð Ñint ext

é fechado e limitado, portanto compacto.
Dem: Comecemos por supor que o conjunto compacto  está contido em>‡

F ÐD Ñ D Â F ÐD Ñ< ! < ! e que . Podemos considerar o subconjunto fechado
E § ‚,
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E œ ÖD  >ÐD  DÑ× œ ÖA − ± − Ó_ß !Ó×
A  D

D D
! >Ÿ!

!
‚ .

Para cada  tem-se A − E A œ D  >ÐD  DÑ > Ÿ !!  com  pelo que

ÐA  D Ñ  ÐD  D Ñ œ A  D œ >ÐD  DÑ! ! !

donde

A D œ Ð"  >ÑÐD  D Ñ! !

e

lA  D l œ Ð"  >ÑlD  D l   lD  D l  <! ! ! ,

em particular A Â > > ‚‡ ‡. Tem-se assim . Reparemos agora que,§ Ï E
sendo Log  a função logaritmo referida em ,À Ï Ó_ß !Ó Ä‚ ‚ 3.6.22
podemos definir uma aplicação  por0 À Ï E Ä‚ ‚

0ÐAÑ œ LogŠ ‹A D

D D!

para o qual se tem . Podemos assim utilizar  para garantir0 ÐAÑ œw "
AD 3.7.29

que

Ind .>
>

ÐDÑ œ .A œ !
" "

# 3 A  D1
(

Lembremos agora que  é conexo, por exemplo porW œ ÖA − ± lAl œ "×‚
ser a imagem de  pela aplicação contínua , e daqui resulta que‘ > È Ð>3Ñexp
‚ Ï F Ð!Ñ <  ! W ‚ Ò<ß_Ò<  é conexo para cada , por ser a imagem de  pela
aplicação contínua . Sendo  tal que , o conexoÐAß >Ñ È >A <  ! § F Ð!Ñ>‡

<

‚ ‚ >Ï F Ð!Ñ Ï<
‡, estando contido em , vai estar contido numa das suas

componentes conexas, que é portanto ilimitada, tendo-se, pelo que
verificámos no início, que nessa componente conexa o valor constante do
índice é . Resta notar que a restantes componentes conexas de  são! Ï‚ >‡

necessariamente limitadas por estarem contidas em .F Ð!Ñ< 

3.7.33 (Exemplo de caminhos fechados com outros índices) Sejam
8 − ™ ‚ ‘Ï Ö!× D − > − <  ! um inteiro, ,  e . Tem então lugar uma! !

caminho de classe  fechado  definido porG À Ò!ß # Ó Ä_ # 1 ‚

#Ð>Ñ œ D  < 8Ð>  >Ñ3! !expˆ ‰,

cujo suporte  é#‡

W œ ÖA − ± lA  D l œ <×< !‚

e para o qual se tem para cada D − Ï‚ #‡
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Ind
, se ,
, se .#ÐDÑ œ

8 lD  D l  <
! lD  D l  <œ !

!

Em particular, vemos que neste caso o interior de , int  é a bola aberta# #Ð Ñ
F Ð!Ñ< .
Dem: O facto de o suporte  estar contido em # ‚‡

!ÖA − ± lA  D l œ <×
resulta de se ter  para cada  e o facto de se tratar de uml Ð=3Ñl œ " = −exp ‘
caminho fechado resulta de, uma vez que  (cf. a alínea c) deexpÐ# 83Ñ œ "1
3.6.15), vir

# 1 1

#

Ð# Ñ œ D  < Ð8> 3Ñ Ð# 83Ñ œ

œ D  < Ð8> 3Ñ œ Ð!Ñ
! !

! !

exp exp
exp .

O facto de se ter Ind  sempre que  resulta do que vimos#ÐDÑ œ ! lD  D l  <!

em . Por outro lado, uma vez que  é convexo, e portanto conexo,3.7.32 F ÐD Ñ< !

sabemos que o índice é constante em  pelo que para mostrar queF ÐD Ñ< !

Ind  para todo o  basta verificar esse valor para .#ÐDÑ œ 8 D − F ÐD Ñ D œ D< ! !

Ora,

Ind

.

#
#

1

1

ÐD Ñ œ .A œ .> œ
" " "

# 3 A  D # 3

<83 8Ð>  >Ñ3

< 8Ð>  >Ñ3

œ 8.> œ 8
"

#

!
! ! !

#
!

!

#

1 1

1

( ( ˆ ‰ˆ ‰
(

exp

exp

A justificação do facto de o suporte de  ser igual a  (e não apenas contido# W<

neste) poderia ser feita a partir de uma análise das propriedades da expo-
nencial mas pode também ser deduzido das propriedades do índice que esta-
belecemos atrás: Se  não pertencesse ao suporte, o conexoA − W! <

E œ ÖD  >ÐA  D Ñ×! ! ! > !

não intersetaria  pelo que o índice de  relativamente a todos os seus# #‡

pontos seria o mesmo, o que era absurdo porque para  esse índice é  e> œ ! 8
para t  esse índice é . " ! 

Vamos agora examinar alguns resultados que, em conjunto com o que
estabelecemos em ,  e , vão permitir determinar explici-3.7.31 3.7.32 3.7.33
tamente os índices relativos a cadeias fechadas em casos particulares fre-
quentes nas aplicações.

3.7.34 (Lema da subdivisão) Sejam  em +  -  , ‘ # ‚,  um caminhoÀ Ò+ß ,Ó Ä
de classe ,  e  uma -cadeia tais que a -cadeia  sejaG : − " " Š : " ™ > > #
fechada. Sejam  e  as restrições de . Para cada# ‚ # ‚ #" #À Ò+ß -Ó Ä À Ò-ß ,Ó Ä
D Â  Š : > # > #‡ ‡ (que contém o suporte de ) tem-se então que
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> # #Š :  Š : " #

é também uma –cadeia fechada, cujo suporte não contém , e" D

Ind Ind .> # # > #Š: Š: Š:" #
ÐDÑ œ ÐDÑ

Dem: Consideremos a –cadeia , com suporte contido em ," Š ‹# # # #" #
‡

que é fechada, uma vez que

`Ð Š ‹ Ñ œ Ð-Ñ ‹ Ð+Ñ Š Ð,Ñ ‹ Ð-Ñ ‹ Ð,Ñ Š Ð+Ñ œ !# # # # # # # # #" # .

Tendo em conta  vem3.5.25

Ind ,# # #
# # #

" #

" #

Š ‹ ÐDÑ œ .A  .A  .A œ !
" " " "

# 3 A  D A  D A  D1
Š ‹( ( (

donde, por ser

> # # > # # # #Š :  Š :  œ Š :  Š :  Ð Š ‹ Ñ" # " # ,

vem

Ind Ind Ind
Ind .

> # # > # # # #

> #

Š: Š: Š: Š ‹

Š:

" # " #
ÐDÑ œ ÐDÑ  : ‚ ÐDÑ œ

œ ÐDÑ 

3.7.35 (Lema da variação do índice) Sejam  em +  , ‘ # ‚,  umaÀ Ò+ß ,Ó Ä
aplicação de classe ,  com  e  tais que  eG A − lAl œ " > − Ó+ß ,Ò Ð> Ñ Á !" w

! !‚ #

que , onde  designa o coeficiente da parte imaginária.e  ! eˆ ‰#w !Ð> Ñ
A

314

Tem-se então:

1) Existe  tal que , que para & & & & ! Ò>  ß >  Ó § Ò+ß ,Ó > − Ò>  ß > Ò! ! ! !

e  !
Ð>Ñ  Ð> Ñ

A
ˆ ‰# # ! ,

que para > − Ó> ß >  Ó! ! &

314Esta condição exprime o facto de  seguido de  constituir uma base direta de A Ð> Ñ# ‚w
!

com a sua orientação usual. Em linguagem porventura mais sugestiva,  aponta para aA
direita de .#w !Ð> Ñ
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e  !
Ð>Ñ  Ð> Ñ

A
ˆ ‰# # !

e que a aplicação , que toma o valor  para , tenha> È l Ð>Ñ  Ð> Ñl ! > œ ># # ! !

restrição estritamente decrescente a  e restrição estritamenteÒ>  ß > Ó! !&
crescente a .Ò> ß >  Ó! ! &
2) Podemos escolher  tal que<  !

<  l Ð>  Ñ  Ð> Ñlß l Ð>  Ñ  Ð> Ñlmin˜ ™# & # # & #! ! ! !

e, para um tal  ficam bem definidos  pelas condições< + ß , − Ó+ß ,Òw w

>   +  >  ,  > 

l Ð+ Ñ  Ð> Ñl œ < l Ð+ Ñ  Ð> Ñl œ <
! ! !

w w

w w
! !

& &

# # # # ,  ,

assim como  com-ß .

  -  ! œ < Ð-3Ñ
Ð+ Ñ  Ð> Ñ

A

!  .  œ < Ð.3Ñ
Ð, Ñ  Ð> Ñ

A

1
# #

1
# #

, .

, .

w
!

w
!

exp

exp

3) Podemos considerar um caminho fechado  de classe ,# 1 ‚sÀ Ò!ß # Ó Ä G_

com restrição injetiva a , definido porÒ!ß # Ò1

# #sÐ=Ñ œ Ð> Ñ  <A Ð-  =Ñ3! expˆ ‰,

que verifica , tendo-se# # 1 #s sÐ!Ñ œ Ð# Ñ œ Ð+ Ñw

!  -  .  -   -  #1 1

e

# #

# #

# 1 #

sÐ-Ñ œ Ð> Ñ  <A

sÐ.  -Ñ œ Ð, Ñ

sÐ  -Ñ œ Ð> Ñ  <A

!
w

!

,
,

.

4) Notando

# # # # # #! ÎÒ+ ß, Ó " ÎÒ!ß.-Ó # ÎÒ.-ß# Óœ œ œs s s sw w , , ,1

podemos considerar as -cadeias fechadas  e  e tem-se para" ‹ Šs s# # # #" #! !

cada !  =  <s

# # # # # # # #

# #

# #

Ð> Ñ  =A Â   Ð> Ñ  =A Â  s s s s s s

Ð Ð> Ñ  =AÑ œ " Ð Ð> Ñ  =AÑ œ !s s

Ð Ð> Ñ  =AÑ œ ! Ðs

! !! !
‡ ‡

" # " #
‡ ‡ ‡ ‡

s s‹ ! ‹ !

Š ! Šs s

, ,
Ind , Ind ,
Ind , Ind

# # # #

# # # #

" "! !

! !# #
Ð> Ñ  =AÑ œ "s! .

Dem: 1) Notemos  o produto interno real usual de , cuja normaØÙ œ‚ ‘#

associada é o valor absoluto. O facto de se ter
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lim

lim

>Ä>

! !

!

w

>Ä>

w w w w #!

!
! ! !

!

!

e œ e  !
Ð>Ñ  Ð> Ñ Ð> Ñ

AÐ>  > Ñ A

Ð>Ñß œ Ø Ð> Ñß Ð> ÑÙ œ l Ð> Ñl  !
Ð>Ñ  Ð> Ñ

>  >

Š ‹ ˆ ‰
¢ £

# # #

# # # #
# #

,

,

implica a existência de  tal que  e que para cada& & & ! Ò>  ß >  Ó § Ò+ß ,Ó! !

> − Ò>  ß >  Ó > Á >! ! !& &  com 

" Ð>Ñ  Ð> Ñ Ð>Ñ  Ð> Ñ

>  > A AÐ>  > Ñ
e œ e  !

" Ð>Ñ  Ð> Ñ

>  > >  >
Ø Ð>Ñß Ð>Ñ  Ð> ÑÙ œ Ð>Ñß  !

! !

! !

! !

w w
!

!

Š ‹ Š ‹
¢ £

# # # #

# # # #
# #

,

,

o que implica que se >  >!

e  ! Ø Ð>Ñß Ð>Ñ  Ð> ÑÙ  !
Ð>Ñ  Ð> Ñ

A
Š ‹# #

# # #
! w

!, ,

e se >  >!

e  ! Ø Ð>Ñß Ð>Ñ  Ð> ÑÙ  !
Ð>Ñ  Ð> Ñ

A
Š ‹# #

# # #
! w

!, .

Considerando agora a aplicação  de classe  definida: & & ‘À Ò>  ß >  Ó Ä G! !
"

por

: # # # # # #Ð>Ñ œ l Ð>Ñ  Ð> Ñl œ Ø Ð>Ñ  Ð> Ñß Ð>Ñ  Ð> ÑÙ! ! !
# ,

para qual se tem

: # # #w w
!Ð>Ñ œ #Ø Ð>Ñß Ð>Ñ  Ð> ÑÙ,

o que vimos atrás mostra que  se  e  para , o: :w w
! !Ð>Ñ  ! >  > Ð>Ñ  ! >  >

que implica que , e portanto também a função  tem: # #> È l Ð>Ñ  Ð> Ñl!

restrições estritamente decrescente a  e estritamente crescente aÒ>  ß > Ó! !&
Ò> ß >  Ó! ! & .
2) A possibilidade de se escolher  nas condições indicadas resulta de que,<
pelo que se viu em 1),  e  sãol Ð>  Ñ  Ð> Ñl l Ð>  Ñ  Ð> Ñl# & # # & #! ! ! !

estritamente positivos. A existência e unicidade de  e  nas condições+ ,w w

indicadas resulta das propriedades de monotonia referidas em 1) e de uma
função contínua não passar de um valor a outro sem tomar todos os valores
intermédios. A existência e unicidade de  e  nas condições apontadas- .
resulta das propriedades da aplicação exponencial referidas em , uma3.6.15
vez que se tem

¹ ¹ ¹ ¹# # # #Ð+ Ñ  Ð> Ñ Ð, Ñ  Ð> Ñ

<A <A
œ œ "

w w
! ! ,

com
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e  ! e  !
Ð+ Ñ  Ð> Ñ Ð, Ñ  Ð> Ñ

<A <A
ˆ ‰ ˆ ‰# # # #w w

! !, .

3) Sendo  tal que que , tem-se também= − A œ Ð= 3Ñ! !‘ exp

# #sÐ=Ñ œ Ð> Ñ  < Ð=  -  =Ñ3! !expˆ ‰,

o que mostra que o caminho  é um caso particular dos caminhos fechados#s
considerados em , neste caso com . O facto  de ter restrição3.7.33 8 œ " s#
injetiva a  resulta das propriedades da aplicação exponencial referidasÒ!ß # Ò1
na alínea a) de , se repararmos que se pode escrever3.6.15

# #sÐ=Ñ œ Ð> Ñ  <A Ð-3Ñ Ð=3Ñ! exp exp .

As desigualdades

!  -  .  -   -  #1 1

resultam de se ter  e  e reparamos agora que  -  ! !  . 1 1

# # 1 # #

# #

# # #

# 1 # 1 #

s sÐ!Ñ œ Ð# Ñ œ Ð> Ñ  <A Ð-3Ñ œ Ð+ Ñ

sÐ-Ñ œ Ð> Ñ  <A

sÐ.  -Ñ œ Ð> Ñ  <A Ð.3 œ Ð, Ñ

sÐ  -Ñ œ Ð> Ñ  <A Ð 3Ñ œ Ð> Ñ  <A

!
w

!

!
w

! !

exp

exp

exp

,
,

,

.

‰
4) Tem-se

`Ð ‹ Ñ œ Ð.  -Ñ ‹ Ð!Ñ ‹ Ð, Ñ Š Ð+ Ñ œ !s s s

`Ð Š Ñ œ Ð, Ñ ‹ Ð+ Ñ Š Ð# Ñ ‹ Ð.  -Ñ œ !s s s

# # # # # #

# # # # # 1 #
" !

w w

! #
w w

,
,

pelo que as -cadeias referidas são efetivamente fechadas. Reparemos agora"
que para cada  em  o complexo  não pertence ao suporte= Á ! Ð> Ñ  =As s‘ # !

# # # #!
‡ w w

! !œ ÐÒ+ ß , ÓÑ Ð> Ñ  =A œ Ð>Ñ > Á >s visto que se fosse , necessariamente 
e então  seria real, contrariando as desigualdades envolvendo a# #Ð>Ñ Ð> Ñ

A
! œ =s

parte imaginária do primeiro membro referidas em 1). No caso em que ,=  !s
# #Ð> Ñ  =A = œ <s s s!  só pode pertencer ao suporte de  se , caso em que, por ser

# #Ð> Ñ  =A œ Ð-Ñs s! ,

a injetividade da restrição de  a  garante que ele não pertence ao# 1s Ò!ß # Ò
suporte de . Do mesmo modo, no caso em que ,# #s s sœ =  !# ÎÒ.-ß# Ó1

# #Ð> Ñ  =A = œ <s s s!  só pode pertencer ao suporte de  se , caso em que, por ser

# # 1Ð> Ñ  =A œ Ð  -Ñs s! ,

a injetividade da restrição de  a  garante que ele não pertence ao# 1s Ò!ß # Ò
suporte de . Deduzimos daqui que o conjunto conexo ilimitado# #s sœ" ÎÒ!ß.-Ó

constituído pelos  com  não interseta o suporte de  e# # #Ð> Ñ  =A =  ! Šs s s! ! #

que o conjunto conexo ilimitado constituído pelos  com  não#Ð> Ñ  =A =  !s s!
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interseta o suporte de , o que, tendo em conta o verificado em 8),# #s ‹" !

implica que para  tem-se=  !s

Ind , Ind .# # # #! !# "Š ! ‹ !s sÐ Ð> Ñ  =AÑ œ ! Ð Ð> Ñ  =AÑ œ !s s# #

Supondo agora que , o que vimos em  e o facto de  ser um!  =  <s s3.7.34 #
dos caminhos considerados em , com , mostra que3.7.33 8 œ "

Ind Ind# # #s s sŠ ! !" #
Ð Ð> Ñ „ =AÑ œ Ð Ð> Ñ „ =AÑ œ "s s# #

e daqui deduzimos finalmente que

Ind Ind

Ind Ind ,
Ind Ind

# # # # # #

# # # #

# # #

s Ð Š Ñ‹Ð Š Ñ‹ ! !s s s

s s sŠ ! Š !

Š !s Ðs

" ! " # #!

" # #!

! # "

Ð Ð> Ñ  =AÑ œ Ð Ð> Ñ  =AÑ œs s

œ Ð Ð> Ñ  =AÑ  Ð Ð> Ñ  =AÑ œ "s s

Ð Ð> Ñ  =AÑ œs

# #

# #

# Š Ñ‹Ð ‹ Ñs s !

s s sŠ ! ‹ !

# # #

# # # #

# " !

" # " !

Ð Ð> Ñ  =AÑ œs

œ Ð Ð> Ñ  =AÑ  Ð Ð> Ñ  =AÑ œ "s s

#

# #Ind Ind . 

3.7.36 (Método de determinação do índice) Sejam  em +  , ‘ # ‚, À Ò+ß ,Ó Ä
uma aplicação de classe ,  com  e  tais queG A − lAl œ " > − Ó+ß ,Ò"

!‚

# # # #w
! ! ! !

Ð> Ñ
AÐ> Ñ Á ! e  ! Ð>Ñ Á Ð> Ñ > Á > Ð> Ñ, que  e que  para cada  (  éˆ ‰#w !

um  do suporte de ). Sejam  e  um -cadeia talponto simples # ™ >: − "
0Ð> Ñ Â " Š :  <  !!

‡> > # e que a -cadeia  seja fechada. Existe então  tal
que para  vem ,  e!  =ß >  < Ð> Ñ  =A Â  Ð> Ñ  >A Â s ss s# > # # > #! !

‡ ‡ ‡ ‡

Ind Ind .> # > #Š: ! Š: !Ð Ð> Ñ  >AÑ œ Ð Ð> Ñ  =AÑ  :s s# #

Dem: Comecemos por escolher  nas condições referidas na alínea 1) de&  !
3.7.35. Uma vez que  não pertence ao compacto0Ð> Ñ!

> # & # &‡
! ! ÐÒ+ß >  ÓÑ  ÐÒ>  ß ,ÓÑ

escolhamos , verificando as condições referidas na alínea 2) de  e<  ! 3.7.35
tal que a bola aberta  esteja contida no complementar daqueleF Ð Ð> ÑÑ< !#
compacto e consideremos os correspondentes  e + ß , − Ó+ß ,Ò -ß . − Ó ß Òw w 1 1
definidos na referida alínea.

Reparemos que as propriedades de monotonia referidas na alínea 1) de 3.7.35
implicam que  também não intersecta os conjuntos  eF Ð Ð> ÑÑ ÐÒ>  ß + ÓÑ< ! !

w# # &
# & #ÐÒ, ß >  ÓÑ F Ð Ð> ÑÑw

! < ! pelo que, de facto,  também está contido no
complementar do compacto
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> # #‡ w w ÐÒ+ß + ÓÑ  ÐÒ, ß ,ÓÑ.

Notemos ,  e, tal como na alínea 4) de ,# # # #" #ÎÒ+ß+ Ó ÎÒ, ß,Óœ œw w 3.7.35
# # # 1 ‚! ÎÒ+ ß, Óœ À Ò!ß # Ó Äsw w . Consideremos o caminho fechado  definido na
alínea 3) de  e, tal como na alínea 4) do mesmo resultado, as respetivas3.7.35
restrições  e # # # #s s s sœ œ Þ" ÎÒ!ß.-Ó # ÎÒ.-ß# Ó1

Uma vez que o conexo  não intersetaF Ð Ð> ÑÑ< !#

> # # #‡ w w
" ÐÒ+ß + ÓÑ  ÐÒ, ß ,ÓÑ  ÐÒ!ß .  -ÓÑs ,

que contém o suporte da -cadeia fechada"

> # # #

> # # # # #

Š :   :   :  œs

œ Š :  Š :   :   :   : s

" #"

" #"
ˆ ‰ ˆ ‰,

tem-se

Ind Ind> # # # > # # #Š: : : ! Š: : : !s s" # " #" "
Ð Ð> Ñ  >AÑ œ Ð Ð> Ñ  =AÑÞs s# #

Podemos agora ter em conta as conclusões na alínea 4) de  e o3.7.35
resultado sobre a subdivisão em  para deduzir que3.7.34

Ind Ind

Ind Ind

Ind

> # > # # #

> # # # # #

> # # #

Š: ! Š: Š: Š: !

Š: Š: Š: ! ‹ !s

Š: Š: Š:

Ð Ð> Ñ  >AÑ œ Ð Ð> Ñ  >AÑ œs s

œ Ð Ð> Ñ  >AÑ  : Ð Ð> Ñ  >AÑ œs s

œ Ð Ð

# #

# #

#

" ! #

" ! # !"

" ! #
> Ñ  >AÑ  Ð Ð> Ñ  >AÑ œs s

œ Ð Ð> Ñ  >AÑ œs

œ Ð Ð> Ñ  =AÑ œs

œ Ð Ð> Ñ 

! !:Ð ‹ Ñs

Š: Š: Š: !s

Š: Š: Š: !s

Š: Š: Š: !s

Ind

Ind
Ind
Ind

# #

> # # #

> # # #

> # # #

" !

" #"

" #"

" #"

#

#

#

# =AÑ  :  Ð Ð> Ñ  =AÑ œs s

œ Ð Ð> Ñ  =AÑ  : œs

œ Ð Ð> Ñ  =AÑ  :s

Ind

Ind
Ind .

:Ð ‹ Ñs !

Š: Š: Š: !

Š: !

# #

> # # #

> #

" !

" ! #

#

#

# 

3.7.37 (Exemplo) As figuras seguintes sugerem geometricamente situações em
que os índices em cada componente conexa do complementar do suporte
podem ser facilmente determinados com o auxílio dos resultados que estu-
dámos. Utilizámos caracteres maiores para referir os índices nas diferentes
componentes conexas e caracteres menores para identificar eventuais fatores
multiplicativos
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3.7.38 (Versão geral da fórmula integral de Cauchy) Sejam  um espaço deJ
Banach complexo, Y § 0ÀY Ä J‚ um aberto não vazio e  uma aplicação
holomorfa. Seja  uma -cadeia fechada com suporte  e tal que> >" § Y‡

Ind  para cada  (isto é, tal que int ).>ÐAÑ œ ! A − Ï Y Ð Ñ § Y‚ >

Para cada  tem-se entãoA − Y Ï >‡

Ind . >
>

ÐAÑ0ÐAÑ œ .D
" 0ÐDÑ

# 3 D  A1
( 315

Dem: Vamos dividir a demonstração, devida a , em várias alíneas:Dixon [7]
a) Consideremos uma família finita de caminhos  de classe# ‚5 5 5À Ò+ ß , Ó Ä
G : § œ : " ‡ ‡

5 5 55 e uma família de inteiros  tais que  e que .# > > #!
b) Tendo em conta , podemos considerar a aplicação  de3.7.17 1À Y ‚ Y Ä J
classe , no sentido complexo, definida porG_

1ÐAß DÑ œ
D Á A

0 ÐAÑ D œ A
œ 0ÐDÑ0ÐAÑ

DA
w

, se 
, se .

c) Tem lugar uma aplicação holomorfa  definida por2 ÀY Ä J"

2 ÐAÑ œ 1ÐAß DÑ .D
"

# 3
"

1
(
>

.

Subdem: Tem-se

2 ÐAÑ œ : 1ÐAß DÑ .D œ
"

# 3

œ : 1ÐAß Ð>ÑÑ Ð>Ñ .>
"

# 3

" 5

5

5

5 5
+

,

5
w

1

1
# #

" (
" (

#5

5

5

pelo que ficamos reduzidos a mostrar que para cada  é holomorfa a apli-5
cação de  para  que a  associaY J A

(
+

,

5 5
w

5

5

1ÐAß Ð>ÑÑ Ð>Ñ .># #

315Reparar que a fórmula integral de Cauchy em  é um caso particular desta uma vez3.7.2
que o índice de cada  relativamente a  é 0 e que para cada  A Â F ÐD Ñ A − F ÐD Ñ< ! D ß< < !#

!

esse índice é ."
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e isso resulta do resultado sobre a diferenciabilidade do integral paramétrico
em , considerando a aplicação de  para  que a 3.5.18 Y ‚ Ò+ ß , Ó J ÐAß >Ñ5 5

associa  e a isometria usual .1ÐAß Ð>ÑÑ Ð>Ñ Ð à J Ñ Ä J# # _ ‚5 5
w

d) Podemos considerar o aberto

ext IndÐ Ñ œ ÖA − Ï ± ÐAÑ œ !×> ‚ >‡
>

de  e a aplicação holomorfa ext  definida por‚ >2 À Ð Ñ Ä J#

2 ÐAÑ œ .D
" 0ÐDÑ

# 3 D  A
#

1
(
>

,

tendo-se ext , onde  é tal que , eÐ Ñ ¨ Ï F Ð!Ñ <  ! § F Ð!Ñ> ‚ >< <
‡

lim
AÄ_

#2 ÐAÑ œ !  Ö_×, onde o limite é relativo à topologia de  como‚

compactificado de Alexandroff de .‚
Subdem: O facto de ext  ser aberto em  já foi referido em  e oÐ Ñ> ‚ 3.7.31
facto de ext  conter o complementar de  resulta de . AÐ Ñ F Ð!Ñ> < 3.7.32
verificação de que  é holomorfa resulta, como em c), de , uma vez2# 3.5.18
que

2 ÐAÑ œ : .D œ
" 0ÐDÑ

# 3 D  A

œ : Ð>Ñ .>
" 0Ð Ð>ÑÑ

# 3 Ð>Ñ  A

# 5

5

5

5
+

,
5

5
5
w

1

1 #

#
#

" (
" (

#5

5

5

.

Esta mesma fórmula mostra-nos que, para verificar que  lim
AÄ_

#2 ÐAÑ œ !

bastará verificar que, para cada  se tem5

lim
AÄ_ +

,
5

5
5
w(

5

5 0 Ð Ð>ÑÑ

Ð>Ñ  A
Ð>Ñ .> œ !

#

#
# .   (1)

Ora, sempre que  vemlAl  <

lAl Ÿ lA  Ð>Ñl  l Ð>Ñl Ÿ lA  Ð>Ñl  <# # #5 5 5 ,

donde

lA  Ð>Ñl   lAl  <#5 ,

e portanto

½ ½( (
+ +

, ,
5

5
5 5
w w

5
5 5

5 50 Ð Ð>ÑÑ "

Ð>Ñ  A lAl  <
Ð>Ñ .> Ÿ m0Ð Ð>ÑÑ Ð>Ñm .>

#

#
# # #

pelo que o facto de o segundo membro ter limite  quando  implica! Ap_
por enquadramento o limite em (1).
e) Tem-se ext  e pode definir-se uma aplicação holomorfaY  Ð Ñ œ> ‚
2À Ä J Y Ð Ñ 2 2‚ > cujas restrições a  e a ext  são respetivamente  e ." #
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Subdem: O facto de se ter ext  é uma consequência de, porY  Ð Ñ œ> ‚
hipótese, para cada  vir  e Ind , portanto ext .A Â Y A Â ÐAÑ œ ! A − Ð Ñ> >‡

>

Para verificar a existência de uma aplicação holomorfa  tendo  e2À Ä J 2‚ "

2 2 ÐAÑ œ 2 ÐAÑ# " # como restrições o que temos que verificar é que  para
A − Y  Ð Ñext . Ora. por ser>

! œ ÐAÑ œ .D
" "

# 3 D  A
Ind ,>

>1
(

vemos que

2 ÐAÑ œ 1ÐAß DÑ .D œ .D œ
" " 0ÐDÑ  0ÐAÑ

# 3 # 3 D  A

œ .D  .D 0ÐAÑ œ
" 0ÐDÑ " "

# 3 D  A # 3 D  A

œ .D œ 2 ÐDÑ
" 0ÐDÑ

# 3 D  A

"

#

1 1

1 1

1

( (
( (Š ‹
(

> >

> >

>

.

f) Uma vez que sempre que  tem-se , o que vimos emlAl  < 2ÐAÑ œ 2 ÐAÑ#

d) mostra que  quando  o que, pelo teorema de Liouville em2ÐAÑp ! Ap_
3.7.11, implica que se tem  para todo o . Podemos agora2ÐAÑ œ ! A − ‚
concluir que para cada  tem-seA − Y Ï >‡

" 0ÐDÑ " 0ÐDÑ

# 3 D  A # 3 D  A
.D œ .D  2 ÐAÑ œ

œ .D  .D œ
" 0ÐDÑ " 0ÐDÑ  0ÐAÑ

# 3 D  A # 3 D  A

œ .D œ .D 0ÐAÑ œ
" 0ÐAÑ " "

# 3 D  A # 3 D  A

œ ÐAÑ0ÐAÑ

1 1

1 1

1 1

( (
( (
( (Š ‹

> >

> >

> >

>

"

Ind . 

3.7.39 (Corolário) Sejam  um espaço de Banach complexo, J Y § ‚ um aberto
não vazio e  uma aplicação holomorfa. Seja  uma -cadeia0 À Y Ä J ">
fechada com suporte  e tal que Ind  para cada > ‚‡ § Y ÐAÑ œ ! A − Ï Y>

(isto é, tal que int ). Tem-se entãoÐ Ñ § Y>

(
>

0ÐDÑ .D œ !.

Dem: Seja  um elemento fixado e consideremos uma novaA − Y Ï >‡

aplicação holomorfa  definida por . Aplicando0 À Y Ä J 0ÐDÑ œ 0ÐDÑÐD  AÑs s

3.7.38, obtemos

( (
> >

>0ÐDÑ .D œ .D œ # 3 ÐAÑ0ÐAÑ œ !
0ÐDÑs

D  A
s1 Ind . 
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3.7.40 (Corolário) Sejam  um espaço de Banach complexo,  um abertoJ Y § ‚
não vazio e  uma aplicação holomorfa. Sejam ,  duas0 À Y Ä J > >" #

" Y-cadeias fechadas com suporte contido em  e tais que para cada
A − Ï Y ÐAÑ œ ÐAÑ‚  se tenha Ind Ind .> >" #

Tem-se então

( (
> >" #

0 ÐDÑ .D œ 0ÐDÑ .D.

Dem: Basta aplicar o corolário , considerando a -cadeia fechada3.7.39 "
> >" # ÐAÑ œ ! A −, para a qual se tem Ind  para cada > >" # ‚ Ï Y , e
portanto

( ( (
> > >" # "

0 ÐDÑ .D  0ÐDÑ .D œ 0ÐDÑ .D œ !
>#

. 

Exercícios

Ex. 3.7.1 a) Verificar que o valor do integral calculado em  implica que, dado3.7.1
A − Ï ÖA× D‚ ‚ ‚, a função de  para  que a  associa  não admite nenhuma"

DA

primitiva.
b) Sejam ,  e  tal que . Verificar que o conjuntoD − <  ! A − mD  Am  <! !‚ ‚

E œ ÖA  >ÐD  AÑ× œ ÖD − ± − Ó_ß !Ó×
D  A

D A
! >Ÿ!

!
‚

é fechado em  e que o aberto  de  e contém a imagem do caminho fechado‚ ‚ ‚Ï E
#D ß<!

 definido em . Verificar que, sendo3.7.1
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LogÀ Ï Ó_ß !Ó Ä‚ ‚

a função logaritmo definida em  pode definir-se uma aplicação holomorfa3.6.22
1À Ï E Ä‚ ‚ por

1ÐDÑ œ
D  A

D A
LogŠ ‹

!

para a qual se tem  e concluir que1w "
DAÐDÑ œ

(
#D ß<!

"

D  A
.D œ !.

Comparar este valor com o obtido em  no caso em que .3.7.1 mA  D m  <!

Ex. 3.7.2 (A falsa exceção) Sejam  um espaço de Banach complexo,  um aberto,J Y § ‚
D − Y 0À Y Ä J Y Ï ÖD ×! ! e  uma aplicação contínua cuja restrição a  seja holomorfa.
Deduzir que  é uma aplicação holomorfa.  Utilizar o resultado 0 Sugestão: 3.7.10
sobre singularidades removíveis, lembrando que uma aplicação contínua é localmente
limitada.

Ex. 3.7.3 Seja  uma função holomorfa não constante. Mostrar que a imagem0 À Ä‚ ‚
0Ð Ñ D − 0Ð Ñ‚ ‚ ‚ ‚ é densa em . Supondo que  era exterior a , verificar que se podia!

definir uma função holomorfa limitada não constante  por1À Ä‚ ‚

1ÐDÑ œ
"

0ÐDÑ  D!
,

contrariando o teorema de Liouville em .3.7.11

Ex. 3.7.4 (As equações de Cauchy-Riemann) Sejam  um aberto e  umaY § 0ÀY Ä‚ ‚
função. Seja  o aberto de ,  (de facto, quando seY Y œ ÖÐBß CÑ ± B  C3 − Y×w # w‘
considera a identificação usual de  com , podemos escrever , mas a‚ ‘# wY œ Y
distinção pode ser cómoda). Sejam  as funções definidas por1ß 2À Y Äw ‘

0ÐB  C3Ñ œ 1ÐBß CÑ  2ÐBß CÑ3.

a) Verificar que a função  é holomorfa se, e só se, as funções  e  forem0 1 2
diferenciáveis e verificarem as equações de Cauchy-Riemann

`2 `1 `1 `2

`C `B `C `B
ÐBß CÑ œ ÐBß CÑ ÐBß CÑ œ  ÐBß CÑ, .

Sugestão: Lembrar que  é diferenciável no sentido complexo se, e só se, for0
diferenciável no sentido real e com cada diferencial  aplicação linear complexa eH0D
reparar que esta última condição é equivalente à conjunção das condições

H0 Ð3Ñ œ 3H0 Ð"Ñ H0 Ð"Ñ œ 3H0 Ð3ÑD D D D, ,

mostrando em seguida que qualquer destas duas últimas condições é equivalente à
conjunção das duas equações de Cauchy-Riemann.
b) Deduzir de a) que se a função  é holomorfa então cada uma das funções0
1ß 2À Y Ä Gw _‘ é de classe  e é  no sentido que verifica a equaçãoharmónica
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` 1 ` 1 ` 2 ` 2

`B `C `B `C
ÐBß CÑ  ÐBß CÑ œ ! ÐBß CÑ  ÐBß CÑ œ !

# # # #

# # # #
, .

c) Suponhamos agora que  é estrelado relativamente a um certo  e queY D − Y!

1À Y Ä Gw #‘ é uma função de classe  que seja , isto é que verifiqueharmónica

` 1 ` 1

`B `C
ÐBß CÑ  ÐBß CÑ œ !

# #

# #

para cada . Verificar que existe uma função diferenciável  queÐBß CÑ − Y 2À Y Äw w ‘
verifique as condições

`2 `1 `2 `1

`B `C `C `B
ÐBß CÑ œ  ÐBß CÑ ÐBß CÑ œ ÐBß CÑ, ,

que então vem holomorfa a função  definida por0 À Y Ä ‚

0ÐB  C3Ñ œ 1ÐBß CÑ  2ÐBß CÑ3

e que as funções  e  são necessariamente de classe .   Aplicar o1 2 G_ 316 Sugestão:
resultado de primitivação em , considerando a aplicação (3.5.21 = _ ‘ ‘À Y Ä à Ñw #

definida por

= =ÐBßCÑ ÐBßCÑÐ"ß !Ñ œ  ÐBß CÑ Ð!ß "Ñ œ ÐBß CÑ
`1 `1

`C `B
, ,

e reparando que, para verificar a identidade (1) na alínea b) do resultado referido para
? @ ? œ Ð"ß !Ñ @ œ Ð!ß "Ñ e  arbitrários, basta verificá-la no caso particular em que  e .
Nota: Se aplicar  ou, melhor ainda,  em vez de , poderá obter a3.5.35 3.5.36 3.5.21
mesma conclusão fazendo menos exigências de regularidade sobre a função .1

Ex. 3.7.5 (Teorema de Gelfand-Mazur) Seja {0} uma álgebra de Banach complexaX Á
com elemento um, que notamos , e que tenha a propriedade de cada  em  ser" B Á ! X
invertível. Verificar que existe então um isomorfismo de álgebras  que é- ‚ XÀ Ä
isométrico e aplica  em , nomeadamente o definido por ." − " − Ð>Ñ œ > † "‚ X -
Sugestão: A injetividade de  resulta de se ter . Para a sobrejetividade ter em- " Á !
conta o resultado .3.7.12

Ex. 3.7.6 (Generalização das fórmulas integrais de Cauchy) Sejam  um espaço deJ
Banach complexo, ,  e  uma aplicação contínua comD − V  ! 0ÀF ÐD Ñ Ä J! V !‚
restrição holomorfa à bola aberta . Verificar que, analogamente aoF ÐD ÑV !  
estabelecido em , tem-se, para cada ,3.7.2 A − F ÐD ÑV !

0ÐAÑ œ .D
" 0ÐDÑ

# 3 D  A1
(
#D ßV!

e, mais geralmente, como em , para cada ,3.7.3 5   !

0 ÐAÑ œ .D
5x 0ÐDÑ

# 3 ÐD  AÑ
Ð5Ñ

5"1
(
#D ßV!

Sugestão: Para a primeira fórmula, considerando  fixado, ter em conta  paraA 3.7.2

316Costuma-se dizer que  é uma função  da função harmónica .2 1harmónica conjugada
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cada  estritamente entre  e  e utilizar o teorema de continuidade do<  ! mAm V
integral paramétrico para mostrar a continuidade da aplicação de  que a ÓmAmßVÓ <

associa . As restantes fórmulas têm justificação análoga, a partir de"
# 3 DA

0ÐDÑ
1 #
'

D ß<!
.D

3.7.3.

Ex. 3.7.7 Seja  o espaço de Banach , com a norma do máximo  e seja J mm F Ð!Ñ §‚ ‚#
_ "

o conjunto dos complexos de módulo menor que . Verificar que, para a aplicação"
holomorfa não constante  definida por , tem-se0 ÀF Ð!Ñ Ä J 0ÐDÑ œ ÐDß "Ñ"

m0ÐDÑm œ m0Ð!Ñm D para cada .

Ex. 3.7.8 (O teorema do mínimo — comparar com ) a) 3.7.14 Sejam  um abertoY § ‚
conexo e  uma aplicação holomorfa tal que exista  com  e0 À Y Ä D − Y 0ÐD Ñ Á !‚ ! !

V  ! F ÐD Ñ § Y l0ÐD Ñl Ÿ l0ÐDÑl D − F ÐD Ñ 0 com  e  para cada . Mostrar que  éV ! ! V !

uma aplicação constante.  Aplicar o teorema do máximo em  àSugestão: 3.7.14
aplicação de domínio  que a  associa  e lembrar .F ÐD Ñ DV !

"
0ÐDÑ 3.7.9

b) Considerar o espaço de Hilbert , com o produto interno habitual e a apli-J œ ‚#

cação holomorfa  definida por . Verificar que, apesar de  não1À Ä J 0ÐDÑ œ ÐDß "Ñ 0‚
ser constante, a função que a  associa  atinge um mínimo estritamenteD m0ÐDÑm
positivo para , concluindo que para a validade da conclusão de a) não podemosD œ !
substituir o espaço de chegada  por um espaço de Hilbert geral.‚

Ex. 3.7.9 (O lema de Schwarz) Seja  um espaço de Hilbert complexo e consideremos aJ
bola aberta  de . Seja  uma aplicação holomorfa tal queF Ð!Ñ 0 ÀF Ð!Ñ Ä J" "‚
0Ð!Ñ œ ! m0ÐDÑm Ÿ " D e que  para cada . Mostrar que:
a)  e para cada  tem-se ;m0 Ð!Ñm Ÿ " D − F Ð!Ñ m0ÐDÑm Ÿ mDmw

"

b) Se  ou existir  com  então existe m0 Ð!Ñm œ " D − F Ð!Ñ m0ÐD Ñm œ mD m A − Jw
" " " "

com  tal que  para cada .mAm œ " 0ÐDÑ œ DA D − F Ð!Ñ"

Sugestão: 1) Utilizar  para garantir a existência de uma aplicação holomorfa3.7.8
1ÀF Ð!Ñ Ä J 1Ð!Ñ œ 0 Ð!Ñ 0ÐDÑ œ D1ÐDÑ D"

w tal que  e  para cada .  Utilizar o teorema2)
do máximo em  para concluir que para cada  o máximo de 3.7.14 !  <  " m1ÐDÑm
para  no compacto  é atingido nalgum  com  e, reparando que paraD F Ð!Ñ D mD m œ << < <

D Á ! 1ÐDÑ œ D − F Ð!Ñ m1ÐDÑm Ÿ tem-se , deduzir que para cada  tem-se .0ÐDÑ
D <<

"

3) Deduzir de 2) que se tem  para cada , o que implica a)  Nom1ÐDÑm Ÿ " D − F Ð!Ñ Þ"

caso em que  ou exista  com  utilizar om0 Ð!Ñm œ " D − F Ð!Ñ m0ÐD Ñm œ mD mw
" " " "

teorema do máximo para garantir que  toma um valor constante .1 A − J

Ex. 3.7.10 (Teorema da aplicação aberta) Sejam  um aberto conexo e Y § 0ÀY Ä‚ ‚
uma aplicação holomorfa não constante.
a) Seja  tal que . Utilizar o teorema da aplicação inversa em D − Y 0 ÐD Ñ Á !! !

w 3.4.7
para deduzir a existência de um aberto  de  com  tal que Y D − Y § Y Z œ 0ÐY Ñw w w w

!‚
seja aberto em  e que  seja um difeomorfismo de  sobre  e deduzir, em‚ 0 Y Zw w

particular, que a aplicação  é aberta em  (cf. ).0 D! 1.11.9
b) Verificar que para cada inteiro  é aberta a aplicação holomorfa 8   " Ä‚ ‚
definida por .  Lembrar , reparando que o facto de estaA È A8 Sugestão: 1.11.10
aplicação ser aberta em cada  resulta da conclusão de a) e que o facto de ela serA Á !
aberta em  é uma consequência simples de se ter .! < Ð 3Ñ œ < Ð>3Ñˆ ‰È8 exp exp>

8

8

c) Seja  tal que . Tendo em conta  para a aplicação que a D − Y 0 ÐD Ñ œ ! ß D! !
w 3.7.8

associa , pode-se considerar  tal que  e 0ÐDÑ  0ÐD Ñ 8   # 0 ÐD Ñ Á ! 0 ÐD Ñ œ !! ! !
Ð8Ñ Ð:Ñ

para cada . Deduzir da alínea b) do resultado referido que existe uma" Ÿ :  8
aplicação holomorfa  com  e1À Y Ä 1ÐD Ñ Á !‚ !
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0ÐDÑ œ 0ÐD Ñ  ÐD  D Ñ 1ÐDÑ! !
8

para cada .D − Y
d) Seja  tal que  e seja  nas condições referidas em c). MostrarD − Y 0 ÐD Ñ œ ! 8   #! !

w

que existe um aberto  de  com  e uma aplicação holomorfaY D − Y § Yw w
!‚

2À Y Ä 2ÐD Ñ œ ! 2 ÐD Ñ Á !w w
! !‚ tal que ,  e

0ÐDÑ œ 0ÐD Ñ  2ÐDÑ!
8

para cada . Deduzir, em particular, tendo em conta o concluído em a) e b), queD − Y w

a aplicação  é aberta em .  Considerando a aplicação  obtida em c),0 D 1! Sugestão:
utilizar o teorema da função inversa com a aplicação , depois de escolher umA È A8

complexo cuja potência  seja , para garantir a existência de  nas condições8 1ÐD Ñ Y!
w

pedidas e de uma aplicação holomorfa  tal que  para cada1À Y Ä 1ÐDÑ œ 1ÐDÑs sw 8‚
D − Y 2ÐDÑ œ ÐD  D Ñ1ÐDÑsw

! e tomar então .
e) Deduzir de a) e d) que a aplicação , sendo aberta em cada ponto do domínio, é0
aberta.
f) Seja  tal que , seja  nas condições referidas em c) e sejaD − Y 0 ÐD Ñ œ ! 8   #! !

w

2À Y Äw ‚ uma aplicação holomorfa nas condições referidas em d). Aplicando de
novo o teorema da função inversa deduzir a existência de um aberto  de , comY ww ‚
D − Y § Y 2 Y Y!

ww w ww ww tal que a restrição de  a  seja um difeomorfismo de  sobre uma
bola aberta  e deduzir daqui que a aplicação  não é injetiva. F Ð!Ñ 0& Sugestão:
Lembrar que qualquer complexo não nulo tem  raizes de índice .8 8
g) “Debicando” nas conclusões das alíneas precedentes concluir que se  umY § ‚
aberto e  é uma aplicação holomorfa injetiva então  para todo o0 À Y Ä 0 ÐDÑ Á !‚ w

D − Y 0ÐYÑ 0 Y 0ÐYÑ,  é aberto em  e  é um difeomorfismo de  sobre .‚
Sugestão: Considerar a restrição de  a cada uma das componentes conexas de .0 Y

Ex. 3.7.11 (Duas generalizações de ) a) 3.7.16 Sejam  um espaço de Banach complexo,J
I I § I § I" # " " # # e  dois espaços vetoriais normados complexos,  e  doisH H
abertos e  uma aplicação localmente limitada e separadamente holo-0 À ‚ Ä JH H" #

morfa. Mostrar que a aplicação  é de classe .  Aplicando , temos0 G_ Sugestão: 3.7.22
apenas que mostrar a existência de derivada dirigida para  num ponto  arbi-0 ÐA ß D Ñ! !

trário no domínio segundo qualquer vetor . Para isso, ter em contaÐ?ß @Ñ − I ‚ I" #

3.7.16 com a aplicação  definida num produto cartesiano de abertos de  por: ‚

:Ð=ß >Ñ œ 0ÐA  =?ß D  >@Ñ! ! ,

considerando então o diferencial de  em  aplicado ao vetor .: Ð!ß !Ñ Ð"ß "Ñ
b) Sejam  um espaço de Banach complexo,  e, para cada , J 8   # " Ÿ 4 Ÿ 8 Y §4 ‚
um aberto. Sendo  uma aplicação localmente limitada e0 À Y ‚â‚Y Ä J" 8

separadamente holomorfa (isto é, holomorfa em cada variável quando se fixam as
restantes ), mostrar que  é mesmo de classe , no sentido complexo.8  " 0 G_

Sugestão: Fazer uma demonstração por indução, utilizando  e a conclusão da3.7.16
alínea a).

Ex. 3.7.12 (Exemplo de aplicação holomorfa de domínio , cf. ) j Ð Ñ"
‚  [12] Consi-

deremos o espaço de Banach complexo  das -sucessões  dej Ð Ñ B œ ÐB Ñ"
: : "‚  

números complexos com , com a norma  (cf. ).! !
: " : "

: " :lB l  _ mBm œ lB l 2.3.48

a) Considerando para cada  a aplicação holomorfa  definida por:   " 0 À j Ð Ñ Ä:
"
‚  ‚

0 ÐBÑ œ B j Ð Ñ Ä: :
: ", composta de uma aplicação linear contínua  com uma apli-‚  ‚
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cação holomorfa , verificar que se pode definir uma aplicação contínua‚ ‚Ä
0À j Ð Ñ Ä"

‚  ‚ por

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ œ B" "
: " : "

: :
:,

onde a soma no segundo membro é a de uma família absolutamente somável.
Sugestão: Dado  em , verificar que a família das restrições dosB œ ÐB Ñ j Ð Ñ! ! : ":

"
‚ 

0 F ÐB Ñ j Ð Ñ: !
" à bola aberta  de  é normalmente somável, aplicando então ."

# ‚  2.3.26

Para isso ter em conta o facto de existir  tal que para cada  se tenha8 :  8! !

lB l Ÿ + œ Ð Ñ :  8! : !:
" $
% %

:, considerando  para .
b) Verificar que  é holomorfa e que, dados  e  em ,0 B œ ÐB Ñ ? œ Ð? Ñ j Ð Ñ! ! : " : : ":

"
‚ 

H0 Ð?Ñ œ H0 Ð?Ñ œ :B ?B : :

: " : "
B :

:"
! !

" " .

Sugestão: Aplicar agora , onde, para verificar que a família das restrições3.3.34
H0 ÀF ÐB Ñ Ä j Ð Ñ 8: ! !

"
"
#

_  ‚( ; ) é normalmente somável, escolhemos  como anterior-‚

mente, consideramos  para  e lembramos a desigualdade (2) em+ œ :Ð Ñ :  8: !
$
%

:"

3.3.35, com  e .V œ " A œ " −5 ‘
c) Verificar que se tem  para cada  mas que, se  am0ÐBÑm Ÿ " B − F Ð!Ñ <  ""

restrição de  a  não é limitada, em particular a família das restrições das0 F Ð!Ñ<

aplicações  a  não é normalmente somável.0 F Ð!Ñ: <

Ex. 3.7.13 (O bordo dum retângulo) Sejam  e  em . Vamos notar+  , -  . ‘
`ÐÒ+ß ,Ó ‚ Ò-ß .ÓÑ " a -cadeia

`ÐÒ+ß ,Ó ‚ Ò-ß .ÓÑ œ Š ‹ ‹# # # #" # " #,

onde  e  são os caminhos de classe # # ‚ # # ‚" " # #
_ß À Ò+ß ,Ó Ä ß À Ò-ß .Ó Ä G

definidos por

# #

# #
" "

# #

Ð=Ñ œ =  -3 Ð=Ñ œ =  .3

Ð>Ñ œ +  >3 Ð>Ñ œ ,  >3

, ,
, .

Verificar que a -cadeia  é fechada, que o complementar do seu" œ `ÐÒ+ß ,Ó ‚ Ò-ß .ÓÑ>
suporte tem duas componentes conexas,  e  e que osÓ+ß ,Ò ‚ Ó-ß .Ò Ï ÐÒ+ß ,Ó ‚ Ò-ß .ÓÑ‚
índices nessas componentes conexas são Ind  se  e>ÐDÑ œ ! D − Ï ÐÒ+ß ,Ó ‚ Ò-ß .ÓÑ‚
Ind  se . Em particular, tem-se>ÐDÑ œ " D − Ó+ß ,Ò ‚ Ó-ß .Ò

int .Ð`ÐÒ+ß ,Ó ‚ Ò-ß .ÓÑÑ œ Ó+ß ,Ò ‚ Ó-ß .Ò

Sugestão: Para verificar que  é conexo aplicar várias vezes ,‚ Ï ÐÒ+ß ,Ó ‚ Ò-ß .ÓÑ 1.8.13
reparando que aquele aberto é a união da sequência de conexos
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‘ ‘ ‘ ‘‚ Ó_ß -Ò Ó,ß _Ò ‚ ‚ Ó,ß_Ò Ó_ß +Ò ‚, , , ,

onde cada um interseta o seguinte. Para o cálculo do índice utilizar , por3.7.36
exemplo com o caminho , o ponto  e .# ‚# !

-.
#> œ A œ " −

Ex. 3.7.14 (Teorema de Fubini e integração em -cadeias) " Sejam  e  doisE § F §‚ ‚
conjuntos,  um espaço de Banach complexo e  uma aplicaçãoJ 0ÀE ‚ F Ä J
contínua. Sejam  e  duas -cadeias com suportes contidos em  e  respeti-> >" # " E F
vamente. Mostrar que se podem considerar aplicações contínuas

E Ä J D È 0ÐDß AÑ .A

F Ä J A È 0ÐDß AÑ .D

, ,

,

(
(
>

>

#

"

e que se tem

( ( ( (Š ‹ Š ‹
> > > >" # # "

0 ÐDß AÑ .A .D œ 0ÐDß AÑ .D .A.

Sugestão: Podemos reduzir-nos facilmente ao caso particular em que as -cadeias são"
caminhos  e  de classe  e nesse caso temos uma conse-# #" #

"À Ò+ß ,Ó Ä E À Ò-ß .Ó Ä F G
quência da versão do teorema de Fubini em .3.5.20

Ex. 3.7.15 (Contagem dos zeros—teorema de Rouché) Sejam  um aberto eY § ‚
0 À Y Ä ‚ uma função holomorfa que não seja constante em nenhuma das compo-
nentes conexas de .Y
a) Sejam  e  tais que  (  é um  de ), que a derivadaD − Y 5   " 0ÐD Ñ œ ! D 0! ! ! ! zero
0 ÐD Ñ ! 0 ÐD Ñ œ ! " Ÿ 5  5Ð5 Ñ Ð5Ñ

! ! !
!  seja diferente de  e que se tenha  para cada  (diz-se

então que  é um   de ; a um zero de multiplicidade  dá-seD 5 0 "! !zero de multiplicidade
o nome de ). Seja  tal que  e que  para cadazero simples <  ! F ÐD Ñ § Y 0ÐDÑ Á !< !

D − F ÐD Ñ Ï ÖD × << ! !  (a existência de um tal  decorre da alínea c) de ) e consi-3.7.8
deremos o correspondente caminho fechado  definido em . Mostrar que se#D!ß< 3.7.1
tem

(
#D ß<!

0 ÐDÑ

0ÐDÑ
.D œ # 5 3

w

!1 .

Sugestão: Pela alínea b) de  pode-se considerar uma aplicação holomorfa3.7.8
1À Y Ä 1ÐD Ñ Á ! 0ÐDÑ œ ÐD  D Ñ 1ÐDÑ D − Y‚ com  tal que  para cada . Reparar! !

5!

então que, para cada  com  tem-seD − Y 0ÐDÑ Á !

0 ÐDÑ 5 1 ÐDÑ

0ÐDÑ D  D 1ÐDÑ
œ 

w w
!

!

e aplicar  e, por exemplo, .3.7.2 3.7.39
b) Seja  uma -cadeia fechada com  e int  e tal que Ind  para> > >" § Y Ð Ñ § Y ÐDÑ œ "‡

>

cada int  (por outras palavras  e  são os únicos valores de Ind ) eD − Ð Ñ ! " ÐDÑ> >

suponhamos que  para cada . Verificar que o conjunto dos zeros de 0ÐDÑ Á ! D − 0>‡

pertencentes a int  é finito (eventualmente vazio) e que, sendo  essesÐ Ñ D ßá ß D> " 8

zeros e  as respetivas multiplicidades tem-se5 ßá ß 5" 8
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" 0 ÐDÑ

# 3 0ÐDÑ
.D œ 5 â 5

1
(
>

w

" 8

(o segundo membro da igualdade constuma ser nomeado como sendo o “número de
zeros contados de acordo com as suas multiplicidades”).
Sugestão: Para verificar que o conjunto é finito atender a que ele é compacto
(fechado no compacto int ) e discreto (cf. ). Considerar então Ð Ñ  <  !> >‡ 3.7.8
menor que a distância de cada  a int  e que cada um dos  comD Ï Ð Ñ lD  D l4 5 5

"
#‚ >

4 j

5 Á j " e aplicar  à -cadeia fechada3.7.39

> # #‹ ‹â‹D ß< D ß<" 8

tendo em conta a conclusão de a).
c) (Teorema de Rouché) Seja  outra função holomorfa tal que para cada2À Y Ä ‚
D − >‡ se tenha

l2ÐDÑ  0ÐDÑl  l0ÐDÑl,

em particular . Mostrar que  e  têm o mesmo número de zeros em int2ÐDÑ Á ! 0 2 Ð Ñ>
contados de acordo com as suas multiplicidades.
Sugestão: Ter em conta a conclusão de b) e mostrar que é contínua e toma valores
inteiros a função de  para  que a  associaÒ!ß "Ó >‚

"

# 3

0 ÐDÑ  > 2 ÐDÑ  0 ÐDÑ

0ÐDÑ  > 2ÐDÑ  0ÐDÑ
.D

1
( ˆ ‰ˆ ‰>

w w w

.

d) Verificar que o teorema de Rouché permite obter algumas das conclusões já
examinadas no exercício , nomeadamente: Seja  um zero de multipli-3.7.10 D − Y!

cidade  de ; mostrar que se pode considerar  tal que  e que5   " 0 <  ! F ÐD Ñ § Y! < !

0ÐDÑ Á ! 0 ÐDÑ Á ! D − F ÐD Ñ Ï ÖD × <  ! e  para cada  e que então, sendo  ow w
< ! !

mínimo de  para , para cada  com  existeml0 ÐDÑl lD  D l œ < A − !  lAl  <!
w‚

exatamente  valores distintos de  tais que  (os zeros de5 D − F ÐD Ñ Ï ÖD × 0ÐDÑ œ A! < ! !

D È 0ÐDÑ  A que são necessariamente simples).

Ex. 3.7.16 (O espetro de um elemento de uma álgebra de Banach) Seja  umaX Á Ö!×
álgebra de Banach sobre , igual a  ou , com elemento um que notamos . ParaŠ ‘ ‚ &
cada , chama-se  de  ao conjunto  dos  de ,! X ! 5 ! Š !− Ð Ñ §espetro valores espetrais
isto é, dos complexos  tais que  não seja invertível. Repare-se que se verificouD  D! &
em  que se  então  mas que para as conclusões propostas neste3.7.12 Š ‚ 5 !œ Ð Ñ Á g
exercício qualquer dos corpos dos escalares pode ser considerado.
a) Verificar que  para cada  e que, em geral, o espetro  é5 & ‚ 5 !ÐD Ñ œ ÖD × D − Ð Ñ! ! !

um conjunto compacto contido na bola fechada .  LembrarF Ð!Ñ §m m! ‚ Sugestão:
que, como se verificou em , o conjunto  dos elementos invertíveis de  é2.3.34 X X38@

aberto e, para a inclusão, reparar que para D Á !

! & &
!

 D œ DÐ  Ñ
D

e ter em conta .2.3.33
b) Seja  um aberto. Mostrar que é aberto em  o conjuntoY § ‚ X

H ! X 5 !œ Ö − ± Ð Ñ § Y×.

Sugestão: Seja  arbitrário, portanto com . Considerar o compacto! H 5 !! !− Ð Ñ § Y
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O œ F Ð!Ñ Ï Ym m"!!

de , que não intersecta ( , e escolher  tal que‚ 5 ! $!Ñ  !

.Ð  D ß Ï Ñ  ! & X X $! 38@

para cada  (se  tomar para  o mínimo para  da função contínuaD − O Á g D − OŠ $
definida pelo primeiro membro da desigualdade precedente). Verificar que se ! X−
verifica  então tem-se ; para isso, reparar que para cadam  m  Ö ß "× −! ! $ ! H! min
D − Ð Ñ5 !  tem-se, por um lado,

D − F Ð!Ñ § F Ð!Ñm m m m"! !!

e, por outro lado, , por serD Â O

mÐ  D Ñ  Ð  D Ñm ! & ! & $!

com , resultando daqui que .! & X X D − Ï D − Y38@

Nos exercícios a seguir propomos um conjunto de resultados que
conduzem ao “Cálculo Simbólico holomorfo”, isto é, à possibilidade de
aplicar funções holomorfas definidas em abertos de  e com valores em ‚ ‚
a elementos de uma álgebra de Banach complexa com o espetro contido
no domínio, de modo a que se verifiquem propriedades naturais.

Ex. 3.7.17 (Cadeia fechada a rodear um compacto) Sejam  um compacto nãoO § ‚
vazio e  um aberto tais que . Vamos dizer que uma -cadeia fechada Y § O § Y "‚ >
rodeia o compacto no aberto    se se tem , Ind  para cadaO Y § Y Ï O ÐDÑ œ !>‡

>

D Â Y Ð Ñ § Y ÐDÑ œ " D − O (isto é, int ) e Ind  para cada . As duas figuras a seguir> >

ilustram este conceito, apesar de não darem nenhuma indicação sobre a prova do
resultado de existência que proporemos a seguir.

Mostrar que quaisquer que sejam o compacto não vazio  e o aberto , com O Y O § Y
existe uma -cadeia fechada  que rodeia  em ." O Y>
Sugestão: Podemos já supor que o aberto  é limitado, uma vez que, no caso geral,Y
pode-se considerar um aberto limitado  com  e então uma -cadeiaY O § Y § Y "w w

fechada que rodeie  em  também rodeia trivialmente  em . Será cómodoO Y O Yw

utilizar em  a métrica do máximo . Fixar  com‚ ‘ œ . R −#
_

#

R
 . ÐOß Ï YÑ_ ‚ .   (1)

Considerar a classe finita de todos os retângulos (quadrados) do tipo
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 ‘  ‘: : ; ;  "

R R R R
ß ‚ ß

! ! ! !" ,

com , que estão contidos em , com os correspondentes bordos: ß ; − Y! ! ™

` ß ‚ ß
: : ; ;  "

R R R R
Š ‹ ‘  ‘! ! ! !"

(cf. o exercício ), e tomar para  a -cadeia fechada3.7.13 > "

> œ ` ß ‚ ß
: : ; ;  "

R R R R
"
!

Š ‹ ‘  ‘! ! ! !" ,

reparando que a condição (1) implica que se  interseta  então ‘  ‘: ; ; "
R R R R

:! ! !!ß ‚ ß O"

os elementos do suporte de  não pertencem ao suporte de ` ß ‚ ßŠ ‹ ‘  ‘: ; ; "
R R R R

:! ! !!" >

e são aderentes a .‘  ‘ : ; ; "
R R R R

:! ! !!ß ‚ ß" 317

Ex. 3.7.18 (Definição de  e propriedades elementares) 0̃ Ð Ñ! Sejam  umaX Á Ö!×
álgebra de Banach complexa, com elemento um ,  um aberto  uma& ‚ ‚Y § ß 0 À Y Ä
aplicação holomorfa e  com  (cf. o exercício ).! X 5 !− Ð Ñ § Y 3.7.16
a) Verificar que se pode definir um elemento  pela condição de se ter0̃ Ð Ñ −! X

0Ð Ñ œ 0ÐDÑÐD  Ñ .D
"

# 3
˜ ,! & !

1
(
>

"

qualquer que seja a -cadeia fechada  com , Ind  para cada" § Y Ï Ð Ñ ÐDÑ œ "> > 5 !‡
>

D − Ð Ñ ÐDÑ œ ! D Â Y Ð Ñ § Y5 ! > e Ind  para cada  (isto é, int ).  Reparar que> Sugestão:
a integranda no segundo membro é uma aplicação holomorfa de domínio . AY Ï Ð Ñ5 !
existência de  nas condições indicadas resulta do exercício ; para mostrar que> 3.7.17
o segundo membro não depende da escolha de  nessas condições, ter em conta>
3.7.40.
b) Fixados  e um aberto  com , verificar que é linear a! X ‚ 5 !− Y § Ð Ñ § Y

aplicação de  para  que a  associa . Verificar ainda que esta aplicação˜[ ‚ X !ÐY ß Ñ 0 0Ð Ñ
linear é contínua, quando se considera em  a topologia da convergência uni-[ ‚ÐY ß Ñ
forme nos compactos (cf. ).3.7.15
c) Verificar que se  verifica  então tem-se também = .˜ ˜" X "! !" " ! ! "− œ 0Ð Ñ 0Ð Ñ
Sugestão: Reparar que o conjunto dos  tais que =  é um subespaço! X "! ! "w w w−
vetorial fechado de  (de facto uma subálgebra unitária) que contém  e portantoX !

317A demonstração aqui sugerida baseia-se na que aparece no livro de  masRudin [15]
goza de simplificações importantes pelo facto de estarmos a considerar -cadeias"
fechadas de tipo mais geral que as utilizadas nesse livro.
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também cada  com .0ÐDÑÐD  Ñ D −& ! >" ‡

d) Sendo  um aberto com , verificar que se temZ § Ð Ñ § Z § Y‚ 5 !

0Ð Ñ œ Ð0 Ñ Ð Ñ "˜ .  Basta reparar que qualquer -cadeia fechada  nas! ! >ÎZ
˜ Sugestão:

condições de a) relativamente a  verifica também as mesmas condições relativa-Z
mente a .Y
e) Para cada  lembrar que  e deduzir da fórmula integral deD − Y ÐD Ñ œ ÖD ×! ! !5 &
Cauchy em  que se tem3.7.38

0ÐD Ñ œ 0ÐD Ñ˜ .! !& &

Ex. 3.7.19 (Determinação de  em dois casos particulares) 0̃ Ð Ñ! Sejam  umaX Á Ö!×
álgebra de Banach complexa, com elemento um  e  um elemento fixado e& ! X−
consideremos .V  m m!
a) Verificar que se pode definir uma aplicação holomorfa

< ‚ XÀ Ï F Ð!Ñ ÄV

por

< & !
& ! ! !

ÐDÑ œ ÐD  Ñ  œ   â
D D D D

"
# $ %

# $

e que esta aplicação admite uma primitiva  definida por: ‚ XÀ Ï F Ð!Ñ ÄV

:
! ! !

ÐDÑ œ    â
D #D $D

# $

# $

(isto é, tem-se  para cada ).  Utilizar , como habitual-< :ÐDÑ œ ÐDÑ Dw Sugestão: 3.3.34
mente considerando a isometria usual ._ ‚ X XÐ à Ñ Ä
b) Utilizar a conclusão de a) para concluir que, sendo  a aplicação definida0 À Ä‚ ‚

por , tem-se .  Escolher  e utilizar como -cadeia˜0ÐDÑ œ " 0Ð Ñ œ <  V "! & Sugestão:
fechada  o caminho  referido em , reparando que se tem> # ‚!ß<À Ò!ß "Ó Ä 3.7.1

ÐD  Ñ œ  ÐDÑ
D

& ! <
&" ,

onde, tendo em conta , .3.7.29 '
> <ÐDÑ .D œ !

c) Verificar que se pode definir uma aplicação holomorfa

< ‚ XsÀ Ï F Ð!Ñ ÄV

por

< & !
!

&
! ! !

& < !

sÐDÑ œ DÐD  Ñ  œ
D

œ    â œ
D D D

œ  ÐDÑ

"

# $ %

# $ %

e, tendo em conta a conclusão de a), que esta aplicação admite uma primitiva

: ‚ XsÀ Ï F Ð!Ñ ÄV

definida por
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: & : !sÐDÑ œ D  ÐDÑ .

d) Procedendo como em b), deduzir de c) que, sendo  a aplicação definida1À Ä‚ ‚
por , tem-se .˜1ÐDÑ œ D 1Ð Ñ œ! !

Ex. 3.7.20 (Propriedade multiplicativa) Sejam  uma álgebra de BanachX Á Ö!×
complexa, com elemento um  e  um elemento fixado. Sejam  um aberto& ! X ‚− Y §
com  e  duas aplicações holomorfas. Sendo  a5 ! ‚ ‚Ð Ñ § Y 0ß 1À Y Ä 2ÀY Ä
aplicação holomorfa definida por , mostrar que se tem2ÐDÑ œ 0ÐDÑ1ÐDÑ

2Ð Ñ œ 0Ð Ñ1Ð Ñ˜ ˜ ˜ ,! ! !

por outras palavras, a aplicação linear  referida na alínea b) do[ ‚ XÐY ß Ñ Ä
exercício  é um morfismo de álgebras que, como se verificou na alínea b) do3.7.18
exercício , aplica o elemento um no elemento um.3.7.19
Sugestão generosa: 1) Aplicando duas vezes a conclusão do exercício ,3.7.17
começar por considerar uma -cadeia fechada  com , int  e" § Y Ï Ð Ñ Ð Ñ § Y> > 5 ! >‡

Ind  para cada , em particular, int , e, seguidamente,>ÐDÑ œ " D − Ð Ñ Ð Ñ § Ð Ñ5 ! 5 ! >
considerando o compacto

O œ  Ð Ñ § Y> >‡ int ,

uma -cadeia fechada  com , int  e Ind  para cada" § Y Ï O Ð Ñ § Y ÐDÑ œ "s s s> > >
‡

s>

D − O D − Ð Ñ, em particular para cada .5 !
2) Reparar que as construções em 1) implicam que

a ÐDÑ œ " a ÐAÑ œ !
D−

s
A−s>

>
>

>
‡ ‡
Ind , Ind .

3) Obter a caracterização

0Ð Ñ1Ð Ñ œ 0ÐDÑ1ÐAÑÐD  Ñ ÐA  Ñ .A .D
"

Ð# 3Ñ
˜ ˜ .! ! & ! & !

1 #
s

" "( (Š ‹
> >

4) A partir da igualdade  obter, para cada  eÐA  Ñ  ÐD  Ñ œ ÐA  DÑ D −& ! & ! & >‡

A − s>
‡
 a igualdade

ÐD  Ñ  ÐA  Ñ œ ÐA  DÑÐD  Ñ ÐA  Ñ& ! & ! & ! & !" " " ".

5) Deduzir de 3) e 4) as caracterizações

0Ð Ñ1Ð Ñ œ 0ÐDÑ1ÐAÑ .A .D œ E F
" ÐD  Ñ  ÐA  Ñ

Ð# 3Ñ A  D
˜ ˜ ,! !

1

& ! & !
#

s

" "( (Š ‹
> >

onde

E œ 0ÐDÑÐD  Ñ .A .D
" 1ÐAÑ

Ð# 3Ñ A  D1
& !

#
"

s
( (Š ‹
> >

e, tendo em conta a versão do teorema de Fubini referida no exercício ,3.7.14

F œ 1ÐAÑÐA  Ñ .D .A
" 0ÐDÑ

Ð# 3Ñ A  D1
& !

#
s

"( (Š ‹
> >

.

6) Tendo em conta as fórmulas em 2), deduzir da fórmula integral de Cauchy em
3.7.38 que para cada  tem-se , e portanto  e que para cadaA − .D œ ! F œ !s>

‡ 0ÐDÑ
AD

'
>
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D − .A œ # 31ÐDÑ> 1‡
s
1ÐAÑ
AD tem-se , e portanto'

>

E œ 0ÐDÑ1ÐDÑÐD  Ñ .D œ 2Ð Ñ
"

# 31
& ! !(

>

" ˜ .

Ex. 3.7.21 (O espetro de )0̃ Ð Ñ!  Sejam  uma álgebra de Banach complexa, comX Á Ö!×
elemento um  e  um elemento fixado. Sejam  um aberto com & ! X ‚ 5 !− Y § Ð Ñ § Y

e  uma aplicação holomorfa, com o correspondente .˜0 À Y Ä 0Ð Ñ −‚ ! X

a) Verificar que se  para cada  então  é invertível.˜0ÐDÑ Á ! D − Ð Ñ 0Ð Ñ5 ! !
Sugestão: Considerando o aberto , que contém , e aZ œ ÖD − Y ± 0ÐDÑ Á !× Ð Ñ5 !
aplicação holomorfa  definida por , utilizar a propriedade multi-1À Z Ä 1ÐDÑ œ‚ "

0ÐDÑ

plicativa no exercício , tendo em conta a conclusão da alínea d) do exercício3.7.20
3.7.17, para concluir que .˜ ˜˜ ˜0Ð Ñ1Ð Ñ œ œ 1Ð Ñ0Ð+Ñ! ! & !
b) (Trivialidades algébricas) Mostrar que, se  é tal que existam " X " " X− ß −w ww

com  e  (um inverso esquerdo e um inverso direito, respetivamente)"" & " " &w wwœ œ
então  e portanto  é invertível. Deduzir daqui que se  comutam," " " " " Xw ww

" #œ ß −
isto é, são tais que , e se  é invertível então  (e portanto também" " " " " " "" # # " " # "œ
"#) é invertível.
Sugestão: Para a primeira afirmação, reparar que se pode escrever

" &" " "" " & "w w ww w ww wwœ œ œ œ

e para a segunda reparar que  é um inverso direito de  e que " " " " " " "# " # " # " #
" "Ð Ñ Ð Ñ

é um inverso esquerdo de .""

c) Em contraste com a), verificar que se existir  tal que  entãoD − Ð Ñ 0ÐD Ñ œ !! !5 !

0Ð Ñ˜  não é invertível.!
Sugestão: Lembrar que, pela alínea b) de , existe uma aplicação holomorfa3.7.8
1À Y Ä 0ÐDÑ œ ÐD  D Ñ1ÐDÑ‚ tal que  e concluir que!

0Ð Ñ œ Ð  D Ñ1Ð Ñ œ 1Ð ÑÐ  D Ñ˜ ˜ ˜! ! & ! ! ! &! !

onde  não é invertível.! & D!
d) Deduzir das conclusões de a) e c) que o espetro  de  é igual a˜ ˜5 ! !Ð0Ð ÑÑ 0Ð Ñ
0Ð Ð ÑÑ5 ! .
Sugestão: Reparar que se  então , onde .˜ ˜A − 0Ð Ñ  A œ 2Ð Ñ 2ÐDÑ œ 0ÐDÑ  A‚ ! & !

Ex. 3.7.22 (Propriedade de composição) Sejam  uma álgebra de BanachX Á Ö!×
complexa, com elemento um  e  fixado. Sejam  e  dois abertos e& ! X ‚ ‚− Y § Z §
0À Y Ä Z 1À Z Ä Ð Ñ § Y e  duas aplicações holomorfas tais que  e‚ 5 !

5 ! 5 !Ð0Ð ÑÑ œ 0Ð Ð ÑÑ § Z˜  (cf. a alínea d) do exercício ). Considerando a apli-3.7.21
cação holomorfa  mostrar que se tem .˜ ˜ ˜2 œ 1 ‰ 0À Y Ä 2Ð Ñ œ 1Ð0Ð ÑÑ‚ ! !

Sugestão generosa: 1) Considerar uma -cadeia fechada  com ," § Z Ï 0Ð Ð ÑÑs s> > 5 !
‡

int  e Ind  para cada . Reparar que ,Ð Ñ § Z ÐAÑ œ " A − 0Ð Ð ÑÑ Ð Ñ § Y § Ys s> 5 ! 5 !>s

onde  é o aberto constituído pelos  tais que  e Ind .Y D − Y 0ÐDÑ Â Ð0ÐDÑÑ œ "s s>
‡

s>

Considerar uma -cadeia fechada  com , int  e Ind" § Y Ï Ð Ñ Ð Ñ § Y ÐDÑ œ "s s> > 5 ! >‡
>

para cada .D − Ð Ñ5 !

2) Verificar que para cada  tem-seD − s>
‡

ÐD  0Ð ÑÑ œ ÐA  Ñ .A
" "

# 3 D  0ÐAÑ
& ! & !

1
˜ ." "(

>
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Para isso, utilizar a propriedade multiplicativa no exercício  e o facto de se ter3.7.20

"

D  0ÐAÑ
‚ ÐD  0ÐAÑÑ œ ".

3) Obter a caracterização

1Ð0Ð ÑÑ œ 1ÐDÑÐD  0Ð ÑÑ .D œ
"

# 3

œ 1ÐDÑ ÐA  Ñ .A .D
" "

Ð# 3Ñ D  0ÐAÑ

˜ ˜ ˜

.

! & !
1

1
& !

(
( (Š ‹

>

> >

s

"

#
s

"

4) Tendo em conta a versão do teorema de Fubini referida no exercício  obter a3.7.14
caracterização alternativa

1Ð0Ð ÑÑ œ ÐA  Ñ 1ÐDÑ .D .A
" "

Ð# 3Ñ D  0ÐAÑ
˜ ˜ .! & !

1 #
"

s
( (Š ‹
> >

5) Deduzir da fórmula integral de Cauchy em  que para cada 3.7.38 A − >‡

(
>s
1ÐDÑ .D œ 1Ð0ÐAÑÑ

"

D  0ÐAÑ

e, por substituição na fórmula em 4), concluir que .˜ ˜ ˜1Ð0Ð ÑÑ œ 2Ð Ñ! !

Ex. 3.7.23 (Representação em série) Sejam  uma álgebra de Banach complexa,X Á Ö!×
com elemento um  e  fixado. Sejam ,  e  uma& ! X ‚ ‚− D − V  ! 0ÀF ÐD Ñ Ä! V !

aplicação holomorfa.
a) Verificar que se  então tem-se5 !Ð Ñ § F ÐD ÑV !

0Ð Ñ œ Ð  D Ñ œ
0 ÐD Ñ

5x

œ 0ÐD Ñ  0 ÐD ÑÐ  D Ñ  Ð  D Ñ  Ð  D Ñ â
0 ÐD Ñ 0 ÐD Ñ

# $x

˜

,

! ! &

& ! & ! & ! &

"
5 !

Ð5Ñ
!

!
5

! ! ! ! !
w # $

ww www
! !

onde a soma é a de uma família somável de vetores de .X
Sugestão: Seja, para cada parte finita  de ,  a aplicação holo-M 0 ÀF ÐD Ñ Ä™ ‚ ! M < !

morfa definida por

0 ÐAÑ œ ÐA  D Ñ
0 ÐD Ñ

5x
M !

5−M

Ð5Ñ
! 5" .

Tendo em conta , verificar que  é o limite da sucessão generalizada fos  para3.7.7 0 0M
a topologia da convergência uniforme nos compactos e, reparando que

0 Ð Ñ œ Ð  D Ñ
0 ÐD Ñ

5x
˜ ,M

5−M

Ð5Ñ
!

!
5! ! &"

utilizar a propriedade de continuidade referida na alínea b) do exercício .3.7.18
b) No caso em que  lembrar que  e mostrar que a somam m  V Ð Ñ § F ÐD Ñ! 5 ! V !

referida na alínea a) é a de uma família absolutamente somável de vetores de .X
c) Sendo  a aplicação holomorfa definida por  deduzir de a)0 À Ä 0ÐDÑ œ ÐDÑ‚ ‚ exp
que para cada  tem-se , onde no segundo membro estamos a˜! X ! !− 0Ð Ñ œ Ð Ñexp
considerar a aplicação exponencial da álgebra de Banach  definida no exercícioX
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2.3.11 3.3.11 (ou, alternativamente, tendo em conta o exercício , a definida em
3.6.14).

Ex. 3.7.24 (Diferenciabilidade de ) 0̃ Sejam  uma álgebra de Banach complexa,X Á Ö!×
com elemento um ,  um aberto não vazio e  uma aplicação& ‚ ‚Y § 0ÀY Ä
holomorfa e consideremos o correspondente aberto de X

H ! X 5 !œ Ö − ± Ð Ñ § Y×

(cf. a alínea b) do exercício ) e a aplicação , que a  associa .˜ ˜3.7.16 0 À Ä 0Ð ÑH X ! !

a) Verificar que a aplicação  é holomorfa e que para cada  e 0̃ À Ä − −H X ! H . X
tem-se

H0 Ð Ñ œ 0ÐDÑÐD  Ñ ÐD  Ñ .D
"

# 3
˜ ,   !

>

. & ! . & !
1

( " "(1)

onde  é uma -cadeia fechada arbitrária com , int  e> > 5 ! >" § Y Ï Ð Ñ Ð Ñ § Y‡

Ind  para cada .>ÐDÑ œ " D − Ð Ñ5 !
Sugestão: Começar por reparar que, fixados  e , o segundo membro de (1) não! .
depende da escolha de  nas condições referidas, como consequência de . Para> 3.7.40
provar a diferenciabilidade, no sentido complexo, de  em  arbitrário e obter a0̃ −! H!

fórmula em (1) para , começar por utilizar  para considerar um aberto˜H0 Ð Ñ!!
. 1.6.54

Y O Ñ § Y § O § Y "s s s s e um compacto  tais que (  e uma -cadeia fechada  com5 ! >!

> >‡ § Y Ï O Ð Ñ § Y ÐDÑ œ " D − Os , int  e Ind  para cada . Reparar então que para>

cada  no aberto!

H ! X 5 !s œ Ö − ± Ð Ñ § Y×s

tem-se

0Ð Ñ œ 0ÐDÑÐD  Ñ .D˜ ! & !(
>

"

e utilizando então o resultado sobre a derivação do integral paramétrico em  e a3.5.18
dórmula para o diferencial de inv em , obter (1) para cada  no aberto . Para3.2.20 ! Hs

verificar a possibilidade de aplicar  convirá notar que se pode escrever  na3.5.18 >
forma  com  e caracterizar como um integral ordinário o integral! :  §5 5 5

‡ ‡# # >
em cada caminho  de classe .#5

"G
b) Supondo que  e  verificam , mostrar que! H . X !. .!− − œ

H0 Ð Ñ œ Ð0 Ñ Ð Ñ † œ † Ð0 Ñ Ð Ñ˜ .! . ! . . !w µ w µ

Sugestão: Para verificar que

( (
> >

0ÐDÑÐD  Ñ ÐD  Ñ .D œ 0 ÐDÑÐD  Ñ .D& ! . & ! . & !" " w "

atender a que a aplicação Y Ï Ð Ñ Ä5 ! X

D È 0 ÐDÑ ÐD  Ñ  0ÐDÑÐD  Ñ ÐD  Ñw " " ". & ! & ! . & !

admite a primitiva definida por

D È 0ÐDÑ ÐD  Ñ. & ! ".

c) Seja  a aplicação holomorfa definida por  e consideremos0 À Ä 0ÐDÑ œ ÐDÑ‚ ‚ exp
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a correspondente aplicação holomorfa . Utilizar a fórmula para a derivada de0̃ À ÄX X

0 − À Ä˜  obtida em b) para verificar que para cada  a aplicação  definida por! X : ‘ X

: ! : !: : &Ð>Ñ œ 0Ð> Ñ Ð>Ñ œ Ð>Ñ Ð!Ñ œ˜  é derivável, com  e . Reobter a partir daqui aw

conclusão de que se tem , já obtida na alínea c) do exercício ,0̃ Ð Ñ œ Ð Ñ! !exp 3.7.23
mas agora utilizando apenas a caracterização da exponencial de  em .X 3.6.14

Ex. 3.7.25 (Uma função logaritmo nas álgebras de Banach complexas) Seja X Á Ö!×
uma álgebra de Banach complexa, com elemento um .&
a) Seja  o abertoH X§

H ! X 5 ! ‚œ Ö − ± Ð Ñ § Ï Ó_ß !Ó×

(cf. a alínea b) do exercício ). Reparar que podemos considerar uma aplicação3.7.16
holomorfa Log  definida por Log , onde  é a˜À Ä Ð Ñ œ 0Ð Ñ 0 À Ï Ó_ß !Ó ÄH X ! ! ‚ ‚
aplicação definida por Log  (cf. ). Utilizar o exercício  para0ÐDÑ œ ÐDÑ 3.6.22 3.7.22
mostrar que se tem

expÐ Ð ÑÑ œLog ! !

para cada  e verificar que para cada  com  tem-se! H . X !. .!− − œ

H Ð Ñ œ œLog .! . ! . .!" "

b) Verificar que a conclusão de a) permite garantir que se  para5 ! ‚Ð Ñ § Ï Ó_ß !Ó
um certo  (condição que implica, naturalmente, que  é invertível) então existe! X !−
" X !" "! ! "− œ œ Ð Ñ com  e .exp
c) Generalizar a conclusão de b) mostrando que se, para um certo , existe! X−
A − lA l œ " >A Â Ð Ñ >   !! ! !‚ 5 ! com  e  para todo o  (condição que implica, mais
uma vez, que  é invertível)  então existe  com  e .! " X !" "! ! "318 s s s s− œ œ Ð Ñexp
Sugestão: Mostrar que  se, e só se,  e que, portantoD − Ð Ñ DA − Ð Ñ5 5 !!

A !
!

5 ‚
!

Ð Ñ § Ï Ó_ß !Ó
A!

.

Aplicando a conclusão de b) concluir a existência de  com  tal que" X !" "!− œ
 œ Ð Ñ > − A œ Ð> 3Ñ!

A ! ! !
!

exp exp" ‘ e, sendo  tal que , tomar

" " &s œ  > 3! .

d) Seja  um espaço de Banach complexo de dimensão finita e consideremosI Á Ö!×
a correspondente álgebra de Banach . Mostrar que a imagem da aplicação_ÐIàIÑ
exponencial  é exatamente o conjunto dos elementosexpÀ ÐIàIÑ Ä ÐIàIÑ_ _
invertíveis de .  Temos uma consequência de c) se repararmos que_ÐIàIÑ Sugestão:
o espetro de um certo , igual ao conjunto dos valores próprios de , é! _ !− ÐIàIÑ
um conjunto finito.

318Por outras palavras,  é invertível e não existem valores espetrais com direções e!
sentidos arbitrários.
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